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L’homologie de factorisation [AF19] permet d’intégrer une structure algébrique paramétrisée par
les n-disques sur une n-variété. Dans le cas qui nous intéresse, n = 2, les structures algébriques
correspondent a des catégories enrubannées, et ’homologie de factorisation va construire les catégories
skein.

1 FE»-algebres

La notion d’Es-algebre peut étre construite a l’aide d’une opérade [SWO03]. Informellement c’est un
objet A (d’une certaine catégorie monoidale symétrique C) muni d’une famille de produits AQ A — A
pour chaque plongement D? LI D? — D?. En fait on a un produit d’arité k: A®* — A pour chaque
plongement (D?)Y* < D? compatibles avec la composition, et des “relations” entre ces produits pour
des isotopies entre plongements. Cette structure peut étre encodée sans faire appel a la théorie des
opérades:

Definition 1.1. Une Es-algébre dans une 2-catégorie C est un 2-foncteur monoidal symmétrique

A Disks™ — C
ou Disk3" est la 2-catégories des unions disjointes de disques orientés, plongements orientés et iso-
topies (elles-méme considérées modulo isotopie).

Theorem 1.2 ([Frel7], voir aussi [Tur94]). Pour C = Cat, une Ey-algébre correspond ¢ une catégorie
tréssée balancée (munie d’un twist).

PREUVE: Dans un sens on retrouve la structure monoidale, tréssée et balancée a partir de plongements
et d’isotopies bien choisies, voir dessins en exposé. Dans 'autre sens (pour les catégories enrubannées)
on retrouve une Ejs-algebre a I'aide du calcul graphique de Reshetikhin—Turaev.

2 Homologie de Factorisation

L’homologie de factorisation prends en entrée une F,-algebre A dans C et une n-variété M et donne

en sortie un objet A de C. Ces objets s’arrangent en un foncteur monoidal symmétrique
M

/A:Mﬂdff—w

ou M fldo" est la catégorie des n-variétées orientées, plongements et isotopies. Ce foncteur peut
étre défini comme 'extension de Kan a gauche du foncteur A : Disk?” — C le long de I'inclusion
t 2 DiskS" — M fl1do". Ici, nous allons donner une description (un peu) plus explicite comme une
colimite. L’idée sous-jacente est que toute n-variété est obtenue comme des recollements de disques,
et qu’on sait déja quoi faire sur les disques: A.



Definition 2.1. ([AF19]) Soit A une Ez-algébre dans une 2-catégorie C et 3 une surface orientée. On
considére la 2-catégorie “slice” DiskS" /s, des plongements d’un disque vers X, triangles commutatifs
et isotopies. On veut reconstruire ¥ uniquement a partir des informations sur les disques dans cette
catégories. On a un foncteur oubli U : DiskS" /ss — DiskS" qui oublie le plongement vers 3.
L’homologie de factorisation de % a coefficients A est l’objet:

/ A = colim(Disks" /s Y, Disky" A, 0)
b

Cette definition abstraite permet d’obtenir immédiatement des propriétés tres agréables:

Theorem 2.2 ([AF19]). L’homologie de factorisation respecte, et est caractérisée par, des propriétés
d’excision pour le découpage d’une surface selon des sous-variétés de codimension 1.

Theorem 2.3 ([Sch14]). L’homologie de factorisation définie une TQFT pleinement étendue
/ A : Bord)" — Alg,(C)
—_xRn—k

a valeur dans une certain catégorie Morita.

Dans le cas C = Cat et V := A(D?) est une catégories enrubannée, le calcul graphique de
Reshetikhin—Turaev permet de bien représenter le comportement de V sur les plongements et iso-
topies de disques. L’homologie de factorisation devrait étendre naturellement ce calcul graphique a
des surfaces. On peut deviner le résultat:

Definition 2.4 ([Wal06],[Joh21]). La catégories skein SkCaty(X) d’une surface ¥ a coefficients V a
pour objets les familles finies P de points orientés framés de % coloriés par des objets de V. FElle a
pour morphismes P — @ l’espace vectoriel engendré par les classes d’isotopie de graphes enrubannés
coloriés comme dans le calcul graphique de Reshetikhin—Turaev, mais plongés dans ¥ x [0,1] au lieu
de D? x [0,1], modulo les relations locales usuelles.

Theorem 2.5 ([Cool9] par excision). On a une équivalence de 2-foncteurs

SkCaty(—) = /_v .

3 Action du Mapping Class Group

On a déja une représentation ”catégorique” du Mapping Class Group d’une surface . En effet un
difffomorphisme f de ¥ induit un foncteur f, : SkCaty(X) — SkCaty(X), et une isotopie entre deux
difféomorphismes induit un isomorphisme naturel entre les foncteurs.
On peut en extraire une représentation linéaire: il y a un objet, le vide, qui est préservé par tous les
diffSomorphimes. Le groupe MCG(X) agit sur I'espace vectoriel Endgpcqrs)(?), qui coincide avec
l’algebre skein munie de l'action évidente. Seulement, l’algebre skein ne contient qu'une partie de
I'information de la catégories skein, on I'on peut faire mieux.

Si ¥ est une surface connexe compacte avec une composante de bord choisie, on peut "rétracter”
3 loin de son bord et insérer un disque pres du bord, voir Figure 1. Ce procédé défini un plongement
D?UY, — ¥ et en y regardant de plus prés une action de I'objet algebre D? sur ¥ dans M fIdS".
En applicant I’homologie de factorisation a cette structure, on remarque que SkCaty(X) est une
catégorie module sur V. Dans ce contexte on peut définir une algebre d’endomorphisme interne Ay, € V
[BBJ18, EGNO15]. Elle vérifie une propriété universelle

HOTI’L\;(V, AE) ~ HomSkCat\;(E)(V > @, (Z))



O

Figure 1: L’action du disque

Theorem 3.1 ([BBJ18]). Quitte a travailler dans une completion V de V, lalgébre As existe et
représente la catégorie skein:

Mtv(z) ~ Ay — mody,

Maintenant, le Mapping Class Groupe relatif au bord MCG(X, 0%), qui préserve 'action du disque,
agit sur As.

Theorem 3.2 ([Hai22]). Pour V = U,(sly) — mod’™, on a un isomorphisme de Uy (sls)-algébres
Ay, ~ S(X) avec lalgébre stated skein de [Lé18].

L’action induite de MCG(X, %) sur lalgebre stated skein est Paction évidente.
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