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1 Lacohomologie des anneaux Borroméens

La majeure partie de cette section est une réécriture des définitions données dans [Hat02] et [Ler17].

1.1 Homologie singuliere

Définition 1. On appelle complexe de chaine (C,, d) une suite de groupes abéliens, appelés chaines, reliés par
des morphismes de groupes, appelés différentielles, ... — Cy41 by o, b
dyodyy =0.

e On appelle cycles de dimension 1, Z,(C) = ker d, C C, et bords de dimension #, B,,(C) =im d,41 C Z,

Cy = Cyo1 — ... tels que pour tout entier n,

e Le n-ieme groupe d’homologie est défini par H,(C) = Z,/B,
e  On appelle morphisme de complexe de chaine f : (C.,d“) — (D.,dP) une suite de morphismes de groupe

fn : Cy = D,, commutant avec la différentielle : f, o dfﬂ = dfﬂ O fust.

Proposition 1. Un morphisme de complexe de chaine f : (C.,d°) — (D.,dP) induit des morphismes de groupe
fu : Hi(C) = Hu(D) , X fu(x)

Preuve : Pour x € Z,(C), dD(fu(x)) = fu-1(d5(x)) = 0 donc f(x) € Z,(D) et pour x = d<_ (y) € B4(C), fu(x) =
£ (v) = dP_ (fus1(y)) € Bu(D) donc f, induit bien un morphisme f;; : H,(C) — H,(D). m|

n+l n+l

Définition 2. Homologie singuliére

e On appelle simplexe de dimension 7, noté A,, 'enveloppe convexe des n + 1 points vy = (0, ...,0),
v =(0,..,0),v-2=(0,1,0,..,0), .. et v, = (0,..0,1). On identifie chaque facette de A, (enveloppe convexe
de n des points v;) a A,_1.

e Pour X un espace topologique, on définit le Z module CH,(X) = vectz {0 : A, — X continues} dites chaines

n .
singuliéres de dimension n. On définit alors la différentielled,, : CH,(X) — CH,-1(X),0 ;(J(—l)lal[v[J

JeerVic1 Vi ooy ¥n ] *



Proposition 2. Pour tout espace topologique X, (CH,, d) est un complexe de chaine, i.e. d, o dy1 = 0.

L’homologie He(X) définie par ce complexe de chaine est appelée homologie singuliere.

Preuve : Soito : A, — X. En enlevant i puis j :

dy o dn+1(a) = 0<i§j<n(_1)i(_1)j_10|[vo,...,v[_1,v,-+1 L (_1)i(_l)jo|[v

0<j<i<n 0/++10j=1,0j41,++/0i=1,0i41,+0n] = 0 O

Jores0j=1,0j41+0n]

Définition 3. On peut augmenter ce complexe de chaine en ajoutant un morphisme ¢ : CHy(X) — Z,

Injo; = Xn;. Uhomologie obtenue est appelée homologie augmentée notée H,.(X).

Proposition 3. Une application continue f : X — Y induit un morphisme de complexe de chaine

f#: CHo(X) = CH.(Y), 0 > f o0 et donc des morphismes entre les groupes d’homologie f;; : H,(X) — Hy(Y).
Si f est un homéomorphisme alors f* est un isomorphisme de complexe de chaine d'inverse (f~')* et chacun des f;; est
un isomorphisme. Ainsi si X est homéomorphe a Y, H,(X) est isomorphe a H,(Y). On dit que I'homologie singuliére est

invariante par homéomorphisme.

Preuve : d?{ Of#(a) Z( 1y f 0 0oy, 01 1,0111,00] = 2 (=1) f#(0|[vo O Dis o)) = f# ° an(G) o

Proposition 4. Sideux applications continues f et gde X dans Y sont homotopes entre elles alors les morphismes qu’elles

induisent sur I’homologie coincident. L'homologie singuliére est donc invariante par type d homotopie.

Preuve : Soit H réalisant '’homotopie entre f et g, eta = Lo; un cycle de dimension n. On définit k; : [0, 1]X A,
(s,x) = H(s, 0i(x)) qui peut se décrire comme une chaine de dimension n + 1. La chaine h = Lh; est de bord
H(0,a) — H(1,a) = f*(a) — ¢*(a) qui coincident donc au sens homologique. o

1.2 Cohomologie

Lpe age ‘ . N d d
Définition 4. Etant donné un complexe de chaine C : ... — Cuq = C, B Cpq = ... et un anneau G,

on dualise C par ... « Hom(C,41,G) O Hom(C,, G) & Hom(Cy—1,G) « ... ou 6 est 'application duale de 4 :
@ € Hom(C,, G) = @od € Hom(Cy+1, G). Ceci forme un nouveau complexe de chaine (en le renversant) et on peut
donc définir son homologie, appelée cohomologie de C, de groupes notés H"(C). On note C"(G) = Hom(C,, G)
appelées cochaines de dimension n. Sauf précision contraire, on prendra par la suite G = Z.

Un morphisme de complexe de chaine f : C, — D, induit en le dualisant fy,, : D* — C*.

En dimension 1, une cochaine ¢ est une fagon d’associer une valeur a chaque chemin y : [0, 1] — X. La condi-
tion d’étre un cocycle est : pour tout triangle T : Ay = [vg,v1, V2] = X, @(Tlvy011) + P(Tlior,021) = P(Tl[og,001) = 0

Soit deux cas principaux : la concaténation et '’homotopie. Les figures suivantes donnent les conditions :

G N

siy(1) = 6(0) alors @(y - 6) = @(y) + @(0) et siy et 6 sont homotopes alors @(y) = @(0).

En fait ¢ est un cocycle si et seulement si elle vérifie ces propriétés car Tljy, 0,1 * Tlio,,0,] €5t homotope a Ty, 0]
d’ott @(Tlrop,011) + P(Tlioy,021) = P(Tlo 021) = @(Thiwn 11 * Tlios 21) = P(Tiwg,a1) = 0

Proposition 5 (petites chaines). Soit U = {U;, i € I} un recouvrement d’ouverts d’un espace topologique X. On appelle

petites chaines les chaines générées par les applications o : A — X d’image inclue dans un certain U;, i € I . On les

dual

notent CH¥. L'inclusion induit des isomorphismes HY (X) H (X) et H*(X) = H3(X).

Proposition 6. Soit h : H"(X) — Hom(H,(X), Z) qui a @ associe le morphisme qui a un cycle Lo; associe la valeur

@(Xa;). Si les groupes d’homologie sont libres et finiment générés, alors h est un isomorphisme.



Définition 5. Soit ¢ € CH*(X) et ¢ € CH!(X), on définit leur produit cup ¢ U ¢ € CH"(X) associant a

Proposition 7. Le produit U vérifie la propriété de dérivation suivante : 5(qp U 1) = (5¢) U + (1) U (5¢)

1l induit un produit sur les groupes de cohomologie, aussi noté U : H*(X) x H/(X) — H"!(X), oi1 il est associatif et
commutatif au sens que P U ¢ = (=1)"p U .

Le morphisme f; . : (H*(Y),V) — (H*(X), V) induit par une fonction continue f : X — Y est un morphisme d’algebre.
Cette structure est donc invariante par type d homotopie.

1.3 Les anneaux Borroméens

On appelle anneaux Borroméens la partie Ky de S® = B3/dB® représentée ci dessous :

Cy Cy
ou ou
C.

On appelle B son complémentaire dans S°. On souhaite comparer la cohomologie de B avec celle du complé-

mentaire de trois cercles non enlacés dans S°, noté B’.

Théoreme 1 (Dualité d’Alexander). Si K est une partie compacte non vide localement contractible inclue strictement

dans S", alors pour tout entier i, Ijli(S” \ K) = H"Y(K).

Les anneaux Borroméens Kp étant homéomorphes a trois anneaux non enlacés, les groupes d’homologie
de B et B’ coincident. On a Ho(B) = 0, H1(B) = Z3, Hy(B) = Z? et H3(B) = 0. Les groupes d’homologie ne

permettant pas de différencier ces espaces, on souhaite compléter cette information en calculant les produits U.

Proposition 8. Le premier groupe d’homologie de B est engendré par les trois lacets yy, y, et v, qui s’enroulent autour

des trois cercles Cy, C, et C, (les noms sont indiqués sur la figure). Il en est de méme pour B'.

Preyve : On utilise une décomposition de B en deux ouverts U et V' :

c En utilisant une séquence de Mayer-Vietoris
v . P
6yy v HUnV) S B e H () "SY Hi(X) S H(Un V)
,,,,,,,,,,,,,, on obtient que H;(X) est engendré par y,, y, et le recol-

——————————————— lement des différents y, (C; ayant été découpé entre U

C et V).
x u
fj Vx

Les groupes d’homologie étant libres et finiment générés, leurs duaux sont isomorphes aux groupes de coho-

mologie. Ainsi on appelle x I'élément de H'(B) qui associe 1 a y, et 0 aux deux autres.

Le cercle C, étant plan dans la figure ci-dessus, on peut définir S, son enveloppe convexe dans B ainsi représenté.

Proposition 9. L'élément x est représenté par le cocycle 1s, qui, @ un chemin, associe son nombre de passages (orientés)

a travers S,.



Preuve : Le lacet y, traverse bien une fois S, et les deux autres ne la traversent pas. Il nous faut donc
seulement montrer que 1s, est un cocycle. Il est évident par sa définition qu’il est un morphisme pour la

concaténation. L'invariance par homotopie est plus technique :

ST TIIITT T 7 On peut séparer le tour du cercle en trois ouverts, ott W, est
Vi P - ~ ~ 7/
// S W, \\W3 // la boule, W3 la partie au dessus du plan contenant S, et W
s 1 7 . . .
PEEREE <l -7l SEEE la partie en dessous. On peut alors séparer un chemin en une
, ) . ;
. Wi S concaténation de chemins a image dans 1'un des ouverts, et a
‘ 1 p
s ~ _ - 4 , L . .
‘ T ‘ extrémité dans une intersection de deux d’entre eux.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ceci donne un mot de Wy, W, et W; ot1 un tour dans le sens positif correspond a un sous mot Wy W, Wj5 et dans
le sens négatif a un sous mot W3 W,W;. Ces mots étant localement constants sous homotopie, 15, est invariant

par homotopie, et est donc un cocycle représentant x. o
Proposition 10. Le produit x U y est trivial. Le produit U est donc trivial sur H*(B)

Preuve : On définit de la méme manieére Sy et 15y. Onaalors S, c U\ Vet S, c VN U. Par définition, le
cocycle 15 U1 s, est nul sur tout triangle T : [vy, v1, v2] — B d’image inclue dans U (donc ne pouvant traverser
Sy) ou dans V (donc ne pouvant traverser S,). Par la proposition des petites chaines, la projection x U y de
1s, U1g, sur H'(B) est nulle.

Le produit x U x = (-1)"*1x U x est nul par commutativité de U. Le générateur de Hy(B) est le neutre de U. Les

groupes de cohomologie étant triviaux en dimension supérieure ou égale a 3, tout autre produit est nul. m|

On peut appliquer le méme raisonnement sur B’. Les groupes de cohomologie munis du produit U ne

permettent donc pas de distinguer les anneaux Borroméens de trois anneaux non enlacés.

2 Transport de structure d’algebre par quasi-isomorphisme

Cette section est principalement inspirée de [Vall4], certaines définitions étant précisées dans [LV12].

2.1 Algebre différentielle graduée

Définition 6.

e Onappelle espace vectoriel gradué un espace vectoriel V qui peut se décomposeren V = nGEBZVn. Un élément
v de V, est dit de degré de n. On note |v| = n.

¢ Unmorphisme d’espace vectoriel gradué f : V — W de degré k estune suite de morphismes f, : V,, = W4,
n € Z.On note |f| =k.

e Un espace vectoriel différentiel gradué, dit dg, est un espace vectoriel gradué V muni d’'une différentielle
dy : V — V de degré —1 qui vérifie 2, = 0. On peut alors définir I'homologie H.(V) de maniere classique.

e Pour f: V — W un morphisme d’espace vectoriel gradué sur des espaces dg, on peut définir son bord
A(f) = [f,d] = dw o f — (=1)*f o dy. L'application f est dite morphisme d’espace vectoriel différentiel gradué
sid(f)=0,ie.dwo f, = (—l)kf,,_l ody.

Pour V et W des espaces dg, on peut définir leur produit tensoriel par (V® W), = & V;® W; et

i+j=n
dyew(v ® w) = dyo ® w + (-1)v ® dww. Pour définir le produit tensoriel de deux morphisme d’espace dg,
on utilise regle de signe de Koszul : (f ® g)(a ® b) = (=1)l81% f(a) ® g(b).
Définition 7. On appelle algebre différentielle graduée un espace dg A muni d’un morphisme d’espace dg
p: A®2 — A, de degré 0. Le produit u vérifie donc une propriété de dérivation : du = u(d, =) + u(—, d). L'algebre
est dite associative si y 1'est, c’est a dire si g o (Id ® ) = p o (u ® Id).



2.2 Isomorphisme

Disposant d'une algebre différentielle graduée associative (A, d,, i) isomorphe en tant qu’espace dg a un

autre espace dg (V,dy), on souhaite transporter la structure d’algebre associative de A a V.

Proposition 11. Si ¢ : V — A est un isomorphisme d’espace dg a valeur dans une algebre différentielle graduée
associative, il permet de relever le produit de A en un produit associatif sur V donné par 1t = ¢~ o i o (¢ ® ).

Preyve : En notant pour plus de clarté les produits p = Y ety = \T/ alors :

car @ o ~! = Id et u est associatif. o

2.3 Quasi-isomorphisme

Définition 8. Un espace dg V est appelé rétract d’homotopie de A s'il existei: V — Ade degré0,p: A -V

de degré O et h : A — A de degré 1 tels que Id — ip = J(h) et que i soit un quasi isomorphisme, c’est-a-dire
i

que i : H (V) — H,(A) est un isomorphisme. On obtient le diagramme hC A T V .Lemorphisme i est
p

ainsi un isomorphisme d’inverse p seulement a homotopie pres. L'asymétrie de cette définition s’explique en
remarquant que, dans la preuve précédente de l’associativité du produit i, on a utilisé ¢ o ¢! = Id et pas la

composition inverse.

On peut, dans ce contexte, définir le produit induit de la méme facon que pour un isomorphisme :

= p o u o (i®1i). Seulement, avec les mémes notations que precedemment

i i

\/ . l.i/p\/z \_/a(h)i _i—a(\h)/
T

ce qui n’est pas, en général, égal a 0. En fa1t, l'associativité de j n’est vérifiée qu’a homotopie pres, c’est a
dire que le commutateur étudié ci-dessus est égal au bord (d) d'un certain produit a trois éléments que 1’on
note y3. Du point de vue de ’homologie, ce terme est trivial, et le produit peut donc étre considéré comme

quasi-associatif.

2.4 Produits d’ordre supérieur

2.4.1 Construction de u3

2 n\

Pour obtenir 'associativité "a homotopie pres" du produit induit, on souhaite donc construire explicitement

s (noté \+/ ). Les calculs précédents nous invitent & poser :

i\(i i ce qui se lit de maniere formelle :
Y _Cw o i pz=pouo(h®io(ueldo(i®ield)
pY \pr —pouo(i®h)o(ldou)o(ld®i®i)

En appliquant la regle de signe de Koszul :

us@@bec) = popu(ho (i) ®ib) ®ic)) - (~1)p o u(ita) & o u(i(h) ®i(c)))
Le produit y3 est de degré +1 car h l'est et que i et p sont de degré 0. Il vérifie bien les propriétés attendues :



i i i i d i doi doi i i i d i i doi | i doi
N XX X T
(9( ) = + Y + Y + Y - Y - \( \r Y
dop p p dop p
dérivation \ V dérivation \ \l
nti-dérivation anti-dérivation
i\(z' i1 z\(z i i z\>/ z i \>/z i
_ thl_i_(_l)hlltﬂ h%‘” 4 hYdOl + hle ’\( _ dO\ZT — (1) dO\lTh \(hd
P P 14 p P P

2.4.2 Construction de y,, n>4

On s’intéresse maintenant aux relations entre y = p et 3, et notamment a une relation d’associativité
mixte : y a-t-il un lien entre u3(a, b, ua(c,d)) , ps(a, u2(b, ¢),d), ps(ua(a,b),c,d), pa(us(a, b, c),d) et pz(a, us(b,c,d))?
La réponse est oui et une combinaison de ces termes (avec signes) s’écrit comme le bord d’un produit a quatre

éléments : py. L'idée est de poser, de maniere similaire a la définition de 3,
ol PBE, représente les arbres planaires binaires enracinés a n feuilles.

i
\*‘ , . .
Y Z Un est de degré n —2 car h y apparait n — 2 fois.

PBE,

Proposition 12.  d(u,) = X (- 17 tpirar o (IdF @ pig ® 1d°")

pHq+r=n
2.5 Algebre A,
Définition 9. On appelle algebre A, un espace dg A muni d'une famille de produits . 1
r
(tin : A®" — A)yzo de degrés n — 2 vérifiant:  d(uy,) = P+q§ n( 1P Upiyer © (1A% @ g @ 1d®") %

i
Proposition 13. Un rétract par homotopie hCA ——— V surunealgebre dg associative (A, i) induit une structure

d’algebre A, sur V telle queio up = po (i®1i).

b
Théoréme 2 (Transfert Homotopique). Un rétract par homotopie hCA — 'V sur une algébre Ao A induit
p

une structure d’algebre A« sur V telle que i soit un co-quasi-isomorphisme.

2.5.1 Espace de lacets

Pour clarifier la signification des relations de cohérence entre les produits introduits précédemment, on
peut étudier ’exemple des espaces de lacets. Soit (X, x) un espace pointé, on note 1’ensemble des lacets pointés
QX ={y:[0,1] —» X/y(0) = (1) = x} muni de la topologie compacte-ouverte. On peut définir le produit de la
concaténation - : (QX)? — QX, (y1,72) — y1 - y2. Il n’est pas associatif en général :

(7/1'7/2)‘7/3:| n | 2 | rs | salorsque y1-(y2-y3) = n | 2 | s |

I 1 I I I 1



Cependant, il est associatif a homotopie pres :
Yoo )2 V3

C’est a dire qu’il existe une homotopie H : [0, 1] x (QX)* - QX

tel que H(O,y1,y2,73) = (y1-y2) - ya et HA, 1,72, 73) = y1- (y2 - 73)-

Ce H représente le u3 précedemment défini : c’est un produit a trois élé-
ments, de "bord" le défaut d’associativité du produit.

V1 V2 V3

! !
On peut ensuite s’intéresser aux différents produits que I'on peut réaliser avec quatre éléments. On obtient

les cing arbres suivants, que I'on peut relier en un pentagone en utilisant ’homotopie H :

H(-,(1-2),3,4)

On

souhaite "remplir" le pentagone, noté Kj, c’est a dire définir une fonction Hy : K, X (QX)* - QX qui a chaque

point du pentagone associe continument un lacet et qui coincide avec les homotopies décrites ci-dessus sur le
bord du pentagone. Une fois les homotopies réalisées le long du pentagone explicitées comme sur la figure
de droite, il devient clair que c’est possible. Les changements de lacet se font sur trois cercles disjoints bien
ordonnés qu’il est facile de remplir en des disques disjoints. On peut alors compléter en appliquant y; entre le
bord extérieur et le premier disque, etc...

Autrement dit le lacet (dans I'espace des lacets) qui consiste a faire le tour du pentagone est homotopique-
ment trivial, puisqu’il peut s’étendre sur son intérieur. Ainsi, ’homotopie qui permet de passer d'un produit
de quatre éléments a un autre est bien définie a homotopie pres.

De méme en dimensions supérieures, toutes les facons de parenthéser un produit a n termes sont reliées
par des liens extraits de ceux qui relient les produits a i termes, i < 1, et toutes ces homotopies forment unn —3

cycle. Il est une fois de plus homotopiquement trivial et peut étre rempli par une homotopie H,.

Théoreme 3. [Sta63]

Soit X un espace topologique, le produit de la concaténation sur QX peut étre complété en une série de produits
H, : Ky X (QX)" — QX oit K,,_, est un polygone de dimension n — 2 de sommets les différentes fagons de parenthéser
un produit a n termes, d’arétes les homotopies H3 = H entre ces produits, de faces de dimension 2 les homotopies Hy entre
ces homotopies (quand elles forment un cycle) etc... tel que sur chaque face, H,, coincide avec les H;, i < n.

On dit que QX est un A-espace.

La construction de Hy donne une idée de la preuve.



2.5.2 Opérades

Définition 10 (Généralisation des différentes définitions de types d’algebres). [May72]] ou [LV12]
e Une opérade (non symétrique) est une suite d’espaces topologiques compacts (ou plus généralement
compactement générés) C(j), j > 0, qui sont les produits d’arité j, avec C(0) = {*} est un point, munis :

— de fonctions de composition continues y : C(k) X C(j1) X ... X C(jx) = C(Zju) telles que pour c € C(k),
dy, ..., dx € C(j1) X ... X C(ji) et ey, ..., exj, € C(i1) X ... X C(ix;,), la composition de c avec les k produits d, qui
est un produit d’arité Lj,,, composée avec les Lj,, produits e est bien la méme chose que la composition
de ¢ avec chacun des produits 4 déja composés avec les produits e appropriés :
y(y(c,dy,..ds) ey, ... ex)) = V(C,V(dlfeb s €1), VA2, €141, wvs €1 ) woes V(sy €4ty 41 s €>:j,-))

— etd’une identité 1 € C(1) telle que y(1,d) =d et y(c,1,..,1) =¢

e Un morphisme d’opérades ¢) : C — C’ est une suite de morphisme ¢; : C(j) — C’(j) cohérents avec la
composition y vérifiant 11(1) = 1".

e Un espace topologique compact (ou compactement généré) X pointé par un point x € X qui est un rétract
par déformation d'un de ses voisinages (ou tel que (X, x) est une NDR-paire) est muni de son opérade des
endomorphismes Ex défini par : (Ex)(k) est 'ensemble des fonction continues pointées f : X¥ — X, et (Ex)o est
l'inclusion {x} — X. La composition est donnée par y(f, g1, ..., gk) = f(g1 X ... X gk) et 1 est bien l'identité sur X

au sens classique. L'espace topologique X est appelé C-espace s’il existe un morphisme d’opérades ¢ : C — Ex.

Exemple. L'opérade As est donnée par As(k) = {+} est un point. La composition et les permutations sont donc
triviales. En notant y = ¢, (*) le produit d’arité 2, ’associativité est donnée par le fait que y(u, u,1) et y(u, 1, 1)
étant tous deux éléments de As(3) qui est un point, ils coincident : u(u, Id) = y(u, 1, 1) =+ = y(u, 1, u) = udd, ).

L'opérade A, est donnée par A (k) = Ky, le (k — 2)-ieme polygone de Stasheff. Les sommets étant décrits
par les parenthésages d’un produit & k termes, la composition est naturelle. On a ainsi un continuum de
produit 13(s), s € [0, 1] = Ky qui relient y(u, u, 1) et y(u, 1, u) réalisant 1’associativité 8 homotopie prés. On peut
noter comme pour 'espace des lacets H(s,a,b,c) = ¢3(s)(a, b, c) cette homotopie, puis pour s appartenant au

pentagone Ky, Hy(s,a,b,c,d) = P4(s)(a, b, c,d), etc...

Proposition 14. Une structure d’A-espace sur un espace topologique X induit une structure d’algébre Ao sur ses
chaines singuliéres en définissant pour o; : Ay, — X € CHy,(X) , i < n, leur produit au sens des chaines ‘uS(ol, ey Op1)
comme étant la chaine de dimension n — 2 + Lk; qui a un élément (k,x1, ..., Xn) € Ky X Ap, X ... X Dy, (qui peut se

décomposer en simplexes de dimension n — 2 + Xk;) associe i, (k, 01(x1), ..., 0n(Xn)).

Preuve : d(uS) = duS(o1, ..., 0u) — ZuS(on, ..., doi, ..., 04) = HS|d(I<,1_2><Ak] X)) Zuﬂkn_zmk] . XA X X A,
Mais d (Ky—2 X A, X ... X Ag,) = dKjy—p X Agy X oo X Ag, + Z(Kyog X Ay, X oo X dAg, X ... X A,) soit

Itn) = pnlak, ,x Ay XX qui, puisque X est un A.-espace, est précisément la somme attendue pour que CH*(X)

soit une A, algebre. |

3 Application : le produit de Massey

Nous allons ici distinguer les anneaux Borroméens des anneaux non enlacés a 1’aide du produit de Massey.

Cette partie est en grande majorité un travail personnel, méme si le résultat est lui bien connu.

3.1 Définitions

Pour X un espace topologique, le produit de Massey est un enrichissement de la structure d’algebre

associative sur sa cohomologie singuliere. Il prend en argument trois éléments de H*(X).



3.1.1 Définition originelle

Le produit de Massey originel (voir [Mas58]) est défini pour trois éléments x, y et z de H*(X) tels que xUy = 0
ety Uz = 0 dans H*(X), cest a dire qu'il existe des cochaines ¢, et @, tels que 6@, = xUy et ¢, = yUz.On
définit alors m3(x, y,z) = ¢xy Uz — (-1)Fx U @,

Proposition 15. m3(x, y, z) ainsi défini est un cocycle de dimension |x| + |y| + |z - 1.
Sa projection sur H*(X)/(H*(X) U z + x U H*(X)) ne dépend pas du choix de @y, et @, ni de celui des représentant de
x, y et z. On peut ainsi définir ms(x, y,z) € H*(X)/(H*(X) U z + x U H*(X))

Preuve : Du fait que x, y et z sont des cocycles et que U est associatif, on a :
oms(x,y,z) = (—1)|‘F’fy|(pxy Uz + 0@y Uz —x U@, — (-1)Mox U@, = (xUy)Uz—xU(yUz) =0
Les cochaines ¢, et ¢, sont définies a un cocycle pres donc m;3(x, y, z) a un élément de (H*(X) U z+xUH*(X))
pres. Si on ajoute un bord 6x’ a x on obtient : ma(x + 60X, Y,2) = Qriox,y Uz — (~1)PM(x + 6x") U @y
Or (x+06x)Uy=xUy+06(x" Uy)— (-1)¥x" Udy soit @risvy = Pxy + ¥ Uy convient. On a donc
ma(x+0x', Y,2) = (Pry+x' Uy)Uz—(—=1)F (x+6x") U, = mz(x, y, 2)+(x' Uy)Uz—(=1)" (6(x’ Ug@y) - (-1)¥Ix" U (6(pyz))
Dot mz(x + 6x,y,2) —ms(x,y,2) = (' Uy) Uz —x" U (y Uz) + (-1)M5(x" U @yz)
Le produit m3(x, y, z) ne dépend donc pas, dans H*(X)/(H*(X) U z + x U H*(X)), du choix du représentant de X.

Il en est de méme pour y et z. O
Proposition 16. La structure (H®, U, m3) est invariante par type d’homotopie.

Preuve : pour f réalisant I'équivalence d’homotopie, df*(¢x,) = f*(x) U f#(y), d’ou
fHms(x, y,2)) = fH(@xy) U f1(2) = (1) f#(x) U f#(,z) est un représentant de mz(f*(x), f#(v), f*(2)). |

3.1.2 Définition A, : 13
On considére a partir de maintenant les cochaines & valeur dans un corps R : C" = Hom(C,,, R).

Proposition 17. Les cochaines CH*(X) se décomposent en CH" = B" & H" & B"*! oi1 § se restreint a I'application nulle
sur B" @ H" et se restreint en un isomorphisme B"*! ¢ CH" — B"*! ¢ CH"*! (d’oix 'utilisation des mémes notations).
Dans ces conditions I'espace dg (H*(X),0), de différenticlle nulle, est un rétract d’homotopie de (CH*(X), 0) par les
morphismesi: H* < CH® etp : CH®* - H® naturelseth : CH" = B"® H" @ B"*! - B" — B" '@ H" @ B" = CH""!

qui a un bord associe sa pré-image canonique par 0.

Preuve : Les morphismes i, p et h vérifient Id — ip = 6h + ho car ip est la projection sur H", 6h la projection sur
B" et ho celle sur B"*1. m
On peut donc transférer sur H*(X) une structure A : {tin, # > 2} héréditée du produit U. Le produit

p3 est ainsi défini sans conditions du nullité de U, sur (H*(X))®® et a valeur dans H*(X). On a la formule
(%, y,2) = h(x Uy) Uz = (=1)Mx U h(y U 2).

Proposition 18. Pour tous x,y,z € H*(X) dont le produit ms est bien défini, us(x,y,z) produit un représentant
canonique de mz(x, y,z) dans H*(X)/(H*(X) U z+x UH*(X)).

Preuve : On sait que xUy est le bord d"une cochaine @, que’on choisit canonique donc dans Br+lvl ¢ cHbHlvI-1,
On a alors h(x U y) = @,,. On obtient : u3(x,y,z) = ¢x, Uz — (-1)Fx U @, = ms(x, y,2). O

Attention. Le produit us ainsi défini n’est pas invariant par type d’homotopie au sens classique (i.e. a isomor-

phisme pres). Il I'est cependant a co-quasi-isomorphisme pres.



3.2 Anneaux Borroméens

On souhaite appliquer le produit de Massey aux trois générateurs de H!(B) (notés x,y et z) et montrer qu'il
est distinct du produit des trois générateurs de H'(B’) (notés X,Y et Z). On remarque que le produit U étant
trivial sur les deux cohomologies considérées, le produit de Massey m3 est bien défini, a valeur dans H® (sans
quotient), et coincide donc avec p3. Pour appliquer la définition du produit de Massey (ou de y3) il nous faut
savoir de quelle cochaine ¢, le produit x U y est le bord.

On rappelle que I'on peut représenter x et y par des surfaces S et S, séparées dans des ouverts U et V.

3.2.1 Calcul de ¢,y

Proposition 19. On peut définir une application 1 qui a un chemin de X associe le mot dans Z. + Z. de ses passages
(orientés) a travers Sy et S,. C'est a dire que pour un chemin 1, faisant un tour suivant x (ou 1, faisant un tour suivant

y)onap(ly) = my (et Y(1,) = my), que Y est un morphisme pour la concaténation et qu’il est invariant par homotopie.

Preuve : On rappelle que le produit libre Z * Z. est I'ensemble des mots en m, et m, ot 'on supprime les
occurrences de m, - m;', myt - my , my - m;l

Soit y : [0,1] — X. Les surfaces S, et S, étant séparées dans des ouverts U et V, et [0, 1] étant compact,

et m;l - My, muni du produit de la concaténation.

on peut le découper en un nombre fini d’intervalles [0 = ty, 1], [t1, 2], ..., [tn-1,tn = 1] chacun d’image inclue
dans U ou dans V. Ainsi, y passe un nombre fini de fois de S, a S,. Sur chacun de ces intervalles on peut

définir YVl b.01) = XVl .1) Si lintervalle est a image dans U et y(ylf, .,1) s'il est & image dans V. Donc

i+l
V() = xWliton)) - YW litot1) - XYMt e21) - YW litno)) < oo s XMt 1) - Y/ Nita 1), SaChant que pour chaque intervalle
un des deux termes est nul. Décrit sous cette forme, il est naturel que y(y) ne dépende pas de la subdivision
choisie et que 1 soit un morphisme pour la concaténation.

On peut choisir une subdivision qui alterne les inclusions dans U et V en fusionnant les intervalles successifs
d’images inclues dans le méme ouvert. Ainsi chaque point ¢; (sauf 0 et 1) est d’image dans U N V. Soit H une
homotopie entre y et un autre chemin 6. Les intervalles [t;, t;.1] et les points t; étant compacts d'image inclue
dans un ouvert (U ou V et U N V), il existe, par continuité de H un ¢ > 0 tel que Vs < ¢, H(s, [t;, tis1]) CUou V
et H(s, t;) € UN V. Localement autour de chaque chemin, on peut donc garder la méme subdivision, qui vérifie
toujours une alternance entre U et V.

On étudie maintenant y. = H(e, —). Sur chaque intervalle [t;, tiz1], Velit ta]

unv est presque homotope & V|4, +,,], c’est a dire qu’il lui est homotope par une
homotopie qui ne conserve pas strictement les extrémités, mais les laisse

u dans U N V. On a en fait que H(—, ;) - Vel

Vit a1 donc a la méme image sous x et .

Ve

1] - H(= tiz1)™ est homotope a

unv H(-,t;) étant a valeur dans U NV, sa contribution a x et y est nulle.
H(—, ti)
Ansip(ye) = x(Velito, 1) YV elito i)+ XV elitr 1) YV elitur 61) = X lit0 1) YW it 111)+- XY Mt 8- Y P N1t 1) = ().

De ce fait, le morphisme 1 est localement constant sur une homotopie, donc constant. O

On souhaite écrire @,,(y) comme ne dépendant que de y(y), c’est a dire factoriser ¢, = f o ¢. Etant donné
un lacet y, on peut I’étendre en - 1, ou en y - 1, en lui concaténant un lacet qui fait un tour suivant x ou un

tour suivant y.
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Les triangles écrasés sur ces lacets, de bords
y+1li—y-l,ety + 1, — y - 1, donnent les rela-
tions f(Y(y)) + flmx) = fF(P(y) - mx) = 2(y) X y(1s) et
F@O) + flmy) = f@p(y) - my) = x(y) X y(Ly)-

En supposant que f(m,) = f(m,) = 0, on obtient f(y(y) - my) = f(y) et f(P(y) - my) = f(YP(y)) — x(y). Soit
fmmymlimy) = = (X ki + 1 X (ky + ko) + ... + 1y X (k1 + ... + ky)). On remarque ici que 'ajout d’'un terme
My - mt, met my, my - m;l ou m;l -my, ne change rien au calcul de f qui est donc bien définie sur Z * Z. Il nous
reste a vérifier que f(a) + f(B) — f(a-B) = x(a) X y(B) (o1 x(«x) est le nombre total de m, dans a) et en effet dans le
calcul de f(a - ) on commence par calculer f(«) puis on calcule f(B) mais en oubliant les ky + ... + k, qui étaient
dans « pour chaque J;, soit au total on a oublié (k; + ... + k;) X (ly41 + ... + Lytm) = x(@) X y(B). La cochaine ¢,

ainsi définie est bien de bord x U y.

3.2.2 Non trivialité de m3(x, y, z)

Pour prouver la non trivialité d"un cocycle de dimension 2, le plus simple est de trouver une surface sans

bords sur laquelle il ne s’annule pas. On étudie la construction suivante :

Ce triangle peut étre
complété en une trian-
gulation du tore T3, en-
tourant le cercle z, de la

fagon suivante :

ay

«
AN
|
)
N
+
y7i
\N

as

On rappelle que les orientations des arétes vont dans 1’ordre croissant de numérotation des sommets, donc
l'ordre de ces derniers est déterminé par les premieres. C’est pourquoi on a pas explicité directement les nu-
mérotation des sommets pour chaque triangle dans la triangulation mais seulement I’orientation des arétes.
On observe que l'orientation des arétes coincide pour les deux triangles la partageant, cependant le signe qui
leur est donné en appliquant d aux triangles (qui sont des chalnes) est opposé (en tenant compte des signes

assignés aux triangles sur la figure), ce qui signifie plus simplement que la chaine T est de bord nul.

Proposition 20. m3(x, y,z) - T, # 0 donc m3(x, y,z) est non trivial dans H*(B).
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Preuve : On rappelle que m3(x, y,2) = @xy Uz —x U @ys.

Le triangle T représenté ci-dessus en gris, de bord a; + a; — a3 a une valeur non nulle sous ¢, U z car

-1
y

le compléte en un tube) a une valeur nulle sous le produit U considéré puisque sa premiere aréte fait un

P(a) = mymglm my donc @y,(a1) = 1 et z(ax) = —1. Le triangle ayant deux arétes en commun avec T (qui
tour suivant z et est donc de valeur nulle sous ¢,,. Les deux autres triangles complétant le tore ne traversent
ni x ni ¥ donc donnent des valeurs nulles aussi. Enfin, chacun des quatre triangles est de valeur nulle sous
x U ¢y, car aucun tour non trivial suivant x n’est réalisé par une aréte (les arétes traversant x dans un sens le
retraversent dans 1’autre ensuite donc elles sont toutes de valeur nulle sous x). Ainsi, méme si on ne connait
pas explicitement ¢, on sait que ce terme apporte une contribution nulle. On a donc m3(x, y,z) - T, = —1.

Comme d T, = 0, si ms(x, y,z) était un bord oy’ on aurait nécessairement ms(x,y,z) - T, = ¢ -dT, = 0. O

3.2.3 Trivialité de m3(X, Y, Z)

C’est une fois de plus un argument de petites chaines qui va nous servir ici. On peut représenter les trois
générateurs de H!(B’) par trois surfaces orientées disjointes (ce qui n’est pas possible pour les anneaux Borro-
méens) et on peut en séparer une des deux autres dans deux ouverts (S, c U\ Vet S, S, C V \ U). On peut
donc faire les constructions précédentes pour obtenir @xy et pyz (toutes les deux bien définies en méme temps,
ce qui n’est pas possible pour les anneaux Borroméens) et calculer m3(X, Y, Z) sur des chaines contenues dans
U ou dans V. Par définition m3(X, Y, Z) = pxy UZ — XU @yz, mais, dans U, ¢yz et Z sont nuls donc m3 I'est aussi
et, dans V, pxy et X sont nuls donc m;3 aussi. Le produit de Massey m3(X, Y, Z) étant nul sur les petites chaines,
il est nul dans H*(B’).

Ainsi, le produit de Massey appliqué aux trois générateurs du premier groupe de cohomologie est tri-
vial pour les trois anneaux non entrelacés et non trivial pour les anneaux Borroméens. Le produit de Massey
distingue donc ces deux espaces, que ne distinguaient pas les groupes de cohomologie munis du produit U.

Ils ne sont donc pas de méme type d’homotopie.
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