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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret
Soient V un graphe, K =

⊕
i∈V
Hi ⊗ |i〉 (Hi espaces de Hilbert) et

D =

µ ∈ I1(K), µ =
∑
i∈V

ρ(i)⊗ |i〉〈i |, ρ(i) ≥ 0,
∑
i∈V

tr
(
ρ(i)

)
= 1

 .

On poseM l’application complètement positive telle que

M : I1(K) → I1(K)
µ 7→

∑
i ,j∈V

C j
i µC j∗

i

où C j
i = Aj

i ⊗ |j〉〈i | avec Aj
i ∈ B(Hi ,Hj) tels que

∑
i ,j∈V

‖C j∗
i C j

i ‖ <∞.

M préserve la trace ⇐⇒
∑

i ,j∈V
C j∗

i C j
i = IK ⇐⇒ ∀i ∈ V ,

∑
j∈V

Aj
i
∗Aj

i = IHi
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Marche quantique ouverte [Attal,Petruccione,Sabot,Sinayskiy 2012]
Soit µ ∈ D alorsMn(µ) =

∑
i∈V

ρ(n)(i)⊗ |i〉〈i | ∈ D de sorte que

ρ(n+1)(i) =
∑
j∈V

Ai
jρ

(n)(j)Ai∗
j .

La mesure (sur CV ) définit une variable aléatoire Qn sur V telle que :

P(Qn = i) = Tr(ρ(n)(i))
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Distribution de Q0

µ = ρ⊗ |0〉〈0|
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Distribution de Q1

M(µ) = BρB∗ ⊗ | − 1〉〈−1|+ AρA∗ ⊗ |1〉〈1|
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Distribution de Q2

M2(µ) = B2ρB∗2 ⊗ | − 2〉〈−2|+ (ABρB∗A∗ + BAρA∗B∗)⊗ |0〉〈0|+ ...
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Distribution de Q3
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Distribution de Q9
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Trajectoires quantiques [Attal,Petruccione,Sabot,Sinayskiy 2012]
En mesurant la position du marcheur à chaque étape, on obtient une
chaîne de Markov (ω(n))n∈N sur D de sorte que si ω(n) = ρ⊗ |i〉〈i |, alors :

ω(n+1) = Aj
iρAj∗

i
Tr(Aj

iρAj∗
i )
⊗ |j〉〈j | avec probabilité Tr(Aj

iρAj∗
i ) où j ∈ V .

On pose (ρn)n∈N et (Xn)n∈N de sorte que ωn = ρn ⊗ |Xn〉〈Xn|.

Lien entre marches et trajectoires quantiques

Pour n fixé, Qn
L= Xn.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

Simulation d’une trajectoire quantique : (Xn)n à gauche et (ρn)n à droite.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret

S. Attal, N. Guillotin-Plantard, and C. Sabot.
Central limit theorems for open quantum random walks and quantum
measurement records.
Ann. Henri Poincaré, 16(1) :15–43, 2015.

R. Carbone and Y. Pautrat.
Homogeneous open quantum random walks on a lattice.
J. Stat. Phys., 160(5) :1125–1153, 2015.

R. Carbone and Y. Pautrat.
Open quantum random walks : reducibility, period, ergodic properties.
Ann. Henri Poincaré, 17(1) :99–135, 2016.

I. Bardet, D. Bernard, and Y. Pautrat.
Passage times, exit times and dirichlet problems for open quantum
walks.
J. Stat. Phys., 167(2) :173–204, 2017.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

On pose l’opérateur de Lindblad suivant :

L : I1(K) → I1(K)
µ 7→ −i[H, µ] +

∑
i ,j∈V

(
S j

i µS j∗
i −

1
2{S

j∗
i S j

i , µ}
)

H =
∑

i∈V
Hi ⊗ |i〉〈i | avec Hi ∈ B(Hi ) auto-adjoints ;

S j
i = R j

i ⊗ |j〉〈i | avec R j
i ∈ B(Hi ,Hj) tels que

∑
i ,j∈V

‖S j∗
i S j

i ‖ <∞.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu
En posant G = −iH− 1

2
∑

i ,j∈V
S j∗

i S j
i , on obtient

L : I1(K) → I1(K)
µ 7→ Gµ+ µG∗ +

∑
i ,j∈V

S j
i µS j∗

i

G =
∑

i∈V
Gi ⊗ |i〉〈i | avec Gi ∈ B(Hi ) ;

S j
i = R j

i ⊗ |j〉〈i | avec R j
i ∈ B(Hi ,Hj) tels que

∑
i ,j∈V

‖S j∗
i S j

i ‖ <∞.

∀µ ∈ I1(K), Tr(L(µ)) = 0 ⇐⇒ G + G∗ +
∑

i ,j∈V
S j

i
∗S j

i = OK

⇐⇒ ∀i ∈ V , Gi + G∗i +
∑
j∈V

R j
i
∗R j

i = OHi

Hugo BRINGUIER Marches quantiques ouvertes 13 Juin 2018 15 / 41



Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu
En posant G = −iH− 1

2
∑

i ,j∈V
S j∗

i S j
i , on obtient

L : I1(K) → I1(K)
µ 7→ Gµ+ µG∗ +

∑
i ,j∈V

S j
i µS j∗

i

G =
∑

i∈V
Gi ⊗ |i〉〈i | avec Gi ∈ B(Hi ) ;

S j
i = R j

i ⊗ |j〉〈i | avec R j
i ∈ B(Hi ,Hj) tels que

∑
i ,j∈V

‖S j∗
i S j

i ‖ <∞.

∀µ ∈ I1(K), Tr(L(µ)) = 0 ⇐⇒ G + G∗ +
∑

i ,j∈V
S j

i
∗S j

i = OK

⇐⇒ ∀i ∈ V , Gi + G∗i +
∑
j∈V

R j
i
∗R j

i = OHi

Hugo BRINGUIER Marches quantiques ouvertes 13 Juin 2018 15 / 41



Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Marches quantiques ouvertes à temps continu [Pellegrini 2014]
L’équation d

dtµ
(t) = L(µ(t)) avec condition initiale µ ∈ D admet une

unique solution (µ(t))t≥0 à valeurs dans D.

De plus, µ(t) =
∑
i∈V

ρ(t)(i)⊗ |i〉〈i | de sorte que

d
dt ρ

(t)(i) = Giρ
(t)(i) + ρ(t)(i)G∗i +

∑
j∈V

R i
j ρ

(t)(j)R i∗
j .

La mesure (sur CV ) définit une variable aléatoire Qt sur V telle que :

P(Qt = i) = Tr(ρ(t)(i))
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Distribution de Qt
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Trajectoires quantiques [Pellegrini 2014]
Soit µ =

∑
i∈V

ρ(i)⊗ |i〉〈i | ∈ D, on définit (ωt)t≥0 le processus de Markov

tel que :

ω0 = ρ(i)
Tr(ρ(i)) ⊗ |i〉〈i | avec probabilité Tr(ρ(i))

et

dωs = Gωs− + ωs−G∗ − ωs−Tr(Gωs− + ωs−G∗) ds

+
∑

i ,j∈V

∫
R

(
S j

i ωs−S j∗
i

Tr(S j
i ωs−S j∗

i )
− ωs−

)
10<y<Tr(S j

i ωs−S j∗
i )N

ij(dy ,ds) ,

- (N ij)i ,j∈V processus ponctuels de Poisson indépendants sur R2.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Plus particulièrement, le processus de Markov (ωt)t≥0 est de la forme

ωt = ρt ⊗ |Xt〉〈Xt |

où Xt ∈ V et ρt ∈ S(HXt ), tels que

dρs =
∑
i∈V

Fi (ρs−) ds +
∑
j∈V

∫
R

(
R j

i ρs−R j∗
i

Tr(R j
i ρs−R j∗

i )
− ρs−

)
1

0<y<Tr(Rj
i ρs−Rj∗

i )
N ij (dy, ds)

 1Xs−=i ,

dXs =
∑
i∈V

∑
j∈V

∫
R

(j − i) 1
0<y<Tr(Rj

i ρs−Rj∗
i )

N ij (dy, ds)

 1Xs−=i .

- Fi (ρ) = Giρ+ ρG∗i − ρTr(Giρ+ ρG∗i ).
- (N ij)i ,j∈V processus ponctuels de Poisson indépendants sur R2.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

t = 0

t ≤ T1t = T1T1 ≤ t ≤ T1 + T2t = T1 + T2

ij k

ρ

etFi (ρ)

R j
i eT1Fi (ρ)R j∗

i
Tr(R j

i eT1Fi (ρ)R j∗
i )

etFj

(
R j

i eT1Fi (ρ)R j∗
i

Tr(R j
i eT1Fi (ρ)R j∗

i )

) Rk
j eT2Fj (R j

i eT1Fi (ρ)R j∗
i )Rk∗

j

Tr(Rk
j eT2Fj (R j

i eT1Fi (ρ)R j∗
i )Rk∗

j )
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Simulation d’une trajectoire quantique : (Xt)t à gauche et (ρt)t à droite.
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Lien entre marches et trajectoires quantiques

Pour t fixé, Qt
L= Xt .
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Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps continu

Soient
(
Uj

i

)
i ,j∈V

unitaires. Posons

R j
i = √qij Uj

i et Gi = qii
2 Id

Alors
Gi + G∗i +

∑
j∈V

R j
i
∗R j

i = OHi ⇐⇒
∑
j∈V

qij = 0

et, dans ce cas, (Xt)t≥0 est une chaîne de Markov classique de matrice
de taux de transition (qij)i ,j∈V .
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Résultats

1 Présentation des modèles
Marches quantiques ouvertes à temps discret
Marches quantiques ouvertes à temps continu

2 Résultats
Irréductibilité
Récurrence -Transience
Théorème central limite
Principe de grandes déviations

3 Perspectives
Loi des temps d’atteinte
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Résultats
Irréductibilité

Définition
La marche quantique T =

(
etL(.)

)
t≥0

I est irréductible s’il existe t positif tel que etL n’admette aucune
projection sous-harmonique non triviale i.e.
∃t ≥ 0,∀P ∈ B(K),P2 = P,P∗ = P,

etL(PI1(K)P) ⊂ PI1(K)P =⇒ P = 0 ou I .

I améliore la positivité s’il existe t tel que pour tout µ ∈ I1(K),
µ ≥ 0, on a

etL(µ) > 0 .
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Résultats
Irréductibilité

Théorème [Bardet, B., Pautrat, Pellegrini 2018]
Les propositions suivantes sont équivalentes.

T est irréductible.

T améliore la positivité.

Pour tout ϕ ∈ K\{0}, l’ensemble C[G ,S]ϕ est dense dans K où
C[G ,S] est l’ensemble des polynômes en G et en S j

i (i , j ∈ V ).
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Résultats
Irréductibilité

Non irréductible

1
C2

2
C2

(
0 1
1 0

)

(
0 1
1 0

)
−1

2 I2 −1
2 I2

1
2

(
−1 2
−2 −1

)
1
2

(
−1 2
−2 −1

)

Pour ϕ =
(
1
1

)
⊗ |1〉, C[G ,S]ϕ = Vect

{(
1
1

)
⊗ |1〉,

(
1
1

)
⊗ |2〉

}
6= K.
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Résultats
Irréductibilité

Irréductible

1
C2

2
C2

(
0 1
1 0

)

(
0 1
1 0

)

−1
2 I2 −1

2 I2

1
2

(
−1 2
−2 −1

)
1
2

(
−1 2
−2 −1

)

Pour tout ϕ ∈ K\{0}, C[G , S]ϕ = K.
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Résultats
Récurrence -Transience

Notons T1 le premier temps de saut,

τi = inf{t ≥ T1, |Xt = i} et ni =
∫∞

0 1Xt=i dt .

Théorème [Bardet, B., Pautrat, Pellegrini 2018]

Soit T =
(
etL(.)

)
t≥0

une marche quantique ouverte irréductible et
semi-finie. Une (et une seule) de ces trois situations est réalisée :

1 ∀i , j ∈ V , ∀ρ ∈ S(Hi ), Ei ,ρ(nj) =∞ et Pi ,ρ(τj <∞) = 1 ;
2 ∀i , j ∈ V , ∀ρ ∈ S(Hi ), Ei ,ρ(nj) <∞ et Pi ,ρ(τi <∞) < 1 ;
3 ∀i , j ∈ V , ∀ρ ∈ S(Hi ), Ei ,ρ(nj) <∞, mais il existe i dans V et ρ, ρ′

dans S(Hi ) (ρ nécessairement non fidèle) tels que

Pi ,ρ(τi <∞) = 1 et Pi ,ρ′(τi <∞) < 1 .
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Résultats
Récurrence -Transience
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Résultats
Théorème central limite
Marches semi-finies homogènes aux plus proches voisins sur Zd :

L : I1(H⊗ CZd ) → I1(H⊗ CZd )
µ 7→ Gµ+ µG∗ +

∑
i ,j∈Zd

S j
i µS j∗

i

où H est de dimension finie, G = G0 ⊗ I, où G0 ∈ B(H) et

S j
i = Rr ⊗ |j〉〈i | si j = i + er où r ∈ {1, ..., 2d}

= 0 sinon,

avec Rr ∈ B(H) pour tout r ∈ {1, ..., 2d} tels que G0 + G∗0 +
2d∑

r=1
R∗r Rr = 0.

On note
L̃ : I1(H) → I1(H)

ρ 7→ G0ρ+ ρG∗0 +
2d∑

r=1
RrρR∗r .
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Résultats
Théorème central limite

Théorème central limite [B. 2017]
Supposons que L̃ admette un unique état invariant noté ρinv , alors

Xt − αt√
t

L−→
t→+∞

N (0,V ) ,

où

α =
2d∑

r=1
Tr(Rrρinv R∗r )er

et V ∈Md (R) telle que pour tout r , q ∈ {1, ..., d},

Vrq = −αqTr(ρinv Jr )− αr Tr(ρinv Jq)
+δrq

(
Tr(Rrρinv R∗r ) + Tr(Rr+dρinv R∗r+d )

)
+Tr(Rqρinv R∗qJr ) + Tr(Rrρinv R∗r Jq)
−Tr(Rq+dρinv R∗q+dJr )− Tr(Rr+dρinv R∗r+dJq) .

Hugo BRINGUIER Marches quantiques ouvertes 13 Juin 2018 33 / 41



Résultats
Théorème central limite
Esquisse de preuve en dimension 1 :

Résolution de l’équation de Poisson, i.e. trouver f sur I1(H)×Z t.q. :

Af (ρ, x) = α := Tr(R1ρinv R∗1 )− Tr(R2ρinv R∗2 )

où A est le générateur du processus (ρt ,Xt)t≥0.

⇓

f (ρ, x) = Tr(ρJ) + x avec J sol. de L∗(J) = −(R∗1 R1 − R∗2 R2 − αI).
Construction d’une martingale grâce à l’équation de Poisson :

Mt = f (ρt ,Xt)− f (ρ0,X0)−
∫ t

0 Af (ρs ,Xs)ds

= Xt − αt + Tr(ρtJ)− Tr(ρ0J)− X0︸ ︷︷ ︸
Rt
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0 Af (ρs ,Xs)ds

= Xt − αt + Tr(ρtJ)− Tr(ρ0J)− X0︸ ︷︷ ︸
Rt
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Résultats
Théorème central limite

(Rt)t≥0 est borné, donc Rt√
t

p.s.−→ 0.

(Mt)t≥0 est une martingale réelle de carré intégrable telle que :

lim
t→∞

E
( 1√

t
sup

0≤s≤t
|∆Ms |

)
= 0

et
lim

t→∞
[M,M]t

t = σ2 .

Grâce au théorème central limite pour les martingales à temps
continu (Crimaldi, Pratelli 2005) :

Mt√
t

L−→
t→+∞

N (0, σ2) .
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Résultats
Principe de grandes déviations

Principe de grandes déviations [B. 2017]

Si L̃ est irréductible, alors
(Xt − X0

t

)
t≥0

admet un principe de grandes

déviations associé à la bonne fonction de taux Λ∗.
Explicitement, cela signifie que pour tout ensemble ouvert G et tout
ensemble fermé F tels que G ⊂ F ⊂ Rd ,

− inf
x∈G

Λ∗(x) ≤ lim inf
t→+∞

1
t logP

(Xt − X0
t ∈ G

)

≤ lim sup
t→+∞

1
t logP

(Xt − X0
t ∈ F

)
≤ − inf

x∈F
Λ∗(x) .
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Résultats
Principe de grandes déviations

Esquisse de preuve pour µ = ρ⊗ |0〉〈0| :

Théorème de Gärtner-Ellis
Soit (Zt)t≥0 une famille de variables aléatoires sur Rd . S’il existe une
fonction Λ : Rd 7→ R différentiable telle que, pour tout u ∈ Rd ,

lim
t→+∞

1
t log

(
E
(
etu.Zt

))
= Λ(u) ,

alors (Zt)t≥0 admet un principe de grandes déviations associé à la bonne
fonction de taux :

Λ∗ : x 7→ sup
u∈Rd

(u.x − Λ(u)) .
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Résultats
Principe de grandes déviations

Lien entre la fonction génératrice des moments de Xt et L̃(u)

E
(
eu.Xt

)
= Tr

(
etL̃(u)(ρ)

)
où L̃(u)(ρ) = G0ρ+ ρG∗0 +

2d∑
r=1

eu.er RrρR∗r .

Propriétés de la plus grande valeur propre de etL̃(u)

Posons lu = max{Re(λ), λ ∈ Sp(L̃u)}. La quantité etlu est une valeur
propre algébriquement simple de etL̃u , et le vecteur propre normé associé
vu est un état strictement positif de H. De plus, l’application u 7→ lu peut
être prolongée analytiquement sur un voisinage de Rd .

Grâce aux deux lemmes, lim
t→+∞

1
t log

(
E
(
eu.Xt

))
= lu .
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Perspectives
Loi des temps d’atteinte
Soit A un ensemble non vide de V , on note

τA = inf{t ≥ 0, |Xt ∈ A} .

Il existe une unique solution HA
α ∈ B(K) au problème de Dirichlet :{

X = IKA sur A ,
(αI − L∗)(X ) = 0KV\A sur V \A ,

où X ∈ B(K). De plus,

Eα(HA
α ) = inf

X∈IKA +B(KV\A)
Eα(X ) .

Par ailleurs :
Tr
[
(ρ⊗ |i〉〈i |)HA

α

]
= Ei ,ρ(e−α τA) .
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Merci de votre attention.
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