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Objectif: de I'utilité des catégories en géométrie algébrique.

Concentre sur I'étude topologique des variétés algébriques, et
la conjecture du " conducteur de Bloch”.

N
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Topologie des variétés algébriques

Polynémes homogenes Fy, ..., F, € C[X,. .., Xy]

X :={(x0,---,X:)/Fi(x) =0} C PL.
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Topologie des variétés algébriques

Polynémes homogenes Fy, ..., F, € C[X,. .., Xy]
X :={(x0,---,X:)/Fi(x) =0} C PL.

On supposera que X est lisse: e.g. le critéere jacobien
s'applique

I7./

OF; .
rang (8_XJ(X)) est maximal V x € X

Probléme: lire la topologie de I'espace X en fonction des F;.
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Quelques réponses typiques en basse dimension.

@ (n=1,p=1): X est un ensemble fini de cardinal deg(F1)
compté avec multiplicités.

@ (n=2and p=1): X est une surface de Riemann compacte
de genre

(d —1)(d—-2)

g(X) = d = deg(F1).

Cubique plane: tore de dimension 2.
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Topologie des variétés algébriques

Quelques réponses typiques en basse dimension.

@ (n=1,p=1): X est un ensemble fini de cardinal deg(F1)
compté avec multiplicités.

@ (n=2and p=1): X est une surface de Riemann compacte
de genre

(d —1)(d—-2)

g(X) = d = deg(F1).

Cubique plane: tore de dimension 2.

@ Sin=3, p=1et deg(F1) =4, alors x(X) = 24.
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Un invariant topologique simple: caractéristique d'Euler
X(X) € Z
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques
Un invariant topologique simple: caractéristique d'Euler
X(X) ez
X(X) = (~1)'dim H'(X, Q).

Combinatoirement: x(X) = 3_,(—1)'N; avec N; =nombre de
faces de dimension / dans une triangulation de X.
Exemples:

@ X un ensemble fini x(X) = Card(X).
@ X une surface de Riemann de genre g x(X) =2 — 2g.

o x(Pg)=n+1.
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Théoreme (Gauss-Bonnet, Riemann-Roch .. .)

L'entier x(X) peut se calculer de maniére algébrique.
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Théoreme (Gauss-Bonnet, Riemann-Roch .. .)

L’entier x(X) peut se calculer de maniére algébrique.

Cas affine:

Y:{XECH/P;(X):O}CCH P,'EC[Xl,...,X,,].

oY) :=Clxt,....xa|/(P1,...,Pp)

On considere QY, I'espace des g-formes différentielles sur Y: le
O(Y)-module librement engendré par les symbdles
d(a;) A--- ANd(aq) avec a; € O(Y)
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!arac!erlsllque ! !u‘er !es varle!es

algébriques
avec les relations standards

O (Leibniz)
d(ai) A...d(ajb)) A...d(aq) =

aid(a1) A...d(bi) A...d(ag) + bid(a1) A...d(ai) A...d(aq)
@ (Linearité)
d(ai) A...d(xai) A ... d(ag) =
Ad(a)A...d(a)A...d(ag]) AeC
© (Anti-symétrie)
d(ag1)) A+ Ad(ag(q) = (—1)8d(a) A+ A ... d(ag)

Catégories et formule des traces en géométrie algébrique
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques
En général: on recouvre X par des affines
U={xeP{/x#0nXCX 0<i<n
in=U,Nn---NU,

.....
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques
En général: on recouvre X par des affines

U={xePl/x#A0tNXCX 0<i<n

Up....i = Uy -0 U,
On recolle les 7, par un complexe de Cech C*(X,Q9)
ILQ), —1I Q(t]/,-,j — o[l 71,0 ..... o
— L/
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques
En général: on recouvre X par des affines

U={xePl/x#A0tNXCX 0<i<n

U,'0 ,,,,, i U,'Oﬂ"'ﬂU,m
On recolle les 7, par un complexe de Cech C*(X,Q9)
q q q
Hi QU,' Hi<j QU,'J Hlo< <Im U,0 ,,,,, im
q
QUO ,,,,, n

HP(X,Q3) = HP(C*(X,Q9)) (C — espace vectoriel )

31



Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Théoreme (Gauss-Bonnet, Riemann-Roch .. .)

Les espaces HP(X, Q25 sont tous de dimension finie, et on a

X(X) = (~1)"dimc H?(X, Q).

P,q
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Théoreme (Gauss-Bonnet, Riemann-Roch .. .)

Les espaces HP(X, Q25 sont tous de dimension finie, et on a

X(X) = (~1)"dimc H?(X, Q).

P,q

Invariant topologique = Invariant algébrique
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Cette formule reste vraie sur un corps (algébriquement clos) k
quelconque.
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Cette formule reste vraie sur un corps (algébriquement clos) k
quelconque. Polynémes homogenes Fi, ..., F, € k[Xo, ..., X,]
X ={(x0,.-.,xn)/Fi(x) =0} C P].

Les nombres de Betti de X sont définis par la cohomologie
étale H!.(X,Qy), des Q-espaces vectoriels de dimension finie.

X(X) = Z(_l)idim(@e Hét(X7 Qﬁ)

Théoreme (Grothendieck)

X(X) = (~1)""dim, H?(X,Q5,)

p.q
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Attention: En général H.,(X,Q;) et @, _; H?(X, Q%)
n'ont pas la méme dimension !
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Attention: En général H.,(X,Q;) et @, _; H?(X, Q%)
n'ont pas la méme dlmen5|on !

Formule surprenante car compare dimension sur Q; et
dimension sur k. C'est un cas particulier de la formule des

traces de Grothendieck: f & X endomorphisme algébrique de
X.

> (—1) Trace(f : HL (X, Q) = [[r.Ax]

i
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Caractéristique d’Euler des variétés
algébriques

Attention: En général H.,(X,Q;) et @, _; H?(X, Q%)
n'ont pas la méme dimension !

Formule surprenante car compare dimension sur Q; et
dimension sur k. C'est un cas particulier de la formule des

traces de Grothendieck: f & X endomorphisme algébrique de
X.

> (—1) Trace(f : HL (X, Q) = [[r.Ax]

i

[[r.Ax] est le nombre d'intersection du graphe de f avec la
diagonale dans X x X. Cas f = id retrouve la formule pour

X(X).
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Topologie des familles de variétés

Les variétés algébriques arrivent souvent en familles et tendent
a dégénérer vers des variétés avec singularités.
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Topologie des familles de variétés

Les variétés algébriques arrivent souvent en familles et tendent
a dégénérer vers des variétés avec singularités.

@ Espaces de modules sont en général non-compacts.
Compactifications naturelles en rajoutant des variétés
singulieres a l'infini (e.g. Mg, C Mg p).

@ Aspects arithmétiques: variétés algébriques définies sur des
anneaux d'entiers Ok d'un corps de nombres K/Q. Modulo p
donnent des variétés sur des corps finis. " Mauvaise
réduction” lorsque celles-ci sont singulieres.

12
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Topologie des familles de variétés

Polynémes homogenes Fy, ..., F, € A[Xy, ..., X,] avec
A = O(S) I'anneau des fonctions sur un espace de paramétres
S (e.g. une autre variété).
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Topologie des familles de variétés

Polynémes homogenes Fy, ..., F, € A[Xy, ..., X,] avec
A = O(S) I'anneau des fonctions sur un espace de paramétres
S (e.g. une autre variété).

X :={(x0,...,X%n5)/Fi(x,s) =0} CP" x S.

"Famille de variétés paramétrées par S". Pour tout point
seS,ona X C PZ(S) une variété algébrique definie sur le

corps résiduel k(s).

13 /31



Topologie des familles de variétés

On se concentre sur le cas ou S est un " petit disque” := trait
henselien.
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Topologie des familles de variétés

On se concentre sur le cas ou S est un " petit disque” := trait
henselien.
Exemples typiques

@ A=CJ[t]] S est un disque complexe formel.
® A= Kk[[t]] S est un disque formel sur un corps k.
® A=7Zp S est un disque p-adique.

S = Spec A pour A un anneau de valuation discrete complet.
S possede deux points

@ Le point spécial o € S (A — A/m = k corps résiduel).

@ Le point générique n € S (K := k(n) = Frac(A) corps des
fractions).

14 / 31



Topologie des familles de variétés

X ={(x0,.-.,Xn,s)/Fi(x,s) =0} CP" x S.
Deux variétés algébriques associées
@ La fibre spéciale Xg.

@ La fibre générique Xj.
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Topologie des familles de variétés

X ={(x0,.-.,Xn,s)/Fi(x,s) =0} CP" x S.
Deux variétés algébriques associées
@ La fibre spéciale Xg.
@ La fibre générique Xj.

Probleme: comprendre le changement de topologie entre Xz
et X;.
Un invariant simple: comparer x(X%) et x(Xz).

15 /31



Caractéristique d’Euler des familles de
variétés

Lorsque X — S est une submersion (i.e. X et Xg sont lisses),

alors
X(Xg) = x(Xg)-
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Caractéristique d’Euler des familles de
variétés

Lorsque X — S est une submersion (i.e. X et X sont lisses),

alors
X(Xg) = x(Xg)-

On supposera que X est lisse mais Xz possiblement singuliere.
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Solution pour A = C[[t]] et lorsque Xz a une singularité isolée
x € X;.
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Formule de Milnor

Solution pour A = C[[t]] et lorsque Xz a une singularité isolée
X € X;.

of of
3x1"”’8xq)

pour un systeme de coordonnées x; en x € X et f est la
fonction "t" sur X.

Jac(f) :== Ox/(
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Formule de Milnor

Solution pour A = C[[t]] et lorsque Xz a une singularité isolée
X € X;.
of of
Jac(f) = Ox/(=—,...,—
(F) = Oxal (5 )
pour un systeme de coordonnées x; en x € X et f est la
fonction "t" sur X.

Théoreme (Milnor)

X(Xz) — x(Xg) = (=1)%dimc Jac(f).

17 / 31



Formule de Milnor

Solution pour A = C[[t]] et lorsque Xz a une singularité isolée
X € X;.
of of
Jac(f) = Ox/(=—,...,—
(F) = Oxal (5 )
pour un systeme de coordonnées x; en x € X et f est la
fonction "t" sur X.

Théoreme (Milnor)
X(Xz) — x(Xg) = (=1)?dimc Jac(f).
Plus généralement (Kapranov, Saito . ..)
(e, AdF) : Ox —L QL 292 Adf

X(X&) = X(Xg) = D _(~1)PHP(X, (2. Adf)).

P
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Sans hypothése de caractéristique c'est plus compliqué dii aux
aspects arithmétiques.
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Conjecture de Bloch

Sans hypothese de caractéristique c'est plus compliqué dii aux
aspects arithmétiques.

Conjecture (Deligne 67, Bloch 85)
X(Xg) — x(Xg) = [Ax.Ax]o + Sw(Xg).
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@ Sw(Xj) est le conducteur de Swan qui mesure la ramification
sauvage de l'action de Gal(K/K) sur H},(Xz,Qy).

18 / 31



Conjecture de Bloch

Sans hypothese de caractéristique c'est plus compliqué dii aux
aspects arithmétiques.

Conjecture (Deligne 67, Bloch 85)
X(Xz) = x(Xg) = [Ax-Ax]o + Sw(Xg).

[Ax-Axo =) (~1)PHP(X, (., Adf))
p

@ Sw(Xjy) est le conducteur de Swan qui mesure la ramification
sauvage de l'action de Gal(K/K) sur H},(Xz,Qy).

Cas ouvert: caractéristique mixte (e.g. A= 17,). Egale
caractéristique démontré récemment par T. Saito (2017).
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Les catégories jouent un role a deux niveaux.
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Et les catégories ?

Les catégories jouent un role a deux niveaux.

@ Interprétation de la dimension en termes de catégories
monoidales.
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Et les catégories ?

Les catégories jouent un role a deux niveaux.

@ Interprétation de la dimension en termes de catégories
monoidales.

@ Notion de variétés algébriques

Idée: Bloch est une version "non-commutative” de
Gauss-Bonnet Riemman-Roch.
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Soit C une catégorie monoidale.
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Dimension et catégories monoidales

Soit C une catégorie monoidale. Exemples typiques

@ C = K — Vect les K-espaces vectoriels munie de ®-.
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Dimension et catégories monoidales

Soit C une catégorie monoidale. Exemples typiques
@ C = K — Vect les K-espaces vectoriels munie de ®-.

@ C = K — Vect®" les k-espaces vectoriels gradués munie de ®x
(attention regle des signes | x @ y = (—1)*¥¥ly ® x).

@ C = Varyk les variétés algébriques sur un corps K munie de
® = produit direct.
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Dimension et catégories monoidales

Objet rigide x € C s'il existe un dual x € C caractérisé par un
morphisme d'évaluation

x®x' — 1

"non-dégénéré” .
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Dimension et catégories monoidales

Objet rigide x € C s'il existe un dual x € C caractérisé par un
morphisme d’'évaluation

x®x' —1
"non-dégénéré” .
Exemples

@ V € K — Vect rigide si et seulement si de dimension finie (et
VYV et le dual usuel).

@ V € K — Vect®" rigide si et seulement si de dimension totale
finie.

@ X € Varyk rigide si et seulement si X = x !
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Dimension des objets rigides

Si x est rigide sa dimension est définie comme le composé

dim(x): 1 =% x@x" —=>1.
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Dimension des objets rigides

Si x est rigide sa dimension est définie comme le composé

dim(x): 1 =% x@x" —=>1.

dim(x) € End(1).
Exemples

@ V € K — Vect rigide dim(V) = a(dimk(V)) € K par le
morphisme a: Z — K.

o V € K — Vect® rigide dim(V) = Y,(~1) a(dimk V') € K.
Donc dim(Hz.(X, Q) = x(X).
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Invariance de la dimension

Fait fondamental (facile a démontrer).

Théoréme
Si F : C — D foncteur monoidal, alors pour tout objet rigide

x de C, F(x) est rigide et
F(dim(x)) = dim(F(x)).
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Invariance de la dimension

Fait fondamental (facile a démontrer).

Théoréme
Si F : C — D foncteur monoidal, alors pour tout objet rigide
x de C, F(x) est rigide et

F(dim(x)) = dim(F(x)).

On aimerait appliquer a F = H,
H:t(_qu) : Var, — Q, — Vect®".

Mais X € Var, n'est pas rigide !
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Un théoreme d’existence

Théoreme (Blanc, Robalo, T., Vezzosi)

1 Il existe une catégorie Var]° de variétés non-commutatives
avec structure monoidale ®y et un foncteur monoidal

D : Vary — Var/“.
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D : Vary — Var/“.

2 Le foncteur monoidal X — HZ,(X,Qy) se factorise

*

D H
Var Var© —= Q; — Vect®'.
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Un théoreme d’existence

Théoreme (Blanc, Robalo, T., Vezzosi)

1 Il existe une catégorie Var]< de
avec structure monoidale ®j et un foncteur monoidal

D : Vary — Var]°.

2 Le foncteur monoidal X — HZ,(X,Qy) se factorise

*

D nc Het r
Vary Var] Qy — Vecte".

3 EndVa,;;c(l) = k — Vect®!

dim<oo
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Théoreme (suite)

Théoreme

4 [ 'application induite
Hz(—, Qp) : k — Vects _ — Q

est la dimension au sens graduée.
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Théoreme (suite)

Théoreme
4 [ 'application induite
Hz(—, Qp) : k — Vects _ — Q
est la dimension au sens graduée.
5 Si X € Vary (propre et lisse) alors D(X) est rigide et

dim(D(X)) = H*(X, Q%) € k — Vect®!

dim<oco*
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Théoreme (suite)

Théoreme
4 [ 'application induite
Hz(—, Qp) : k — Vects _ — Q
est la dimension au sens graduée.
5 Si X € Vary (propre et lisse) alors D(X) est rigide et

dim(D(X)) = H*(X, Q%) € k — Vect®!

dim<oco*

Corollaire immédiat: x(X) = >, (—1)P"9dim HP(X, Q%)

p.q
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Application a la conjecture de Bloch

Théoreme (T., Vezzosi)

@ A tout X — S est associé une variété non-commutative X .
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Application a la conjecture de Bloch

Théoreme (T., Vezzosi)

@ A tout X — S est associé une variété non-commutative \..

2]

© Sous certaines conditions on a

He (X, Q) = HZ(Xg, Xg: Q¢) = cohomologie relative.

v
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Application a la conjecture de Bloch

Corollaire

La conjecture de Bloch est vraie sous I'une des hypotheses
suivantes:
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Application a la conjecture de Bloch

Corollaire

La conjecture de Bloch est vraie sous I'une des hypotheses
suivantes:

@ L’action de Gal(K/K) sur HZ,(Xg, Q) est unipotente.

@ L'action de Gal(K/K) sur H:,(Xg, Q) n'a pas de point fixe.

Espoir que le cas général soit accessible par la méme stratégie.
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Une variété non-commutative c’est
quoi ?

Définition
Une variété non-commutative sur k est une (dg-)catégorie
k-linéaire.
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Une variété non-commutative c’est
quoi ?

Définition
Une variété non-commutative sur k est une (dg-)catégorie
k-linéaire.

Dg-catégorie = catégorie pour laquelle les morphismes forment
des complexes de k-espaces vectoriels.

Deux exemples fondamentaux: D(X) et X.

Pour X € Var, alors D(X) est la catégorie dérivée des
complexes des faisceaux cohérents. Pour X = Spec A affine
c'est la catégorie des complexes bornés de A-modules
projectifs de rang fini.
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Une variété non-commutative c’est
quoi ?

Pour une famille X — S alors A est la catégorie des
factorisations matricielles pour la fonction "f":
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Une variété non-commutative c’est
quoi ?

Pour une famille X — S alors A est la catégorie des
factorisations matricielles pour la fonction "f": objets sont les
diagrammes

Ey—— E ——E

de fibrés vectoriels avec uv = vu = X f.
Y penser comme a une "déformation non-commutative” de
D(X).
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Deux commentaires

@ Le morphisme évaluation D(X) @, D(X)Y — 1 n'est pas
commutatif (i.e. n'existe pas dans Vary).
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Deux commentaires

@ Le morphisme évaluation D(X) @, D(X)Y — 1 n'est pas
commutatif (i.e. n'existe pas dans Vary).

@ La variété non-commutative X; n'est pas commutative (i.e.
pas de la forme D(X)).
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