Cours 5: Champs I

On rappelle que pour une catégorie C et un sous-ensemble W C C; de morphismes dans C,
une localisation de C le long de W est une catégorie W ~1C munie d'un foncteur [ : C — W=1C
qui est tel que pour toute catégorie D, le foncteur

I*: Hom(W~'C, D) — Hom(C, D)

soit pleinement fidele et son image essentielle consiste en les foncteurs C' — D envoyant W
sur des isomorphismes dans D. On montre qu'une localisation existe toujours, et est unique a
équivalence pres.

1 Théorie homotopique des groupoides

On considere le cas ou C = Gpd est le catégorie des groupoides (i.e. ses objets sont les
groupoides et ses morphismes sont les foncteurs entre groupoides). On note W le sous-ensemble
des équivalences de groupoides (i.e. des foncteurs qui sont des équivalences de catégories) et on
cherche & décrire la catégorie W~1Gpd.

Définition 1.1 La catégorie homotopique des groupoides est la catégorie localisée W—1Gpd.
FElle est noté Ho(Gpd). L’ensemble des morphismes dans Ho(Gpd) entre deux objets A et B
sera noté [A, B].

Notons maintenant [Gpd] la catégorie dont les objets sont les groupoides, et pour deux
tels groupoides A et B l'ensemble des morphismes de A vers B dans [Gpd] est par définition
Pensemble des classes d’isomorphismes de foncteurs de A vers B (i.e. ’ensemble des classes
d’isomorphismes de la catégorie Hom(A, B)). On dispose d’une projection naturelle p : Gpd —
[Gpd], qui est 'identité sur les objets et la projection canonique sur les ensembles de morphismes.
Exo: décrire la composition des morphismes dans [Gpd].

Théoréeme 1.2 La projection naturelle
p: Gpd — [Gpd]
est une localisation de Gpd le long de W. Ainsi, p induit une équivalence naturelle

Ho(Gpd) ~ [Gpd].



Preuve: On commence par remarquer que pour toute catégorie D le foncteur
p* 1 Hom(|Gpd], D) — Hom(Gpd, D)

est pleinement fidele. En effet, comme p est surjectif sur les objets le foncteur p* est fidele (Exo:
vérifier cela). De plus, comme p est surjectif sur les ensembles de morphismes le foncteur p* est
aussi plein (Exo: vérifier cela).

Il reste & montrer qu'un foncteur F' : Gpd — D qui envoie les morphismes de W sur des
isomorphismes dans D est dans I'image essentielle de p*. Par définition de la catégorie [Gpd], le
foncteur F' se factorise par la projection canonique Gpd — [Gpd] si et seulement si F'(f) = F(g)
pour deux foncteurs entre groupoides f,g : A — B qui sont isomorphismes. Soit donc deux
tels foncteurs f et g et montrons que F(f) = F(g).

Notons A le groupoide avec deux objets 0 et 1 et un unique isomorphisme entre 0 et 1.
On voit qu’il existe une bijection fonctorielle entre les foncteurs A" — A est Pensemble des
isomorphismes dans A. Choisissons un isomorphisme naturel v : f — ¢g. La transformation
naturelle v définit un morphisme de groupoides

h:AXZ1—>B

de sorte a ce qu’il existe un diagramme commutatif de groupoides

ottip: A — A x A est le foncteur Id x {0} eti; : A — Ax A" est le foncteur Id x {1}.
(Exo: décrire en détail le foncteur h & partir de 7). Notons g : A X AL Ala projection
sur le premier facteur. On a goig = qo iy = Id. De plus, ig o ¢ et i1 o ¢ sont tous deux
naturellement isomorphes au foncteur identité de A x A'. Les foncteurs q, io et i1 sont donc

des équivalences de catégories. Par hypothese sur l'objet F' € Hom(Gpd, D), on trouve donc
F(ig) = F(i1) = F(q)~'. Ainsi, on a

F(f) = F(h) o F(io) = F(h) o F(q)~" = F(h) o F(i1) = F(g).

Corollaire 1.3 Le foncteur naturel
j: Ens — Gpd — Ho(Gpd),

qui envoie un ensemble sur le groupoide discret correspondant, est pleinement fidéle et possede
un adjoint a gauche
7o : Ho(Gpd) — Ens.



Preuve: On définit mo(A) comme étant I’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets dans
A. Le théoreme 1.2 permet de vérifier facilement que j est pleinement fidele et que mg est son
adjoint a gauche. |

Exo: Soit G et H deux groupes. On note BG (resp. BH) les groupoides avec un unique objet
et G (resp. H) comme groupe d’automorphismes de cet objet. Décrire ’ensemble [BG, BH] des
morphismes de BG vers BH dans la catégorie Ho(Gpd).

2 Théorie homotopique des diagrammes de groupoides

Soit I une catégorie, et considérons Hom(I, Gpd) la catégorie des foncteurs de I dans Gpd (aussi
appelée la catégorie des I-diagrammes de Gpd). Soit F,G : [ — Gpd deux I-diagrammes. Nous
dirons qu’un morphisme

f:F—G

dans Hom(I,Gpd) est une équivalence si pour tout objet i € I, le morphisme induit
fi: F(i) — G(i)

est une équivalence de groupoides. La notion d’équivalence définit un sous-ensemble W de
morphismes dans Hom(I, Gpd).

Définition 2.1 La catégorie homotopique des I-diagrammes de groupoides est W~ 'H om(I,Gpd).
Elle sera notée Ho(Hom(I,Gpd)). L’ensemble des morphismes enter F et G dans W; ' Hom(I, Gpd)
sera noté [F,G|.

La généralisation du théoreme 1.2 au cas des diagrammes de groupoides nécessite d’introduire
la notion de morphismes faibles entre objets de Hom(I,Gpd). Pour cela, nous noterons pour
tout F € Hom(I,Gpd), et tout morphisme u : i — j dans I, uf : F(i) — F(j) le foncteur

induit par u. Notons que par définition on a (uf o vf), = ul" o vl et idl" = id.

Définition 2.2 Soit F,G : I — Gpd deux I-diagrammes de groupoides. Un morphisme faible
[+ F — G consiste en les données suivantes.

1. Pour tout objet i € I, un foncteur de groupoides

2. Pour tout morphisme u : 1 — j dans I, une transformation naturelle

G F
v suf o fi — fjoul.

On suppose de plus que fyi]; = 1d.

On demande de plus que ces données satisfassent la condition suivante: pour tout couple de

morphismes | ——j ——k dans I, les deuz transformations naturelles

vfori v oul

(08 o) o (1 ouF) s (wouw¥o fi =G oubo fi =€ 0 froul "% frovf ouf = fio(vou)!



Wouw: (wWou) o fi — fio (vou)!

sont équales
(v o

U* O’Y’U, fOuf) f

) o (FY’U = Yvou:

Soit F;, G et H trois I-diagrammes de groupoides, et f : FF — G et g : G — H deux
morphismes faibles. On définit le morphisme faible composé go f : F — H par les données
suivantes.

1. Pour tout objet ¢ € I
(go f)i=gio fi: F(i) — H(i).

2. Pour tout morphisme u : ¢ — j dans I, on la transformation naturelle ’yﬂof est définie par

la composition
gof I Yoo fi G 950, F
Y © Uy OgiOfngjOU*Ofi gjofjou*.
En clair
V9o = (gj0vd) o (v] o fi).

Exo: vérifier que cette composition est associative et unitaire.

Définition 2.3 Soit F,G : I — Gpd deuz I-diagrammes de groupoides, et f,g: F — G deux
morphismes faibles. Une transformation naturelle entre f et g est la donnée de pour tout objet
1 € I d’une transformation naturelle

Gi fi — gi

tel que pour tout morphisme v : i — j dans I on ait
ul o ¢; = pjoul’.

La définition précédente permet de définir pour deux I-diagrammes de groupoides F' et G
comme ci-dessus une catégorie Ml”(ﬁ’ ,G), dont les objets sont les morphismes faibles et les
morphismes sont les transformations naturelles (Exo: décrire la composition des morphismes
dans cette catégorie). On voit que la catégorie Hom!“®(F,G) est en réalité un groupoide (Exo:
le vérifier). La composition des morphismes faibles décrite plus haut définit un foncteur

Hom!'“*(F,G) x Hom!"™®(G, H) — Hom!**(F, H).

Pour F et G fixés, on notera Hom(F,G) la sous-catégorie pleine de Hom'e® (F,G) formé
des morphismes faibles f tels que %JZ = id pour tout morphisme u dans I. Ces morphismes
sont aussi les morphismes de I-diagrammes (i.e. les morphismes entre F' et G dans la catégorie
Hom(I,Gpd)), et seront appelés des morphismes stricts.

On définit une catégorie [Hom(I, Gpd)], dont les objets sont les I-diagrammes de groupoides,
et dont les morphismes sont les classes d’isomorphismes de morphismes faibles. Un morphisme



de I-diagrammes de groupoides étant aussi un morphisme faible (pour lequel v, = id pour tout
u), on dispose d’'un foncteur naturel

Hom(I, Gpd) — [Hom(I, Gpd)],
qui vaux l'identité sur ’ensemble des objets.
Théoréme 2.4 Le foncteur naturel

Hom(I,Gpd) — [Hom(I, Gpd))

induit une équivalence

Ho(Hom(I,Gpd)) ~ [Hom(I, Gpd)].

Preuve:ll s’agit d'une preuve similaire, mais un peu plus compliquée, que celle du théoreme
1.2. Nous ne la donnerons pas. |

Exo: Soit I un groupoide et F' : I — Gpd le foncteur constant de valeur un groupoide
fixé A € Gpd. Determiner les groupoides Hom(x, F) et Hom'** (x, F') des morphismes stricts et
faibles du I-diagrammes constant égal a un point vers F. En déduire que le foncteur naturel

Hom(I,Gpd) — Ho(Hom(I,Gpd))

n’est pas surjectif sur les morphismes (i.e. qu’il existe des morphismes faibles non-isomorphes a
des morphismes stricts).

On termine ce paragraphe par le fait important suivant.

Proposition 2.5 Un morphisme faible F — G de I-diagrammes de groupoides représente un
isomorphisme dans Ho(Hom(I,Gpd)) si et seulement pour tout i € I le foncteur

est une équivalence de groupoides.

Preuve: On choisit pour tout ¢ € I un foncteur inverse g; : G(i) — F'(i), et des isomor-
phismes naturels
a; : fiog = Id Bi:gio fi = Id.

On montre alors qu’il existe une unique structure de morphisme faible sur les g; (i.e. des ,) et
des uniques isomorphismes de morphismes faibles

a:fog~1Id B:gof~1Id

compatibles avec celles déja choisies pour tout i. (Exo: faire les détails). a



3 Limites homotopiques

Soit I une catégorie et notons Gpd — Hom(I,Gpd) le foncteur qui envoie un groupoide A sur
le I-diagramme constant de valeur A. Il induit un foncteur sur les localisations

c¢: Ho(Gpd) — Ho(Hom(I,Gpd)).
L’énoncé suivant est un corollaire du théoreme 1.2.

Corollaire 3.1 Le foncteur précédent ¢ : Ho(Gpd) — Ho(Hom(I,Gpd)) posséde un adjoint
a droite
Holimr : Ho(Hom(I,Gpd)) — Ho(Gpd).

Preuve: Pour F € Ho(Hom(I,Gpd)) on pose
HolimF = Hom!"®(c(%), F),

ou * est le groupoide réduit a un point et H oml‘”(c(*),F) est le groupoide des morphismes
faibles de c(x) vers F'.
En clair, un objet = de HolimF est la donnée suivante:

1. Pour tout objet ¢ € I un objet x; € F(i).

2. Pour tout morphisme u : ¢ — j dans I, un isomorphisme ;' : uf’ (x;) — xj. On suppose

que v = id.
On demande de plus que pour deux morphismes § —— j —— k dans I, on ait

Vs 0V (V) = Voou
(en tant que morphismes (v o u)f' (z;) — x1). Les morphismes entre z et y dans HolimF sont
simplement les familles de morphismes ¢; : ; — y; dans F(i), telles que ¢ 0oy% = vy o ul’ (¢5).
On vérifie que le groupoide des foncteurs Hom(A, HolimF') est en bijection avec le groupoide
Hom'**(¢(A), F), et ce de facon fonctorielle en A € Gpd. En passant aux classes d’isomorphismes
d’objets on trouve une bijection fonctorielle en A € Ho(Gpd)

[A, Holim; F] ~ [¢(A), F].

Ceci finit la preuve du corollaire. |
Définition 3.2 Notons I la catégorie de la forme

i

2——0.



Soit F € Ho(Hom(I,Gpd)), représenté par un diagramme de groupoides

Ay

g

A2 T>A0

L’objet HolimF est appelé le produit fibré homotopique de A; et As au-dessus de Ag. Il est

noté
Holim;F =: A; XZO Ay € Ho(Gpd).

Exo: Montrer que le groupoide Ay x 1’}10 Ao est naturellement équivalent au groupoide dont
les objets sont les triplets (a1, az,u), avec a; € A; et u : p(q1) — ¢(az) un isomorphisme dans
Ay, et les morphismes sont les couples de morphismes a1 — a}, as — a, qui commutent avec u
et u'.

Exo: Soit H un groupe et BH son groupoide classifiant. Soit * — BH l'unique foncteur.
Calculer le groupoide * x% g ox

Le corollaire 3.1 possede aussi la généralisation suivante. On considere deux catégories I et

J, et le foncteur
cy: Hom(J,Gpd) — Hom(I x J,Gpd)

qui a J-diagramme de groupoides fait correspondre le I x J-diagramme ”constant suivant I”.

Corollaire 3.3 Le foncteur précédent cy : Ho(Hom(J,Gpd)) — Ho(Hom/(IxJ,Gpd)) posséde
un adjoint a droite

Holimy : Ho(Hom(I x J,Gpd)) — Ho(Hom(J, Gpd)).

Preuve: Soit F € Ho(Hom(I x J,Gpd)). Pour tout j € J, on considere le groupoide
Hom!%(c(x), F(—,j)). Lorsque j parcourt la catégorie J, ceci définit un J-diagramme de
groupoides que l'on note HolimrF. On vérifie alors, a I'aide du théoreme 1.2 que cet objet
Holimi F possede la propriété universelle requise

[c;(G), F) ~ [G, Holim[F].

d

Remarquer que les objets de Hom(I x J, Gpd) sont les I-diagrammes dans la catégorie des
J-diagrammes. Lorsque I est la catégorie

O



un objet de Hom(I x J, Gpd) est la donné d’un diagramme

Iy

|

F2 - FO?
dans Hom(J, Gpd). L’objet HolimF est alors noté F} X}}% Fy € Ho(Hom(J,Gpd)).
Définition 3.4 Pour un diagramme

Fy

|

FZHF(%

dans Hom(J,Gpd), l'objet F} x%o F, € Ho(Hom(J,Gpd)) est appelé le produit fibré homo-
topique de F} avec Fy au-dessus de Fj.

On remarque, d’apres la preuve du corollaire 3.3 que le J-diagramme F; x %O F5 se décrit
explicitement de la fagon suivante

Fixlh B J — Gpd
i FG) X F20).
4 Les catégories homotopiques des préchamps et des champs
Soit maintenant C un site de Grothendieck.

Définition 4.1 La catégorie homotopique des préchamps sur C' est Ho(Hom(C°P,Gpd)). Elle
sera notée
Ho(PrCh(C)) :== Ho(Hom(C?,Gpd)).

La catégorie des préchamps Ho(PrCh(C)) est une généralisation de la catégorie des préfaisceaux
en le sens suivant: il existe un foncteur Hom(CP, Ens) — Hom(C°P, Gpd), obtenu par com-
position avec le foncteur Ens — Gpd qui envoie un ensemble sur le groupoide discret corre-
spondant. Ceci induit un foncteur

i: Pr(C) — Ho(PrCh(C))
de la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur C' vers la catégorie homotopique des préchamps.
Proposition 4.2 Le foncteur

i: Pr(C) — Ho(PrCh(C))
est pleinement fidéle et posséde un adjoint a gauche

" . Ho(PrCh(C)) — Pr(C).



Preuve: On pose pour F' € Ho(PrCh(C)),
m (F): C®? — Ens

défini par 78 (F)(X) := mo(F (X)), ou m(F (X)) est I'ensemble des classes d’isomorphismes
d’objets dans F'(X). Une utilisation du théoréeme permet de montrer que 'on a bien (Exo: le
vérifier)

Hom(nl' (F),G) ~ [F,i(Q)].
g

En composant le foncteur ¢ de la proposition 4.2 et le plongement de Yoneda on trouve un
foncteur pleinement fidele (encore appelé plongement de Yoneda)

C — Ho(PrCh(C)),

par lequel on identifiera la catégorie C' avec son image dans Ho(PrCh(C)). La version du lemme
de Yoneda pour les préchamps et 1’énoncé suivant.

Proposition 4.3 Pour tout F € Ho(PrCh(C)) et X € C, il existe une bijection fonctorielle
en F et X
(X, F] = mo(F (X)) = my (F)(X),

ot o(F (X)) est ’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets de F(X).

Preuve: 11 s’agit encore d’une application du théoreme 1.2. On sait que [X, F] est en bijection
naturelle avec Pensemble des classes d’isomorphismes d’objets dans le groupoide Hom'** (X, F)
des morphismes faibles de X vers F. On commence par vérifier a ’aide du lemme de Yoneda
usuel (appliqué au préfaisceau des objets et des morphismes de F') qu'il existe un isomorphisme
naturel

Hom(X,F) ~ F(X).
Il nous faut donc montrer que I'inclusion naturelle
j:Hom(X,F) — Hom!"*(X,F)

est une équivalence de groupoides. Pour cela, on commence par remarquer que le groupoide
Hom!®™® (X, F) se décrit de la facon suivante. Un objet de Hom!“®(X, F) est la donnée pour
tout morphisme u : Y — X dans C d’un objet z,, € F(Y'), et pour tout diagramme commutatif

Z*f>Y

NS

X,

d’un isomorphisme vy : £, — f*(x,) dans F(Z), de sorte a ce que les v vérifient aux conditions
de cocycle usuelles: g*(7f)Yg = Vfog €t Via = id. On définit alors un foncteur

¢ : Hom'* (X, F) — Hom(X, F)



qui & un objet de Hom!**(X, F) associe z;g € F(X). On voit facilement que ¢ est un foncteur
inverse de j (Exo: vérifier les détails). O

On cherche maintenant a généraliser la notion de faisceaux. Pour cela, notons que pour tout
F € Hom(C°,Gpd), tout objet X € C et toute famille couvrante {U; — X}, on dispose d'un
diagramme de groupoides

€0
do o

F(X) - Hz F(UZ) <—2(1)* H” F(Ui,j) ﬂei—> Hzgk F(Ui,j,k)

€2
—_—

ou les morphismes sont définis de la fagon suivante. Le morphisme sy est donné par la pro-
jection de [], ; F(U;;) sur le facteur [], F'(Ui;). Le morphisme dy a pour composante (i, jo)
la projection |[, F'(U;) — F(U;,) suivit de la restriction F(U;,) — F'(Ujj,). De méme, le
morphisme d; a pour composante (ig, jo) la projection [[, F(U;) — F(Uj,) suivit de la re-
striction F'(Uj,) — F(Uiy,j,). Le morphisme ¢y est donné par la projection de [[; ;. F(Ui k)
sur [[; ; F'(Uij;) = [1;; F(Uij), et t1 par celle sur [], ; F(Uis;) = [1;; F'(Ui;). Finalement,
le morphisme ey a pour composante (i, jo, ko) la projection H” F(U;j) — F(Ui,j,) suivie
de la restriction F'(Usyj,) — F(Uiy jo,ko)- Le morphisme e; a pour composante (ig, jo, ko) la
projection H” F(Uij) — F(Ujy k) suivie de la restriction F(Uj, k,) — F(Uig jo.ko)- Et le
morphisme ez a pour composante (io, jo, ko) la projection []; ; F'(U;,;) — F(Uj, k) suivie de la
restriction F(Ujy k,) — F (Ui jo.ko)-

Définition 4.4 1. Un préchamp F € Ho(PrCh(C)) est un champ si pour tout X € C et
toute famille couvrante {U; — X}, le morphisme naturel

F(X) — Holim ( [ F(U) =1L, FUi;) == 11, ;£ F Ui ) )
est un isomorphisme dans Ho(Gpd).
2. La sous-catégorie pleine de Ho(PrCh(C)) formée des champs est notée Ho(Ch(C)).

On termine par une version décanulée de la définition précédente.

Proposition 4.5 Un préchamp F € Ho(PrCh(C)) est un champ si et seulement s’il vérifie les
deuz conditions suivantes:

1. Pour tout X € C, et toute paire d’objets (a,b) dans F(X), le préfaisceau

Iso(a,b): (C/X)? — Ens
(u:Y = X) —  Hompy(u*(a),u*(b))

est un faisceau sur le site C'/X.

2. Pour tout X € C, toute famille couvrante {U; — X}, toute famille d’objets a; € F(U;),
et toute famille d’isomorphismes dans F'(Uj ;)

Gij ¢ (@), = (@),

10



vérifiant
(D5 kUi © (Dii Ui = GikU,e  (Pii)ju; = id

il existe un objet a € F(X), et des isomorphismes «; : ajy, =~ a; tels que
-1
$ig = (@j)u,, © (@), -

Idée de preuve: On commence par décrire la limite homotopique intervenant dans la définition
4.4 en utilisant la formule
HolimF ~ Hom!%®(x, F),

pour tout /-diagramme de groupoides F. On remarque alors que la condition (1) de la propo-
sition est équivalente au fait que le foncteur

F(X) — Holim ( H@ F(U;) —— Hi,j F(Ui,j> — Hi,j,k F(Ui,j,k) )

soit pleinement fidele. De méme, la condition (2) de la proposition est équivalente au fait que
ce foncteur soit pleinement fidele. |

Remarques:

1. En pratique c’est le critere donné par la proposition 4.5 que ’on utilise pour montrer qu’un
préchamp est un champ. Dans la littérature ce critere est d’ailleurs souvent pris comme
la définition de champ.

2. Une donnée {a; € F(U;), ¢;;} comme dans la proposition 4.5 est appelé une donnée de
descente pour F' et relativement au recouvrement {U; — X}. La condition (2) de la
propositon 4.5 se dit aussi “toute donnée de descente pour F' est effective”.

3. Dans la condition (2), (¢i;)y, est la restriction de ¢;; a la diagonale

Ui — Ui = Ui xx Us.
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