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0. Introduction

Version stochastique du problème intégrable des géodésiques sur S2 ?

1. Le problème classique

M = S2

(qi) = (θ, φ) ∈ [0, π[×[0,2π]

ds2 = (dθ)2 + sin2 θ(dφ)2 ≡ gijdqidqj

Lagrangien

L(θ̇, φ̇, θ, φ) =
1
2

(θ̇2 + sin2 θ φ̇2) ≡ 1
2

q̇igij q̇j

S[q(·)] =
∫ Q

P L dτ
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τ ∈ [t ,u], S[q(·)] =

∫ u

P=(t ,q)
L(q̇(τ),q(τ)) dτ + Su(qu)

Bolza

(EL) :
d
dt
(∂L
∂q̇
)
− ∂L
∂q

= 0 et

∂L
∂q̇ (u) = −∇Su(q(u))

q̇ comme contrôle
SL(q, t) = infq̇S[q(·)] le long d’ extrémales :

t < u (HJ) : −∂SL

∂t
+ h(q,−∇SL) = 0 , SL(q,u) = Su(q)

h = Hamiltonian , h(q,p) transformée de Legendre de L = L(q̇)
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A un système Hamiltonian q̇ = ∂h
∂p , ṗ = −∂h

∂q sont associées deux HJ :

t > s (HJ)∗ : +
∂S∗L
∂t

+ h(q,∇S∗L) = 0 , S∗L(q, s) = S∗s (q)

p∗(q(t), t) =
∂S∗L
∂q

(q1, t1,q, t)
∣∣∣∣
q=q(t)

= − ∂SL

∂q
(q, t ,q2, t2)

∣∣∣∣
q=q(t)

= p(q(t), t)

S∗L(q, t) = infq̇S∗[q(·)] = S∗s (qs) +
∫ Q=(t ,q)

s L̂(q̇(τ),q(τ))dτ

Deux actions renversées dans le temps sur [s,u].
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Euler-Lagrange en (qi) = (θ, φ) :

θ̈ = (φ̇)2 sin θ cos θ, φ̈ = −2θ̇φ̇ cotg θ, pθ =
∂L
∂θ̇

= θ̇, pφ =
∂L
∂φ̇

= φ̇ sin2 θ

Hamiltonian h(θ, φ,pθ,pφ) = 1
2(p2

θ + 1
sin2 θ

p2
φ) = 1

2pig ijpj

Mvt. périodique intégrable. Nb constantes du mvt = dim. espace de
config. = 2

Energie h , impulsion pφ

Foliation de (θ, φ,pθ,pφ)
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2. Déformation stochastique

H = −1
2

∆LB = −g ij

2
∂2

∂qi∂qj +
1
2

Γi
jk (q)g jk ∂

∂qi

Sur S2 , Γθjk g jk = −cotg θ, Γφjkg jk = 0

z = (θ, φ)

dz i = (Bi − ~
2

Γi
jkg jk )dτ + dw i(τ)

~ > 0 , Bi = contrôle , dw i = ~
1
2σi

kdβk , g ij = σi
kσ

j
k , σ =

[
1 0
0 1

sin θ

]
,

β = Brownien 2 dim.

SL(q, t) = −~ ln η(q, t) , SL(q,u) = Su(q) où

~−1 ∂η
∂t = Hη , s ≤ t ≤ u , η(q,u) = ηu(q) > 0
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Contrôle optimal stochastique :

SL(q, t) = infB Eqt{
1
2

∫ u

t
BiBi(z(τ), τ)dτ + Su(z(u))}

Régularisation de ż i et de l’Action classique

Bi(z(τ), τ) = lim
∆τ↓0

Eτ
[z i(τ + ∆τ)− z i(τ)

∆τ

]
≡ Dτz i (D gén. de z(·))

Drift géodésique : Bi(q, t) = ~∂iη
η (q, t) = −∂iSL(q, t)

L = 1
2

[(∂θη
η

)2
↘ + sin2 (∂φη

η

)2
↘
]

θ̇ φ̇ Regul. du L classique
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Déformation stochastique de HJ
↙

−∂SL
∂t + 1

2‖∇SL‖2 − ~
2 ∇

i∇iSL = 0 , SL(q,u) = Su(q) (HJB)

Transport parallèle de (Bi) ; ∀V champs de vecteurs sur S2 ,

DtV i =
∂V i

∂t
+ Bk∇kV i +

~
2

∆DRV i ,∆DRV i = ∇k∇kV i + R i
kV k

R = Ricci , DR = De Rahm

z(t) = (θ(t), φ(t)) géodésique satisfait

DtDtz i = 0 (EL) Pour ~ = 0 , géodésiques classiques.
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zt construit via sol. positive η de l’eq. de la chaleur :

dθ(t) =
(
~
∂θη

η
+~

cotgθ
2
)
dt +dwθ(t) , dφ(t) =

1
sin2 θ

(
~
∂φη

η

)
dt +dwφ(t)

Déf: h = ∂tSL = 1
2Big ijBj + ~

2g ij ∂
∂qi Bj − ~

2Γi
jkg jkBi Energie

pφ = sin2 θ Bφ Impulsion (pφ = ∂L
∂φ̇

)

Observ. : Dth(zt , t) = 0 , Dtpφ(zt , t) = 0 martingales

Pour ~ = 0 , constantes du mouvement géodésique classique

Accidentel ?

“Intégrables" ?
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3. Déformation stochastique du Théorème classique
d’intégrabilité de Jacobi

Euclidien , HJB générale (V scalaire , borné dessous)

−∂SL

∂t
+

1
2
‖∇SL‖2 −

~
2

∆SL − V = 0 , s < t < u , SL(q,u) = Su(q)

Solution “complète" de HJB , q ∈ M = Rn

S(q, t , α) ≡ Sα(q, t) , α = (α1, ...αn) ∈ Rn (n = dim. de l’espace de
configuration)

det
(

∂2S
∂qi∂αk

)
6= 0 , Sα(q, t) résout HJB ∀α.
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Théorème (C. Léonard, JCZ) Déformation stochastique du Théorème
d’intégration de Jacobi

Pour résoudre les équations de EL stochastiques de la diffusion z critique

J[z(·)] = Eqt

∫ u

t

(
{1

2
‖Dτz‖2 + V (zτ )

)
dτ + Su(zu)}

connaissant une solution complète Sα(q, t) de HJB associée,

a) Résoudre n eqs. implicites ∂Sα

∂αi (q, t) = M i
t par q = Qα(t ,M)

b) A Qα adjoindre Pα(t ,M) = −∇Sα(Qα(t ,M), t)

Alors Qα
t est solution de EL et Pα

t son impulsion associée.
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Idée de preuve :

Générateurs N̂ de symétries de ~∂η∂t = −~2

2 ∆η + Vη ≡ Ĥη (∗)
N̂ = X i ∂

∂qi + T ∂
∂t −

1
~φ

zτ extremal of J, Dτz = ~∇ ln η(zτ , τ)

ηα = e
α
~ N̂η = famille param. de solutions de (∗) → zαt

→ Sα(q, t) = −~ ln ηα(q, t) = Sol. complète de HJB.

Chaque N̂ → martingale Mt = ∂Sα
∂α (zαt )

Pour S2 , z = (θ, φ) , ∃ 4 symétries non triviales, donc martingales (en
particulier h et pφ). L’observation Dth = Dtpφ = 0 n’était pas
accidentelle pour les géodésiques)
→ Système “intégrable".

NB : Pour V polynôme au plus quadratique , dim. groupe de symétries
m̄ que pour V = 0, n

2 (n + 3) + 4 > n martingales→ Intégrable.
Général V ds Ĥ , système non intégrable.
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4. Processus géodésiques comme problème de Schrödinger

Une seule HJB jusqu’ ici !

J∗[z(·)] = Eqt {
∫ t

s

(1
2
‖Dτ ẑ‖2 + V (ẑτ )

)
dτ + S∗s (zs)}

ẑ(τ) = z(u + s − τ) , renversé sur [s,u]
S∗L(q, t) = infB∗J∗[z(·)], B∗ = ∇S∗L

Problème de Cauchy adjoint :

∂S∗L
∂t

+
1
2
‖∇S∗L‖2 −

~
2

∆S∗L − V = 0 , t ≥ s , S∗L(q, s) = S∗s (q)

linearisé par S∗L(q, t) = −~ ln η∗(q, t)

−~∂η
∗

∂t = Ĥη∗ , η∗(q, s) = η∗s(q) > 0
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zt “réciproques de Bernstein" ∀r ≤ s < t < u ≤ v

E [f (zt )|Ps ∪ Fu] = E [f (zt )|zs, zu]

Markoviens de distribution jointe

Mm(As × Au) =

∫
As×Au

η∗s(x)
(

exp − 1
~

(u − t)Ĥ
)

(x , z)ηu(z) dxdz

les 2 marginales , pour données ρs(dx) et ρu(dz) : “Système de
Schrödinger"

Beurling =⇒ ∃! sol. (η∗s , ηu) du système , i.e. ∃! zt , t ∈ [s,u]

Tous les résultats présentés, y compris le Th. stochastique de Jacobi ,
se réduisent aux énoncés et conclusions des Théorèmes classiques
quand ~ = 0.
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La partie géométrique est l’objet d’un travail avec M. Arnaudon et celle
concernant l’intégrabilité est une collaboration avec C. Léonard.
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