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0. Introduction

Version stochastique du probleme intégrable des géodésiques sur S? ?

1. Le probleme classique
M = §?

(q') = (6. ¢) € [0,x[x[0, 2x]

ds? = (d)? + sin? 0(dp)? = g;dq'dg/
Lagrangien

. 1 . ] . 1.,
L(0,,6,¢) = 5(92 +5sin20 ¢?) = Eq'g,-,qf

Slq(-)] = S Ldr



u

reltu, Sl() = / L(4(r), q(r)) o7 + Sul(q)

P=(t,q)
Bolza
d oL, 4L

EL): — (=) — — =

(EL) dt(aq) aq 0 et
ge(u) = —VSu(q(u))
g comme contréle
Si(qg,t) =inf;S[q(-)] lelong d" extrémales :

aS,
t<u (HJ) : _W + h(qa _VSL) = 0 9 SL(qa U) = Su(q)

h = Hamiltonian , h(q, p) transformée de Legendre de L = L(q)



A un systeme Hamiltonian g = 47, p = — 52 sont associées deux HJ :

%

08
t>s (H)*:+ atL +h(q,VS;)=0 , Si(q.8) = Siq)

%

oS oS,
p.(q(t),t) = = L(q1,t,q,t) =—-—(q,t,q2, ) = p(q(t), t
oq g=q(t) 9q g=q()

Si(g. 1) = infyS*[q()] = Si(as) + [~V L(g(r), q(r))d7

Deux actions renversées dans le temps sur [s, u].



Euler-Lagrange en (q') = (6, ¢) :

. oL . oL . .,
0= sinfcosd, ¢ = —20¢ cotg 6, =4, =— =¢ sin“6
(6)? ¢ = —26¢ cotg 6, py = 2% Po= 53 ¢

Hamiltonian  h(6, ¢, ps, py) = %(P3 + sirjizepg) = Ipigp;

Mvt. périodique intégrable. Nb constantes du mvt = dim. espace de
config. =2

Energie h, impulsion p,

Foliation de (¢, ¢, ps, ps)



2. Déformation stochastique

1 s e Kk O
H=—38=-5 aqiog T3 M@ aq’
Sur 8%, T g/ = —cotg 0, ijg/k -0

z=(0,9)
dz' = (B' - fr'ngk)dew( )

h>0,B’—contréle,dW’_h;g;(d/gk’gU_U;(Uﬁ’U_[o : ]’
sing

8 = Brownien 2 dim.

Si(g,t) = —h Inn(q,t), S.(q,u) = Su(q) ou
B9 — Hy ,s<t<u, n(qu)=mnuq) >0



Contréle optimal stochastique :

.(a.) = infa Eal [ BB(2().7)0r + Sufz(w)

Régularisation de Z' et de I'Action classique

| =D.z" (Dgén.de z(-))

Drift géodésique : Bj(q, t) =

Dgn\2
L= %[(%)\ +sin? ( f;n)\j _
9 1) Regul. du L classique

:\3

(qv t) = -0 SL(qv t)



Déformation stochastique de HJ
as <
%+ 3IVSLIE -5 V'ViSL=0 , Si(q.u)=Suq) (HJB)
Transport paralléle de (B') ; VV champs de vecteurs sur S?,

oV
ot
R = Ricci, DR = De Rahm

DV = Z— 4+ BkV, V! + ZADR Vi AppV = VAV V! + Rl VK

z(t) = (6(1), #(t)) géodésique satisfait
D:D;z' =0 (EL)  Pour i = 0, géodésiques classiques.



z; construit via sol. positive n de I'eq. de la chaleur :

1 0,
do(t) = (haj]77 hCO;gg)dt+dW9(t), do(t) = — 29(h%”)dt+dw¢(t)
Déf: h=0:S. = 5BigB; + zg’fa%, — 47 9*B;  Energie
py = sin?0 B, Impulsion (ps = 2712

Observ. : Dith(z:,t) =0 , Dipy(z:,t) =0 martingales
Pour h = 0, constantes du mouvement géodésique classique

Accidentel ?

“Intégrables” ?



3. Déformation stochastique du Théoreme classique
d’intégrabilité de Jacobi

Euclidien , HIB générale (V scalaire , borné dessous)

oS, | 1 h
— T 5IVSUP ~5A8. - V=0, s<t<u, S(q.u)=Suq)

Solution “complete” de HIB, g € M =R”"

S(g,t,a) = Su(q, 1), a=(a',...a”) € R" (n=dim. de I’espace de
configuration)

det (83,-2%) #0, S.(q,t) résout HIB Va.



Théoréme (C. Léonard, JCZ) Déformation stochastique du Théoréme
d’intégration de Jacobi

Pour résoudre les équations de EL stochastiques de la diffusion Z critique

20 = Ea [ (510217 + Viz))dr + Su(a)

connaissant une solution complete S, (g, t) de HIB associée,

a) Résoudre n eqs. implicites %io,-‘ (g,t) = M par g = Q*(t, M)
b) A Q adjoindre P*(t, M) = —V S, (Q*(t,M), t)

Alors Qf est solution de EL et Pf* son impulsion associée.



Idée de preuve :

Générateurs N de symétries de h% = —%zAn + V= Hy (%)

N =X % +T2-1g

z; extremal of J, D,z = hV Inn(z, 7)

N = e Ny = famille param. de solutions de (x) — zg

— S.(qg,t) = —hInn,(q,t) = Sol. compléte de HJB.

Chaque N — martingale M; = 932 (zp)

Pour $? , z = (6, ¢) , 3 4 symétries non triviales, donc martingales (en

particulier h et py). Lobservation D:h = Dp, = 0 n’était pas
accidentelle pour les géodésiques)

— Systéme “intégrable”.
NB : Pour V polyndme au plus quadratique , dim. groupe de symétries

maque pour V =0, Z(n+3)+ 4> nmartingales — Intégrable.
Général V ds H, systéme non intégrable.
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4. Processus géodésiques comme probleme de Schrodinger

Une seule HJB jusqu’ ici !

t
120 = Eal [ (D27 + Vi) or + Sizs)

2(1) = z(u+ s — 1), renversé sur [S, U]
S/(q, t) = infg-J*[2(")], B* =VS§]
Probléme de Cauchy adjoint :

ot tallVSIIF-5ASI -V =0, t=s, Si(q,5)=Si(q)

linearisé par Sj(q,t) = —hInn*(q,t)

—n% = Hi . 9*(q.8) = n3(q) > 0



z; “réciproques de Bernstein" Vr<s<t<u<v
E[f(zt)|Ps U Ful = E[f(zt)|2s, 24]

Markoviens de distribution jointe

ns(X) (exp - 1(U - l‘)/:/) (x, 2)nu(2) dxdz

Min(As % Ay) = / -

Asx Ay

les 2 marginales , pour données ps(dx) et p,(dz) : “Systéme de
Schrédinger”

Beurling = 3! sol. (n%,ny) du systéeme , i.e. 3! z;, t € [s, U]

Tous les résultats présentés, y compris le Th. stochastique de Jacobi ,
se réduisent aux énoncés et conclusions des Théorémes classiques
quand i = 0.



La partie géométrique est I'objet d’un travail avec M. Arnaudon et celle
concernant l'intégrabilité est une collaboration avec C. Léonard.
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