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Mouvements collectifs de population, sans structure hiérarchique

Quelques exemples :
@ vols d’oiseaux, ou nuées d’insectes
@ bancs de poissons, de dauphins

@ populations de bactéries

troupeaux de bétails (essayant d'échapper & un prédateur)

humains (vis-a-vis d'un point d’attraction ou de répulsion)



Mouvements collectifs de population, sans structure hiérarchique

Quelques exemples :
@ vols d’oiseaux, ou nuées d’insectes
@ bancs de poissons, de dauphins
@ populations de bactéries
o troupeaux de bétails (essayant d'échapper & un prédateur)

o humains (vis-a-vis d'un point d’attraction ou de répulsion)

Comment peut-on expliquer ces phénoménes?
@ sécurité renforcée (dissuasion + anonymat)
o alimentation plus simple (efficacité accrue pour trouver et exploiter les ressources)
o reproduction plus aisée

o déplacements moins coiiteux (meilleur aéro- ou hydrodynamisme)



Quelques occurrences de flocking

Flocking : phénoméne au cours duquel un grand nombre d'individus, ou de particules,
atteint un consensus en |'absence de structure hiérarchique ou de direction centralisée.



Quelques occurrences de flocking

Flocking : phénoméne au cours duquel un grand nombre d'individus, ou de particules,
atteint un consensus en |'absence de structure hiérarchique ou de direction centralisée.

Mécanismes de type flocking utilisés pour modéliser :

Mouvements collectifs d'une population (groupes d'animaux en transit,
agrégations de bactéries, etc [par ex. Breder '54; Keller, Segel, 1970 ; Heppner,
Grenander '90]).

Emergence d’un nouveau langage dans les sociétés primitives [Cucker, Smale,
Zhou '04].

Mécanismes de contrdles et algorithmes de consensus pour des systémes d’'agents
autonomes (satellites, capteurs mobiles, robots [Suzuki, Yamashita '09]).

Confiance dans un systéme financier (par ex., la structure de corrélation du ratio
de solvabilité est modélisée par des dynamiques de flocking, étant donné que les
entreprises s'influencent mutuellement [Ha, Kim, Lee "15]).



@ Dans le monde déterministe : flocking et le modéle de Cucker-Smale
@ Une définition mathématique du flocking
o Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

@ Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d'un modéle stochastique
de Cucker-Smale
o Le modéle de Ha, Lee et Levy
@ Avec un taux de communication constant
o En rajoutant une force de rappel
@ Avec deux particules et le taux de communication de Cucker et Smale
o Perturbation du cas constant et développement en amas

© Chaoticité et propagation du chaos
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Flocking et le modéle de Cucker-Smale Une définition mathématique du flocking

Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

© Dans le monde déterministe : flocking et le modéle de Cucker-Smale
@ Une définition mathématique du flocking
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Flocking et le modéle de Cucker-Smale Une définition mathématique du flocking

Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

Flocking : une vue mathématique

Phénoméne qui voit un groupe d'“agents" autopropulsés s'organiser pour former un
ensemble ayant un mouvement globalement cohérent.

D’un point de vue mathématique : flocking si en temps long il y a
(i) alignement des vitesses
(i) stabilité de la structure de groupe.

On considére N particules dans RY. La position (resp. vitesse) de la iéme particule au
temps t est notée x;(f) (resp. v;(1)).

N 1 N
Le centre de masse est donné par : xc() := Z i(2) (resp. ve(1):= N Z vi(D).

Il'y a flocking pour un ensemble de N particules si
(i) Pour tout i€ {l,..N}, lim lv; () —ve(B)]? =0;
—00

(i) Pour tout i€{l,...N}, sup |xi(t)—xc(t)|2<oo.
0<t<oo
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Flocking :

Flocking et le modéle de Cucker-Smale

Une définition mathématique du flocking
Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

une vue mathématique
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Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale
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@ Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale
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Flocking et le modéle de Cucker-Smale Une définition mathématique du flocking

Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

Le modéle de Cucker-Smale

Sur [Rd, pour tout i €{l1,...N}

x; (1) v; (1)

AN
AG) -~ le(xi(t),xj(t))(v,-(t)— Vi)
i

ol A est un réel strictement postif et ¢ une fonction positive et symétrique appelée
taux de communication.

Theorem (F. Cucker, S. Smale '06)

Pour un taux de communication défini par y(x,y) = —, il y a toujours

A+ x—yl)Y
flocking si y < 0,5 ; dans le cas contraire, il y a flocking si les données initiales satisfont
une certaine condition.

+ Casy=0,5 (Ha, Tadmor '08).
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Flocking et le modéle de Cucker-Smale Une définition mathématique du flocking
Le modéle (déterministe) de Cucker-Smale

Le modéle de Cucker-Smale

Pour tout i € {1,...N}
X0 = v,(t)

vin = Z Y(x;(0),x; (D) (v; (1) = v (1)

ol A est un réel strictement postif et ¢ une fonction positive et symétrique appelée
taux de communication.

@ Un individu est influencé par tous les autres, pas seulement ses plus proches
voisins [en désaccord avec Ballerini et al. '08].

@ Le taux de communication est d’autant plus important que les particules sont
proches. D'autres alternatives peuvent étre défendues.

@ Seule une interaction déterministe est prise en compte, a travers . Qu'en est-il
de I'impact aléatoire de I'environnement (vent, courant)? Ou du libre-arbitre de
chaque individu ?
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
R Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

e Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d’'un modéle stochastique de
Cucker-Smale
@ Le modéle de Ha, Lee et Levy
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Une version stochastique du modéle de Cucker-Smale

En 2009, Ha, Lee et Levy ont proposé le modéle ci-dessous : pour tout i €{l,..., N},
dx;(t) = vi®)dt

N
3w (0,1 () (Wi (1) = v (1) de+VD dW; (1)
j=1

dvi(t) = —%

avec D un nombre positif représentant l'intensité du bruit et Wy,...Wy des

mouvements browniens standards indépendants d-dimensionnels.

La perturbation aléatoire introduite est indépendante pour chaque particule, avec un
coefficient de diffusion constant. On peut la voir comme une modélisation du degré de
liberté, ou de folie, de chaque individu...

Que cherche-t-on a étudier?
@ comportement asymptotique en temps long (ergodicité, TCL, etc)
o propriétés de type propagation du chaos
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
leux particules
u cas constant et développement en amas

stémes macroscopique et microscopique

Pour ce faire, on coupe le systéme en deux, pour étudier la dynamique a deux échelles
différentes :

@ un systéme macroscopique représenté par les centres de masse x. et v. :

1 Y 1 Y
Xe=— ) x;and ve=— v;.
=y L xrandve= v

2

X5

&

X3

@ un systéme microscopique donné par les fluctuations relatives des positions et
des vitesses autour de x; et v : pour tout i€{l,..,N},

Xj=Xj—Xc et U; =v;—vc.
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de: communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Le comportement macroscopique

N N
Remarquons que Y v; =N v, autrement dit Y #; =0 (et idem pour les x;).
i=1 i=1

Quel que soit le taux (symétrique) de communication, la vitesse et la position
moyennes satisfont

t

xe(®) = xc(0)+zuc(0)+\FDf We(s)ds
0

ve(®) = e+ VD We(t)

. 1 N . . . . . D
ol We(r)= N Y" W;(2) suit une dynamique gaussienne, de matrice de covariance Nld'
i=1

Pas d’expression explicite pour la cruciale partie microscopique dans le cas général.
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
. Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

e Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d’'un modéle stochastique de
Cucker-Smale

@ Avec un taux de communication constant
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules

Autour d’'un modéle stochastique de Cucker-Smale
Perturbation du cas constant et développement en amas

Quand le taux de communication ¥ vaut 1...

... Ce qui est une aberration d'un point de vue biologique...

... le systéme global se réécrit

{ dx;i(t) vi(t)dt
dvi(t) = AW -ve(®) dt+vVDdw;(p).

En notant W; = W; — W,, la partie microscopique satisfait
{ daxi(t)y = D;(®)dt
dvi( = —Abj() dt+VDdW;(1).

Il s’agit d'un processus de type Ornstein-Uhlenbeck, dont on peut donner une

expression explicite :

t o~
0i(0) = e M;0)+ VD f M9 qii(s)
0

Un modéle stochastique de Cucker-Smale et quelques variantes
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

La dynamique microscopique pour un taux de communication constant

On définit une matrice de covariance Ky de taille dN x dN par

1 1 1
A-=)ld -—Id -+ -—Id
N y
——1d  (-2)d - ——Id
ky=| N N N
1 1 ' 1
——1d ——I1d - A-—=)Id
N N N

et on pose Uy = (01(1),..., On(1).

D
Oy ~ N e ME], (1 — =M 1 K

. D L. .
U; converge en loi vers W(O,ﬁKN) a vitesse exponentielle quand ¢ — co.
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Le modéle de Ha, Lee et y
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Comportement en temps long pour un taux de communication consta

o Systéme microscopique (%,D) :

. . D
o Comportement des fluctuations relatives : le couple (%,0) admet dx&/V(O ﬁKN)

comme mesure invariante sur R4V x g4V,
Il n’y a donc pas de probabilité invariante.
o Comportement des vitesses relatives : % satisfait le théoréme central limite

(Cattiaux-Chafai-Guillin, '12) :

\%.}C}%W(O,%KN)

Ainsi, % diverge avec vitesse V7.
o Systéme global (x(1),v(?) :
o Le vecteur des vitesses v(t) admet
A N 2
w(dv) :exp(— B(D(v))dul ..dvy  avec d):= Y llv;—vcll
i=1
comme mesure invariante, mais pas de probabilité invariante.

o Peut-on légérement modifier ce modéle pour obtenir un systéme dont les vitesses
convergent vers un équilibre ?
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
R Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

e Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d’'un modéle stochastique de
Cucker-Smale

@ En rajoutant une force de rappel
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux (‘IQ communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

t d'une force de rappel

Toujours pour ¢ =1, on ajoute un terme d’attraction vers le centre de masse des
positions dans I'équation des vitesses : pour tout i€ {1,...N},

{dxi(t) = vi(ndt
dv;(1) —Aw; (1) = ve (1) dt—P(x; (1) — xc (D) dt + VD dW; (1)

avec f un réel positif, représentant |'intensité de cette nouvelle interaction.

Laure Pédeéches modéle stochastique de Cucker-Smale et quelques variantes



Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Ajout d'une force de rappel

Toujours pour ¢ =1, on ajoute un terme d’attraction vers le centre de masse des
positions dans I'équation des vitesses : pour tout i€ {1,...N},

{dxi(t) = vidt
dv;(1) —Aw; (1) = ve (1) dt—P(x; (1) — xc (D) dt + VD dW; (1)

avec f un réel positif, représentant |'intensité de cette nouvelle interaction.

La partie macroscopique reste inchangée; en revanche, la partie microscopique
devient, pour tout i€ {l,..N},

d.fi(t) = lfi(t) dt

dvi(t) = —Av;(0) dt—px;(0) dt+vVDdW; (o).

On ne peut plus donner une expression explicite de la solution ; cependant le systéme
va se stabiliser autour de la probabilité invariante.
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

bilité invariante et stabilisation

On introduit sur ®HN1 I'énergie

Nol Nl
W(z1,,an-1):= ) lzillF+1 Y zll°
i=1 i=1

Soit # I'hyperplan 7= {(%, 1) e RV x RN |21 + ..+ %N =0, D) +..+ Oy =0}

Théoréme (Ergodicité exponentielle)

La probabilité /i sur (R? xR%) N~ de densité
= ( A(ﬁw En-1) + W (D1, D )))
—exp|(—— X1, XN— 01, DN—
7P "5 1 N-1 1 N-1
est invariante pour le systéme microscopique projeté sur .

En outre, si A% =2p, il y a une stabilisation exponentielle vers fi pour la norme en
variation totale.
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Preuve : fonction de Lyapunov et technique de Down-Meyn-Tweedie

Definition

Une fonction strictement positive V est une fonction de Lyapunov pour le systéme
associé avec le générateur infinitésimal L s'il existe un réel positif k tel que, en dehors
d’'un compact, LV < —-kV.

Theorem : [ Down-Meyn-Tweedie ('95) ]

Si V est une fonction de Lyapunov associée au générateur L sur B(0,R)¢, bornée sur
B(0,R), et si, de plus, le processus est irréductible, alors — en notant (Py) le
semi-groupe associé et u la probabilité invariante — pour tous x, v, P;((x,v),.) converge
a vitesse exponentielle vers u pour la norme en variation totale. Autrement dit, il
existe p >0 tel que pour tout ¢ suffisamment grand :

I1P((x,v),.) — pliTy < CV(x,v)e P*
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Preuve : fonction de Lyapunov et technique de Down-Meyn-Tweedie

Notre résultat :
. 1 .
Si 12 =2p, alors V: (x,v) — exp(E(Z(ﬁMlxillz+2ﬁxl-.v,- + Al villz)) est une fonction
i
de Lyapunov pour le systéme microscopique de générateur

_Lly (g2 Ly
Lfxv) =3 %(ay;, feon -+ ;ay? v}lf(x, v))
+2 v dya flx,v) - > AvE+px) Oy f(x,0)

La

i,a

associée a la constante k =min((A% —Zﬁ),ﬁz).
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

e Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d’'un modéle stochastique de
Cucker-Smale

@ Avec deux particules et le taux de communication de Cucker et Smale
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Le modéle de Ha, Lee et Levy

Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules

Perturbation du cas constant et développement en amas

En dimension 1, avec 2 particules et le taux de communication de
Cucker-Smale

On se place dans le cas N=2 et d =1, en gardant la force de rappel introduite

précédemment; on prend v (x,y) = X=x]—Xx2 et U=y — vy vérifient

1+ (x=p37°
dax(t)
di(t)

() dt

v(1) -
A————dt- VD dw
/1(1+5c(t)2)7 dt—-px(t) dt+ dw(t)

Théoréme (Ergodicité polynomiale)

Le systéme ci-dessus converge a vitesse polynomiale ¢, vers son unique probabilité
invariante p pour la norme en variation totale : pour tout ¢ assez grand,

[1P¢((x, v),.) = pllry < CV (x, )by (¥)

r-1

N am_q = 1 4y -1
ol ¢y est défini par ¢y () =(yt+1) ¥ siys X oy (1) =

4y
est donnée par V(x,v) =ﬁx2+ilf(x) v+1?, avec f la primitive de ¥ s'annulant en 0.

__1
(t+1) -1 sinon et V

Preuve basée sur un résultat de D. Bakry, P. Cattiaux, A. Guillin 208.
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel

Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

e Vers un univers aléatoire : variations et évolutions autour d’'un modéle stochastique de
Cucker-Smale

@ Perturbation du cas constant et développement en amas
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Le modéle de Ha, Lee et Levy
Avec un taux de communication constant
Autour d'un modéle stochastique de Cucker-Smale En rajoutant une force de rappel
Un cas avec deux particules
Perturbation du cas constant et développement en amas

Perturbation du cas constant

On prend ¥ =1, d=1 et N quelconque.
L'équation autonome en ¥ suivante est satisfaite dans RN :

do(t) = -1 0(t) dt+vVD dW (1)

Soient 7 I'hyperplan de RY défini par 7= {0 e RN D) +...+ Dy =0}, 1y et B deux réels
strictement positifs, et b:‘g([RJr,RN)-—»RN une fonction bornée mesurable.
Que peut-on dire pour le systéme perturbé

Ao =-A D) dt+B b)) dt+VDdW(1)?

Théoréme (Probabilité invariante et convergence exponentielle)

Si B est suffisamment petit, la projection sur # du processus solution de
do(n)=-2 0 di+pb()}_y ) de+VDaW(o

converge avec une vitesse exponentielle vers son unique probabilité invariante.

Idée de la preuve : méthode du développement en amas (cluster expansion), utilisée en
mécanique statistique (R. Minlos, S. Roelly et H. Zessin '00; P. Dai Pra, S. Roelly
'04).
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et propagation du chaos

© Chaoticité et propagation du chaos

Laure Padéches Un madéle stochastique da Cucker-Smala et quelques variantes



Chaoticité et propagation du chaos

Chaoticité

On s'intéresse au comportement asymptotique quand le nombre N de particules
devient grand, dans le cadre général :

axi(t) = Di(dt

1 N _
dv;(t) -5 > W& (0, (0) (0;(0) - (D) dt + VD dW; (1),
i=1

On cherche un résultat de type propagation du chaos :

Chaoticité

Une suite (Qn)n>1 de probabilités sur EVN est Q-chaotique, pour une probabilité Q sur
un espace polonais E, si pour tout entier fixé k et pour toutes fonctions fi,..., fi.
bornées sur E,

k
lim ffl(xl).,.fk(xk) AQN(x1,...xn) =[] | fi(x) dQ(x;).
=3 i=1

. e 1 X . ”
Soient 7 définie par ny(w) = N izzlé(ff‘v")f‘v)(w) la mesure empirique associée au

systéme a N particules, et 7y sa loi sur I'ensemble des probabilités sur €([0, 7], R2Nd),
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Chaoticité et propagation du chaos

On suppose que :

o y est lipschitzienne et qu'il existe ¥ et yy tels que pour tous x,y,
O<y1<y(xy)<yz;

o les particules sont indépendantes et échangeables a I'instant initial ;

o la loi initiale est suffisamment sympathique.

La suite ()N est n-chaotique, avec 7, probabilité sur €([0, T],[RZd), I'unique solution
du probléme de martingale associé au systéme non-linéaire

t
Xy = x0+] vsds
t
vy = v0+W[—f fl//(xs,x)(vs—v)ns(dx,du)ds
0
ne = L&y,

qui lui-méme admet une unique solution.

Résultat déja obtenu, avec une preuve différente, par F. Bolley, J.A. Cadizo et J.A.
Carrillo (2011).
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Chaot et propagation du chaos

Un petit schéma de preuve

) Convergence de (n,) en loi R el COnvergence faible de (i) vers 5
et en probabilité vers n

") \
f Tension de (1)
Critére d'Aldous
Unicité du point d'accumulation de (1)
Tension de (x" (t), v (t)) pour tout t
du systéme ” Unicité de la solution du
Propriété de contrdle avec temps d'arrét n-linéaire probléme de martingale

Preuve selon un schéma standard (Sznitman '89, Méléard '95) en trois étapes :

Tension de (x" ,v
b

@ tension de (my)N
o lien entre les points d’accumulation de (my)y et le probléme de martingale

@ unicité de la solution du probléme de martingale
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Merci pour votre attention !
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