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Motivation

On considére I'entropie relative, pour p, v € P(R")

d o
H(ulv) = [ log (d—’;) du, sip<v
+0o0 autrement.

e Convexité le long des géodésiques : si (ué‘/’c)se[m] est une
géodésique dans (P2(R"), Wh), alors

[0,1] 3 s = H(1d"|L)

est convexe.
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Motivation
On considére I'entropie relative, pour pu, v € P(Y)

du .
H(ulv) :{ Jlog () d, sip <

+0o0 autrement.

e Convexité le long des géodésiques : si (112/“)sc0,1) est une
géodésique dans (P2(R"), Wa), alors

[0,1] 5 5 = exp{—H(ng"|£)/n}

est concave.
— EVI pour la distance de Wasserstein, pour t > 0,

+
@ W (Pruv) < n (1 e HAUIO- AP
[Erbard-Kuwada-Sturm, 2013]
— Contraction dimensionnelle de W5, pour tout t > 0,
P _
ul L) H(PTV|£):| dr
2n
[Bolley, Gentil, Guillin 2016, Bolley, Gentil, Guillin, Kuwada, 2016]

t H
W22(Ptu, P:v) < W22(u, v)—2n/ sinh? { (
0
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Probleme de Schrodinger
Soit Q = C([0,1],R"), et R € M_(Q) la loi du mouvement
Brownien réversible,
L=A/2 m=L
Soit (P¢)t>0 le semi-groupe associé a L;
Ff = |VFf|?/2 et [of = ||Hessf||?/4
Définition (colit entropique)
Soient 119, 1 € P(R"), et R € M_(Q) fixées. Le colit entropique

est défini,

A(po, p1) = inf{H(P|R) ; P € P(Q) t.q. Po = po et PL = pu }

n= {u € P(R™); H(pl|L) < et /|x\2du < oo}

» A n’est pas une distance
» A est symétrique (R réversible)



Interpolation entropique

Définition
Soit P € P(RQ) le minimisateur, on définit |'interpolation
entropique, j1s = Ps = (Xs)xP € P(R"),Vs € [0, 1],

dus = e¥sT9:L.



Interpolation entropique

Définition
Soit P € P(£2) le minimisateur, on définit I'interpolation
entropique, j1s = Ps = (Xs)xP € P(R"),Vs € [0, 1],

dus = e¥sT9:L.

Elle satisfait I'équation du transport,
Ostts + V- (1sV0s) =0

ot VOs = (Vs — V1)s)/2 est la vitesse de courant.
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Concavité de |'entropie

Théoreme (R. 2017)
Soient po, 1 € . Soit (us)se[m] I'interpolation entropique entre
1o et py. Alors, la fonction,
W :[0,1] 35+ e HslE)/n
est concave.

Idée de la preuve

V'(s) = -

e Hus)/n 1 7 d 2 g2
L (SH00) - o)

n



Concavité de |'entropie

d
ZH(pell) = 2/F(05,,u5)dx:/V05-V,u,sdx

TaH(usle) = [ 4ra(6) + Fa(log ) dn



Concavité de |'entropie

ZH(pell) = 2/F(05,,u5)dX:/V05-V,u,5dx

d? 1
@H(HSLC’) = /4|_2(t95) + T2(log pus)d s <r27f > 4n(Af)2>

1

1
> - /(A9$)2 +4(A log )% d s

> - [ (@0 dus

n
1 2
> 1 ( / Aesdus)

1 2 1/d 2
= n</ves‘vﬂsdx> :n(dSH(MS‘E))



Regularité du colit entropique

Théoreme (R. 2017)

Soient u, v € I. Soit (P:)s>0 le semi-groupe de la chaleur. Alors,
la fonction

[0,00) > t— A(uL, Piv L)
est différentiable. En particulier, en t = 0,

d
a’t:OA(u, Piv)=—-—

1d
2ds‘s

d
H(us|£) + aa’ H(Pv|L)

ot (us)o<s<1 est l'interpolation entropique entre u et v.



Regularité du colit entropique

Idée de la preuve

Etape 1.
A, Pv) — A(u,v) _1d 1d
> —— ——
L i t = 2dt’t_0 (PevI£)=5 Gl oy lssl )

Rappel : Dualité de Kantorovich
[Mikami, Thieullen 2006, Gentil, Léonard, R. 2015]

A(po, p1) = H(po|L) +  sup {/wdul /Qlw duo}

’LZJGCb R"

oll, Qv := log P1e?. Le sup est atteint quand ¢ = ;.
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A(u, Prv)—A(u, v) > /fPtv dx—/ Q1 &u dx—/z/)v dx—l—/ Q19u dx

ot £ € Cp(R™) et v est optimale, avec o = v et ug = v. On
choisit £ =,

A(u, Prv) — A(u, v) > /¢(Ptv —v)dx
Par symétrie,

A(u, Pev) — A(u, v) = A(Pev,u) — A(v, u)

B s =L BB = /B = / (R



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

A(u, Pyv) — A(u, v)
t

> %[H(Ptvw)) — H(v|L)]+
1 (Pev —v) 1 «(Prv —v)
§/¢fdx—§/Qlw ————dx

t



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

La liminf pour t — 0T,

iminf A(u, Prv) — A(u, v) > i’ H(P:v|L)
t—0+ t dt lt=0 2

—i—i/levdx—i/q/}*Avdx




Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

La liminf pour t — 0T,

A(u, Prv) — A(u, v) - i’ H(P:v|L)
~ dtli=0 2

+i/¢Avdx—i/w*Avdx

liminf
t—0+ t

fminf A(u, Pev) — A(u, v) > i‘ H(P:v|L)
t—0+ t dtlt=0 2
17(TmTeY g,

:% H(Ms|£) -



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)
Etape 2.
A(u, Pev) — A(u,v) _1d

li < ——|  H(P:v|L
'!n:éﬂp t - 2dt‘t:0 (Pevi£)

d

1
2 H
3 G5 oy H515)




Regularité du colit entropique (idée de la preuve)
Etape 2.
A(u, Pev) — A(u,v) _1d

li < ——|  H(P:v|L
':nj;ip t - 2dt‘t:0 (Pevi£)

d

1
2 H
3 G5 oy H515)

Rappel : formulation de Benamou-Brenier
[Chen, Georgiu, Pavon 2015 ; Gentil, Léonard, R. 2015]

1
A(ho, 1) = S[H(pol£) + H(pa | L)+
1. 1 1
5.nf/o /<|vt(z)|2 + 4]V|ogpt(z)|2> pe(2) dzdt
ou l'inf est sur tous les couples (p¢, vi)o<t<1 t.q.

pr € P(R"), VO <t <1,

Po = Mo, P1 = M1,
apt + V- (ptvt) =0.



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

H(ulL) + H(v|L 1 Vo2 1
A(u,v) = (u )JQF (] )+/0 /l’2’+8IV|ogusl2 dusds



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

H(ulL) + H(v|L 1 Vo2 1
Ay = HEELE OIS 2 IV 19 10017 ac

A(u, Pyv) < f[H(u|£) + H(P:v|L)]+

t[2
/ /|V| 7|V|ogus| L dxds

Pst(Msves)
pE

ol put = Pgpis et vi = —£V log pt +



Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

. A(u, Prv) — A(u, v) 1d
lim sup < ‘
t—0+ t 2 dtlt=0

|V ’2 t
dt o / 7|V|og,u5\ g dxds

H(P.v|L)+




Regularité du colit entropique (idée de la preuve)

A(u, Prv) — A(u, v) 1d

li P:v|L
Py t = 2dt‘t— H(PevIO)+
/ |V ’2 7|V|og,u |? 11t dxds
dt t=0 °
lim sup A(u, Prv) — A(u, v) >
t—0+ t
1d 1d
S| H(PvIL) = S—|  H(usl0)



Evolution variational inequality (EVI)

Corollaire
Soient u,v € I et (Pt)>0 le semi-groupe de la chaleur, alors

d n 1
o o _ —;[H(u|£)—H(Ptv|L)]
dt.A(uE, P:v L) < > (1 e )

pour tout t > 0.



Evolution variational inequality (EVI)

Corollaire
Soient u,v € I et (Pt)>0 le semi-groupe de la chaleur, alors

d n 1
o o _ —;[H(u|£)—H(Ptv|L)]
dt.A(uE, P:v L) < > (1 e )

pour tout t > 0.

Preuve
d 1d 1d
g Pov)=—=2|  H(u, 9 e
dt’t:oA(”’ ) = =5 geleu, A |£)+2dt‘t:0 (PeviL)




EVI (preuve)

d\
dtlt=0
Par la concavité de la fonction W,

A(u, Prv) < —Ei

TANGER

V(1) < W(1) - w(0)



EVI (preuve)

d 1d
— € ==—
il A Pv) < 22| H(uslC)
Par la concavité de la fonction W,
V(1) < (1) — w(0)
d L{H(ul£)—H(v|L)]
— 2| Hslt) <n(1-e )

Donc,

d

d < M (1 _ o= LIHulO)—H(vI0)]
dt‘tZOA(uﬁPtvﬁ) 2( —e )



Contraction

Corollaire
Soient u,v € I et (Pt)¢>0 le semi-groupe de la chaleur. Alors pour
tout t > 0,

A(Pru, Prv) < A(u,v) — n/T Sl (H(PtU|E)2_nH(PtV|E)> dt.
0




Passage a la limite
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Passage a la limite

Soit R¢ associée a L¢ = L, avec € > 0, on définit,

A*(po, p1) = inf{eH(PIR®) ; P € P() t.q. Po = pio et Py = i1}

W3 (1o, p1)
i € — 2 )
iy A%, ) = 5

[Léonard, 2014]



Passage a la limite : EVI

Corollaire
Soient u,v € I et (Pt)¢>0 le semi-groupe de la chaleur. Les

suivants sont équivalents :
() SA(u, Pev) < & (1— e slHUO-HPALT) vt > 0
(i) 2 A, Pv) < 3 (1 - e—%{H(uw)—H(vw)])

dt|,_

(i) A(u, Pev) — A(u,v) < 5t (1 - e—%[H(uM)—H(Ptvw)])



Passage a la limite : EVI

Corollaire
Soient u,v € I et (Pt)¢>0 le semi-groupe de la chaleur. Les
suivants sont équivalents :

() GA(, Pev) < § (1— emalHWO-HEAAN) vt > 0
i) < n (1 — e 3lH(IL)=H(IL)
(i) & tZOA(u, Piv) < 3 (1 e )

(iii)) A(u, Pev) — A(u,v) < 2t (1 _ o~ LH(ulg)- H(P:vlﬁ)])

Démonstration.
(1) = (iii)

A(u, Prv) — A(u,v) < / 1 — e nlH(UIL)=H(PVIL)] gt
bl _ e nlH(IL)=H(Prv|L)]
< 27’ (1 e )

(iii) == (ii) Immédiat, (ii) == (i) Propriété de semi-groupe. [



Passage a la limite

EVI pour W, :

A%(u, Prv) — A%(u,v) < <t (1 = e_%[H(UM)_H(PtV'L)])

n
2
Pour ¢ — 0,

W2(u, Pev) — WE(u,v) < nt (1 - e*%[H(”‘L)*H(P*"'E)])



Passage a la limite

EVI pour W, :

A (u, Prv) — A(u,v) < St (1 - e—%lH(ulﬁ)—H(Ptvw)l)

n
2

Pour ¢ — 0,

W2 (u, Pev) — W (u,v) - (1 _ ef%[H(u|£)7H(Ptv|£)]>
- <



Passage a la limite

EVI pour W, :

A (u, Prv) — A(u,v) < St (1 - e—%lH(ulﬁ)—H(Ptvw)})

n
2

Pour ¢ — 0,

W2 (u, Pev) — W (u,v) - (1 _ ef%[H(u|C)fH(Ptv|£)]>
- <

dt
dt le=o
[Erbar, Kuwada, Sturm, 2015]

W2(u, Pev) < n(1 — e~ nlHUIE)=H(vIL)]



Passage a la limite

Contraction pour W5 :

A% (Pru, Prv) < A%(u, v)—n/T sinh? (H(Ptu|£)2—nH(Ptv|£,)> dt
0

Pour ¢ — 0,

W3 (Pru, Prv) — W2(u,v) <
— 2n/ sinh? (H(Ptu|£) _ H(Ptv|E)> dt.
0

2n

[Bolley, Gentil, Guillin, 2016,
Bolley, Gentil, Guillin, Kuwada, 2016]



Merci de votre attention !
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