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Motivation

On considère l’entropie relative, pour µ, ν ∈ P(Rn)

H(µ|ν) =
{ ∫

log
(

dµ
dν

)
dµ, si µ� ν

+∞ autrement.

• Convexité le long des géodésiques : si (µMC
s )s∈[0,1] est une

géodésique dans (P2(Rn),W2), alors

[0, 1] 3 s 7→ H(µMC
s |L)

est convexe.
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• Convexité le long des géodésiques : si (µMC
s )s∈[0,1] est une

géodésique dans (P2(Rn),W2), alors
[0, 1] 3 s 7→ exp{−H(µMC

s |L)/n}
est concave.

→ EVI pour la distance de Wasserstein, pour t > 0,
d
dt

+
W 2

2 (Ptu, v) ≤ n
(
1− e−

1
n [H(v |L)−H(Ptu|L)]

)
[Erbard-Kuwada-Sturm, 2013]
→ Contraction dimensionnelle de W2, pour tout t > 0,

W 2
2 (Ptu,Ptv) ≤W 2

2 (u, v)−2n
∫ t

0
sinh2

[H(Pτu|L)− H(Pτv |L)
2n

]
dτ

[Bolley, Gentil, Guillin 2016, Bolley, Gentil, Guillin, Kuwada, 2016]
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Problème de Schrödinger
Soit Ω = C([0, 1],Rn), et R ∈M+(Ω) la loi du mouvement
Brownien réversible,

L = ∆/2

m = L

Soit (Pt)t≥0 le semi-groupe associé à L ;
Γf = |∇f |2/2 et Γ2f = ‖Hessf ‖2/4
Définition (coût entropique)
Soient µ0, µ1 ∈ P(Rn), et R ∈M+(Ω) fixées. Le coût entropique
est défini,

A(µ0, µ1) = inf{H(P|R) ; P ∈ P(Ω) t.q. P0 = µ0 et P1 = µ1}

Π =
{
µ ∈ P(Rn); H(µ|L) <∞ et

∫
|x |2dµ <∞

}
I A n’est pas une distance
I A est symétrique (R réversible)
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Interpolation entropique

Définition
Soit P̂ ∈ P(Ω) le minimisateur, on définit l’interpolation
entropique, µs = P̂s = (Xs)#P ∈ P(Rn), ∀s ∈ [0, 1],

dµs = eψs+ϕsL.

Elle satisfait l’équation du transport,

∂sµs +∇ · (µs∇θs) = 0

où ∇θs = (∇ϕs −∇ψs)/2 est la vitesse de courant.
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Concavité de l’entropie

Théorème (R. 2017)
Soient µ0, µ1 ∈ Π. Soit (µs)s∈[0,1] l’interpolation entropique entre
µ0 et µ1. Alors, la fonction,

Ψ : [0, 1] 3 s 7→ e−H(µs |L)/n

est concave.

Idée de la preuve

Ψ′′(s) = e−H(µs)/n

n

[
1
n

( d
ds H(µs |L)

)2
− d2

ds2H(µs |L)
]
.
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Concavité de l’entropie

d
ds H(µs |L) = 2

∫
Γ(θs , µs) dx =

∫
∇θs · ∇µs dx

d2

ds2H(µs |L) =
∫

4Γ2(θs) + Γ2(logµs)dµs

(
Γ2f ≥

1
4n (∆f )2

)
≥ 1

n

∫
(∆θs)2 + 1

4(∆ logµs)2dµs

≥ 1
n

∫
(∆θs)2dµs

≥ 1
n

(∫
∆θsdµs
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= 1
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Regularité du coût entropique

Théorème (R. 2017)
Soient u, v ∈ Π. Soit (Pt)t≥0 le semi-groupe de la chaleur. Alors,
la fonction

[0,∞) 3 t 7→ A(uL,Ptv L)

est différentiable. En particulier, en t = 0,

d
dt

∣∣∣
t=0
A(u,Ptv) = −1

2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L) + 1
2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)

où (µs)0≤s≤1 est l’interpolation entropique entre u et v .



Regularité du coût entropique

Idée de la preuve

Étape 1.

lim inf
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≥ 1

2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)−1
2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L)

Rappel : Dualité de Kantorovich
[Mikami, Thieullen 2006, Gentil, Léonard, R. 2015]

A(µ0, µ1) = H(µ0|L) + sup
ψ∈Cb(Rn)

{∫
ψ dµ1 −

∫
Q1ψ dµ0

}

où, Q1ψ := logP1eψ. Le sup est atteint quand ψ = ψ1.



Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

A(u,Ptv)−A(u, v) ≥
∫
ξPtv dx−

∫
Q1ξu dx−

∫
ψv dx+

∫
Q1ψu dx

où ξ ∈ Cb(Rn) et ψ est optimale, avec µ0 = u et µ1 = v . On
choisit ξ = ψ,

A(u,Ptv)−A(u, v) ≥
∫
ψ(Ptv − v) dx

Par symétrie,

A(u,Ptv)−A(u, v) = A(Ptv , u)−A(v , u)

A(Ptv , u)−A(v , u) ≥ H(Ptv |L)−H(v |L)−
∫

Q1ψ
∗(Ptv − v) dx
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Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≥ 1

2 [H(Ptv |L))− H(v |L)]+

1
2

∫
ψ

(Ptv − v)
t dx − 1

2

∫
Q1ψ

∗ (Ptv − v)
t dx



Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

La lim inf pour t → 0+,

lim inf
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≥ d

dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)
2

+ 1
4

∫
ψ∆v dx − 1

4

∫
ψ∗∆v dx

lim inf
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≥ d

dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)
2

− 1
2

∫ (∇ψ −∇Q1ψ
∗

2

)
· ∇v dx︸ ︷︷ ︸

= d
ds H(µs |L)

∣∣∣
s=1
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Regularité du coût entropique (idée de la preuve)
Étape 2.

lim sup
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≤ 1

2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)−1
2
d
ds
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s=1

H(µs |L)

Rappel : formulation de Benamou-Brenier
[Chen, Georgiu, Pavon 2015 ; Gentil, Léonard, R. 2015]

A(µ0, µ1) = 1
2 [H(µ0|L) + H(µ1|L)]+

1
2 inf

∫ 1

0

∫ (
|vt(z)|2 + 1

4 |∇ log ρt(z)|2
)
ρt(z) dzdt

où l’inf est sur tous les couples (ρt , vt)0≤t≤1 t.q.
ρt ∈ P(Rn), ∀ 0 ≤ t ≤ 1,
ρ0 = µ0, ρ1 = µ1,
∂ρt +∇ · (ρtvt) = 0.
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Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

A(u, v) = H(u|L) + H(v |L)
2 +

∫ 1

0

∫ [ |∇θs |2

2 + 1
8 |∇ logµs |2

]
dµsds

A(u,Ptv) ≤ 1
2 [H(u|L) + H(Ptv |L)]+∫ 1

0

∫ |v t
s |2

2 µt
s + 1

8 |∇ logµt
s |2µt

s dxds

où µt
s = Pstµs et v t

s = − t
2∇ logµt

s + Pst(µs∇θs)
µt

s



Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

A(u, v) = H(u|L) + H(v |L)
2 +

∫ 1

0

∫ [ |∇θs |2

2 + 1
8 |∇ logµs |2

]
dµsds

A(u,Ptv) ≤ 1
2 [H(u|L) + H(Ptv |L)]+∫ 1

0

∫ |v t
s |2

2 µt
s + 1

8 |∇ logµt
s |2µt

s dxds

où µt
s = Pstµs et v t

s = − t
2∇ logµt

s + Pst(µs∇θs)
µt

s



Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

lim sup
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≤ 1

2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)+

+ d
dt

∣∣∣
t=0

[∫ 1

0

∫ |v t
s |2

2 µt
s + 1

8 |∇ logµt
s |2µt

sdxds
]

lim sup
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≤

1
2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)− 1
2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L)

�



Regularité du coût entropique (idée de la preuve)

lim sup
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≤ 1

2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)+

+ d
dt

∣∣∣
t=0

[∫ 1

0

∫ |v t
s |2

2 µt
s + 1

8 |∇ logµt
s |2µt

sdxds
]

lim sup
t→0+

A(u,Ptv)−A(u, v)
t ≤

1
2
d
dt

∣∣∣
t=0

H(Ptv |L)− 1
2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L)

�



Evolution variational inequality (EVI)

Corollaire
Soient u, v ∈ Π et (Pt)t≥0 le semi-groupe de la chaleur, alors

d
dtA(uL,Ptv L) ≤ n

2
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)
pour tout t ≥ 0.

Preuve

d
dt

∣∣∣
t=0
A(u,Ptv) = −1

2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L) + 1
2
d
dt
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EVI (preuve)

d
dt

∣∣∣
t=0
A(u,Ptv) ≤ −1

2
d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L)

Par la concavité de la fonction Ψ,

Ψ′(1) ≤ Ψ(1)−Ψ(0)

− d
ds

∣∣∣
s=1

H(µs |L) ≤ n
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(v |L)]

)
Donc,

d
dt

∣∣∣
t=0
A(uL,Ptv L) ≤ n

2
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(v |L)]

)
.

�



EVI (preuve)
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Contraction

Corollaire
Soient u, v ∈ Π et (Pt)t≥0 le semi-groupe de la chaleur. Alors pour
tout t > 0,

A(Pτu,Pτv) ≤ A(u, v)− n
∫ τ

0
sinh2

(H(Ptu|L)− H(Ptv |L)
2n

)
dt.



Passage à la limite

Soit Rε associée à Lε = εL, avec ε > 0, on définit,

Aε(µ0, µ1) = inf{εH(P|Rε) ; P ∈ P(Ω) t.q. P0 = µ0 et P1 = µ1}

Γ- lim
ε→0
Aε(µ0, µ1) = W 2

2 (µ0, µ1)
2 .

[Léonard, 2014]
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Passage à la limite : EVI
Corollaire
Soient u, v ∈ Π et (Pt)t≥0 le semi-groupe de la chaleur. Les
suivants sont équivalents :
(i) d

dtA(u,Ptv) ≤ n
2

(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(Ptv |L)]
)
, ∀t ≥ 0

(ii) d
dt

∣∣∣
t=0
A(u,Ptv) ≤ n

2

(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(v |L)]
)

(iii) A(u,Ptv)−A(u, v) ≤ n
2 t
(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(Ptv |L)]
)

Démonstration.
(i) =⇒ (iii)

A(u,Pτv)−A(u, v) ≤ n
2

∫ τ

0
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]dt

≤ n
2τ
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Pτ v |L)]

)
(iii) =⇒ (ii) Immédiat, (ii) =⇒ (i) Propriété de semi-groupe.



Passage à la limite : EVI
Corollaire
Soient u, v ∈ Π et (Pt)t≥0 le semi-groupe de la chaleur. Les
suivants sont équivalents :
(i) d

dtA(u,Ptv) ≤ n
2

(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(Ptv |L)]
)
, ∀t ≥ 0

(ii) d
dt

∣∣∣
t=0
A(u,Ptv) ≤ n

2

(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(v |L)]
)

(iii) A(u,Ptv)−A(u, v) ≤ n
2 t
(
1− e− 1

n [H(u|L)−H(Ptv |L)]
)

Démonstration.
(i) =⇒ (iii)

A(u,Pτv)−A(u, v) ≤ n
2

∫ τ

0
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]dt

≤ n
2τ
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Pτ v |L)]

)
(iii) =⇒ (ii) Immédiat, (ii) =⇒ (i) Propriété de semi-groupe.



Passage à la limite

EVI pour W2 :

Aε(u,Ptv)−Aε(u, v) ≤ n
2 t
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)
Pour ε→ 0,

W 2
2 (u,Ptv)−W 2

2 (u, v) ≤ nt
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)



Passage à la limite

EVI pour W2 :

Aε(u,Ptv)−Aε(u, v) ≤ n
2 t
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)
Pour ε→ 0,

W 2
2 (u,Ptv)−W 2

2 (u, v)
t ≤ n

(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)

d
dt

+∣∣∣
t=0

W 2
2 (u,Ptv) ≤ n(1− e−

1
n [H(u|L)−H(v |L)])

[Erbar, Kuwada, Sturm, 2015]



Passage à la limite

EVI pour W2 :

Aε(u,Ptv)−Aε(u, v) ≤ n
2 t
(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)
Pour ε→ 0,

W 2
2 (u,Ptv)−W 2

2 (u, v)
t ≤ n

(
1− e−

1
n [H(u|L)−H(Ptv |L)]

)
d
dt

+∣∣∣
t=0

W 2
2 (u,Ptv) ≤ n(1− e−

1
n [H(u|L)−H(v |L)])

[Erbar, Kuwada, Sturm, 2015]



Passage à la limite

Contraction pour W2 :

Aε(Pτu,Pτv) ≤ Aε(u, v)−n
∫ τ

0
sinh2

(H(Ptu|L)− H(Ptv |L)
2n

)
dt

Pour ε→ 0,

W 2
2 (Pτu,Pτv)−W 2

2 (u, v) ≤

− 2n
∫ τ

0
sinh2

(H(Ptu|L)− H(Ptv |L)
2n

)
dt.

[Bolley, Gentil, Guillin, 2016,
Bolley, Gentil, Guillin, Kuwada, 2016]



Merci de votre attention !
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