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Processus de naissance et mort
On considére un processus de naissance et mort a temps continu
(NK,t>0) sur N de taux de naissance \X et de taux de mort ;X
pour une taille de population n.

Le parametre K échelonne la taille de la population (capacité en
ressources, taille de I'habitat). K est grand.

Le processus démarre de I'état [xoK] avec xp > O.
On suppose que \X et ;X ont les formes fonctionnelles
A =n\(n/K) =K B(n/K),

uk =nu(n/K)=KD(n/K) .

Le générateur infinitésimal est
(Lru)(n) = N (Uit — Up) + 1K (Unt — ).

On note Ty = inf{t > 0; N; = 0} le temps d’extinction.



Hypotheses sur B et D (sur R™):
@ B(0)=D(0)=0 (Ao = po=0)

@ B et D sont réguliéres

® lim oo D(x) = +00, limy o 503 = 0.

@ B'(0) > D'(0) > 0.

@ La fonction B — D a un unique zéro positif x, avec
B'(x.) — D'(x.) <0.

Alors 'E.D.O. d
X
= = B0 - D(x)

admet un point fixe stable x,. qui est un attracteur global surR, .

Exemple: processus de naissance et mort logistique
B(x) = bx; D(x) = x(d + cx) et % = x(b—d - cx).



Distribution quasi-stationnaire

Le processus (NK,t > 0) est surcritique si la taille de la population
est petite (B'(0) > D'(0) ) mais sous-critique pour une grande
population puisque limy_, o, B(x)/D(x) = 0.

(Van Doorn "91) Pour K fixé, le processus (NK,t > 0) atteint
presque-sirement 0 en temps fini et il existe une unique probabilité
vK surN* telle que

Px(NfeA|To>1t)=v5(A) vt>0ACN.
De plus pour toutn > 0, on a
[ingopn(/v;‘ €A| To>t) =vX(A).
vK est appelée une distribution quasi-stationaire (QSD).

Grande littérature sur le sujet,en particulier Cattiaux & Cie 09,
M.-Villemonais ’'12, Collet-Martinez-San Martin ’13.



Comme KX est une QSD, il existe po(K) > 0 tel que pour tout t > 0
PVK(T() > f) =g (KL,

po(K) est le taux d’extinction & partir de la QSD vX. En particulier,

ForlTo) = Loy

Pouvons-nous obtenir I'exacte dépendance de pg comme fonction de
K, pour K grand?

Comment se comportent les trajectoires du processus, pour K grand?
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Théoreme (Kurtz '70)

Quand K — +o0, le processus (Nf/K,t > 0) converge p.s.vers
(x(t),t > 0) solution de I'E.D.O. sur tout intervalle de temps fini
(N /K converge vers xo > 0).

e On en déduit que Nf est proche de [x.K] pour t grand.
e Les limites en t et K ne commutent donc pas.

Les propriétés statistiques du processus avant extinction sont-elles
liées a la QSD v*? Pouvons-nous voir la QSD?

¢ Si le temps que le processus met pour atteindre le “régime QSD”
est nettement plus petit que 1/po(K), on pourra voir la QSD.

o Nous allons prouver qu’il existe une autre échelle 1/p1(K) qui
décrit le temps d’atteinte du “régime QSD” et satisfait

1 1
<< pour K grand.

p1(K) — po(K)
e On a besoin d’'une borne inférieure pour p1(K) et d'une borne
supérieure pour po(K) pour prouver que p1(K) >> po(K).




Théoreme
Pour K suffisamment grand,

i) = (a+0 (('03’%)3» VK K

1 B/( D'(x.) B'(x)
e (70 88 (3 2

C1
K) >
et P )_IogK’

avec ¢y > 0 indépendant de K. De plus,

sup oy (Bo(NfC € - | To > 1), 0F) < 0 @K1,

neN*

avec ¢, > 0 indépendant de K.



@ On prouve de plus que la QSD est proche d’'une loi normale
centrée en [Kxx].

@ On a aussi des résultats sans conditionnement.

Il existe une suite

DOy, o)

oth)=1-(50)

telle que pour tout K suffisamment grand et ¢ tel que

Klog K 1
— <K,
P1—Po Po

sup dTV<}P>n(N{< e ), an(K) K+ (1 - an(K))(S()) <.
neN*

S’il est issu de n € N*, le processus est tres proche de 0 avec
probabilité 1 — «, ou il se trouve dans le régime QSD avec
probabilité «.



ldées de preuve

Les nombres —po(K) et —p1(K) sont les valeurs propres du
générateur LK du processus tué

(Lku)(n) = A tns1 + Mﬁunf11n22 — (AR + ) Up.

Lopérateur L est auto-adjoint dans ¢?(r), (avec m, = AI‘MA[[‘ ), avec

résolvante compacte, spectre discret et valeurs propres négatives.

La valeur propre maximale —po(K) est simple et liée au vecteur
propre positif ¢p,.
La QSD (vX,n € N*) est donnée par

VK ~ Tn®¥n
n - ,
2T P




On remarque que u) =1+ > 7 ﬁ satisfait (Lxu®)(n) = 0 pour

tout n > 1 mais u° ¢ ¢?(r), et que la suite constante 1 satisfait
(Lk1)(n) = 0 pour tout n > 2.

Pour p petit, on cherche une bonne approximation de
(Lxu)(n) = —p up, de la forme

up = ud (1 +4,) pour n < K x,

et de la forme 1+ w, pour n> K x,.

La condition de matching (en n = [K x.]) des deux approximations
donne une équation pour pg(K). (cf. Levinson)

Pour le trou spectral p1(K) — po(K), nous établissons une inégalité de

Poincaré: pour tout y € ¢2(x) & support fini, on a

o)
K
0 Py = (oK) + oot ) Wy



Le cas multi-type; d > 1
On considére d > 1 espéces en compétition (pour les ressources).
N = (N, NET) € (N7,
Le générateur est donné par

—

Lif(ri KZ{ (i + eV — £ ))+D,~(£)(f(ﬁ—e0))—f(ﬁ)) .

Le champ de vecteurs B— D aun
unique point fixe X. € (Ry)? et toute
trajectoire issue de

B(0,R) N (R+)%\ {0} converge vers e
%o,

Descente de linfini:
Brmax(S) .

su <1/2.
s>? Diin(s) / 0

Y |Ix|| < R, (B(x) — D(x),x — x*) < —B||x]||[Ix = x*[|2.



On a des résultats similaires mais moins précis.

Théoreme
Il existe des constantes a; > 0, ..., a4 > 0 telles que pour tout K
large enough
e K < po(K) < e @K, py(K) > 2
- - ’ “logK

Il existe une unique QSD vX, le taux d’extinction est po(K),
et
sup dTV(Pﬁ(N,K €| To>1t), VK) < a, et
AENT\{0}

et il existe px(n) € (¢, 1] tel que pour
logK <« t < 1/po(K),

sup drv(]P’ﬁ(N,K e ), e Kip(7) yK+(1_e*Po<K>pr(ﬁ))5o) <1.
ReNd\{0}



On utilise la condition nécessaire et suffisante d’existence et unicité
de la QSD ainsi que la convergence en variation totale établie par N.
Champagnat et D. Villemonais, 2016.

Il'y a deux conditions.

Condition A1: II existeﬁdeux nombres positifs by et fy et une
probabilité # sur N9\ {0} telle que pour tout A de N\ {0}

inf  P5(Nf € A| To> o) > by 0(A) .
AeNd\ {0}

Notez qu’en général # n'est pas une QSD.
Dans notre cas, on prend la distribution uniforme sur B(K X,, VK).
Condition A2: il existe un nombre positif b, tel que

Py(To>t) > by sup Pz(To>t).
AN\ {0}



Sous ces deux hypothéses on a existence et unicité de la QSD vX et

sup dTV(Pﬁ(N[K c - ] To > l‘) , VK) < 2(1 — by bz)f/fo .
AeNd\ {0}

On doit prouver que pour K suffisamment grand, les constantes by et
b> peuvent étre choisies indépendamment de K et que

to = O(1)d |OgK.

La preuve repose sur la descente de l'infini, un bon choix de foncrion
de Lyapounov et des bornes inférieures pour les probabilités de
transition (mais le probléeme n’est génériquement pas auto-adjoint,
pas d'inégalité de Harnack disponible ni de borne gaussienne
connue).



Estimation pour des temps d’entrée et de sortie

Notre fonction de Lyapounov:

Il existe 0 < o < 1/2 et C > 0 tels que

o Al ||A — |2 L
L) < (oI TE L ) o),




Lemma

LetD_1 G Dy G Dy G D> G Nd\{ﬁ} , avec D> un compact et
(D2\Dy) " D_4 = 0 . Supposons qu'il existe une fonction positive ¢
définie dans N9\ {0} telle que

Lkp(n)

A= DzS\UDF: (1) -0
Soit
a= sup ¢(n),
AcDo\D_ 1
a = ﬁeiDr;f\m e(n),
aq - ﬁeLLn\fD,1 (p(ﬁ) .
Alors
inf  Pa(Tp, <t, Topp > Tp ) >1— 22 %0 gt

- /
Aic Dy \D_; a  a
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