CM9 : Méthodes de calcul d'intégrales : intégration par

parties

On note pour une fonction f définie sur l'intervalle [a; b]

Mb — F(b) — £(a).

Théoréme (Intégrations par parties)

Soit f et g deux fonctions dérivables de dérivées continues sur

[a; b] :
/ab F(e)e(e)it = [f6] - /ab F(6)e' (1) de



Un exemple

Calculer [, tcos(t)dt. On pose

f'(t) = cos(t) f(t) = sin(t)
gt)=t g(H=1
/OX tcos(t)dt = [sin(t)t]: - /OX sin(t)dt
/0 t cos(t)dt = sin(x)x + [cos(t)}:

/OX t cos(t)dt = sin(x)x + cos(x) — 1.



Exercice

En utilisant la formule d’intégration par parties ci-dessus, calculez :

X 27
h = / In(t) dt L= / x sin(x) dx
1 0




Une question

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. fab f(t)g(t)dt est
égale au

produit fab f(t)dt fabg(t)dt pour toutes les fonctions f et g,
et tous les a, b;

produit fab f(t)dt fabg(t)dt pour certaines fonctions f et g et
certains a, b;

Je ne sais pas.



Changement de variables

Theorem

Soit f une fonction continue sur un intervalle J, contenant a et b.
Soit u une fonction de classe C sur un intervalle | contenant o et
B tels que u(a) = a, u(B) = b et telle que Vx € [a; flu(x) € J
alors

/a  F(£)dt = /a ) (x)dx.



En pratique

Pour calculer f(f f(u(x))d'(x)dx on pose t = u(x) et dt = u/(x)dx,
et on change les bornes de l'intégrale en posant u(a) = a,

u(B) = b.

Exemple

Calcul de [? @dx.
Pour trouver u on se rappelle que (In(x))’ = 1.
Si on pose t = In(x) on a dt = Ldx.

Pour les bornes a = In(1), b =In(2) donc

/12 @dx = /I|(1()z) t dt = %[nﬁ(z) - |n2(1)]

/2 In(x) , _ In?(2)

X 2

Donc




Un autre exemple

Pour calculer fab f(t)dt on pose t = u(x) et dt = u'(x)dx,
on choisit « et 3 tels que u(a) = a, u(B) = b.

Calcul de [} /1 — t2dt.
On veut écrire 1 — t? sous forme d’un carré, on pose t = sin(x). On
a:

1 — t? = cos?(x)

(t €[0;1]).
On peut prendre oo = 0, pour que sin(a) = 0, et 3 = 5 pour que

sin(8) = 1,



Suite de |'exemple

Exemple

: [0, 5] — [0; 1] de classe C*
t = u(x) =sin(x), u'(x) = cos(x) ce qui donne dt = cos(x)
2], cos(x) = 0 donc

V1 —t2 = |cos(x)|. Pour x € [0, 5],
/ V1-—t2dt = / cos(x) cos(x)dx = /2 cos(x)?dx
0

X sin(2x)]§ o
0

2 1+cos(2x)d [
——dx = | = .
2 4 4

1
/ \/1—t2dt:/
0 0 2



Changement de variables pour les primitives

Theorem

Soit u une fonction de classe C sur un intervalle | et f une
fonction continue sur J = u(l) . Soit F est une primitive de f sur J
alors F o u est une primitive de u'(f' o u) sur I.

Démonstration.

En fait c'est la dérivée de la fonction composée
(Fou)(x) = (x)f'(u(x)). O

Exemple (u est une fonction de x :)

On veut calculer une primitive de lei J =]0,4o00[ On

nx
1

propose le changement de variable u(x) = In(x) car u'(x) = =. On
X

cherche | tel que u(l) = J . | =|1,4o00[ convient. On note
du = %dx, qui est la nouvelle variable,



Exemple

On prend 2 €]1, +oo[ par exemple,

Y dx In(y) 1
/2 = /| = du=In(Iny) —In(In(2))

xInx n(2) u

. 1

pour y > 1. Donc toutes les primitives de sur | =1, +o0
b%

sont de la forme In(Inx) + C . On peut montrer que toutes les

sur | =]0,1[ sont de la forme In(—Inx) + C,

primitives de |

en prenant u( ) In(x).



Exemple (x est une fonction de u : x(u))

On veut calculer une primitive de arcsin x. Ici | = [—1;1]. On pose
x = sin(u), et dx = cos(u)du. On a

y arcsin(y)
/ arcsin x dx :/ arcsin(sin(u)) cos(u)du
0

arcsin(y)
= / ucos(u)du
0

o



Exemple

arcsin(y)

/0 arcsin x dx = [cos(u) + usin(u)]o
= cos(arcsin(y)) arcsin(y)y — 1

pour y € [—1;1]. Donc

y
/ arcsinx dx = /1 — y? + arcsin(y)y — 1
0



Exercice

En utilisant la formule de changement de variable ci-dessus,
calculez :

m une primitive de \/x cos (1/x)

m une primitive de cos?(x)sin(x)
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