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1 Fondements géométriques

1.1 Systèmes et solutions

Un système polynomial réel ou complexe est la donnée d’une application

f = (f1, · · · , fn) : Kn → Kn

où fi = fi(z1, · · · , zn) est un polynôme à coefficients dans K. Ici K = R ou C.
L’espace des systèmes avec deg fi ≤ di est noté Pd.

Un zéro de ce système est un vecteur en lequel ce système est nul. Ce zéro peut
être réel ou complexe.

Il est d’usage de considérer aussi le système homogène associé à f . Il est
défini par

F = (F1, · · · , Fn) : Kn+1 → Kn

avec

Fi(z0, z1, · · · , zn) = zdi
0 f

(
z1

z0

, · · · , zn
z0

)
lorsque deg fi ≤ di. L’espace des systèmes homogènes F avec degFi = di est noté
Hd, d = (d1, · · · , dn).

Un zéro de F est un vecteur non nul z = (z0, z1, · · · , zn) ∈ Kn+1 en lequel ce
système est nul. Comme F est homogène, il annule toute la droite K(z0, z1, · · · , zn)
et définit donc un point de l’espace projectif Pn(K) = P(Kn+1).
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1



Le rapport entre zéros de f et zéros de F est le suivant :

F (z0, z1, · · · , zn) = 0 et z0 6= 0 si et seulement si f

(
z1

z0

, · · · , zn
z0

)
= 0

en particulier

F (1, z1, · · · , zn) = 0 si et seulement si f(z1, · · · , zn) = 0.

On parle alors de zéro affine. Lorsque F (0, z1, · · · , zn) = 0 on dit que c’est un
zéro à l’infini.

Par exemple le système

f(z1, z2) = (z2
1 + z2

2 − 1, (z1 − 1)2 + z2
2 − 1)

a pour solutions

(z1, z2) =

(
1

2
,±
√

3

2

)
.

Le système homogène associé est

F (z0, z1, z2) = (z2
1 + z2

2 − z2
0 , (z1 − z0)2 + z2

2 − z2
0).

Il a pour solutions (
1,

1

2
,±
√

3

2

)
et (0, 1,±i) .
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Deux solutions à l’infini viennent s’ajouter aux précédentes.

L’espace des solutions sera, suivant les cas considérés :

Rn, Cn, Pn(R), Pn(C).

L’exemple précédent montre l’intérêt de considérer l’espace projectif Pn (C) comme
espace des solutions ce que nous ferons désormais.

Comme tout multiple d’un système a les mêmes zéros que le système lui même
nous considérerons au lieu de Pd et Hd les espaces projectifs associés : P (Pd)
et P (Hd). Encore une fois, au vu de l’exemple précédent, nous préférerons le
contexte homogène.

Nous introduisons enfin la variété problèmes-solutions

V = {(F, z) ∈ P (Hd)× Pn (C) : F (z) = 0}

et nous lui associons les restrictions Π1 et Π2 des projections sur les espaces de
coordonnées :

Pr1 : (F, z) ∈ P (Hd)× Pn (C)→ F ∈ P (Hd)

et
Pr2 : (F, z) ∈ P (Hd)× Pn (C)→ z ∈ Pn (C) .
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1.2 La structure de variété riemannienne de V
Pn (C) est muni d’une structure de variété différentiable et l’espace tangent
à z ∈ Pn (C) est identifié à

TzPn (C) = z⊥ =
{
u ∈ Cn+1 : 〈u, z〉 = 0

}
.

On munit enfin Pn (C) de la stucture riemannienne définie par le produit
scalaire

〈·, ·〉z =
〈·, ·〉
〈z, z〉

sur l’espace tangent sur TzPn (C). La longueur d’un arc de courbe (absolu-
ment continue) γ : [0, 1]→ Pn (C) est donnée par l’intégrale :

L(γ) =

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddtγ(t)

∥∥∥∥
γ(t)

dt.

À ce dernier concept, nous associons celui de distance riemannienne dR qui
est l’infimum des longueurs des courbes reliant deux points. Dans le cas présent,

dR(u, v) = arccos
|〈u, v〉|
‖u‖ ‖v‖

est l’angle fait par les droites issues de u et v.

Une autre distance, souventefois utilisée, est la distance projective définie par

dP (u, v) = sin dR(u, v).

Hd est muni du produit scalaire hermitien suivant

〈F,G〉d =
n∑
i=1

〈Fi, Gi〉di
.

Le produit hermitien 〈Fi, Gi〉di
est défini de la façon suivante : posons

α = (α0, α1, · · · , αn) ∈ Nn+1, |α| = α0 + α1 + · · ·+ αn,

(
di
α

)
=

di!

α0!α1! · · ·αn!

ainsi que

Fi =
∑
|α|=di

aαz
α, Gi =

∑
|α|=di

bαz
α, avec zα = zα0

0 zα1
1 · · · zαn

n .
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Alors

〈Fi, Gi〉di
=
∑
|α|=di

(
di
α

)−1

aαbα =
(di + n)!

di!2πn+1

∫
S2n+1

Fi(z)Gi(z)dz.

Cette dernière identité montre que

〈Fi ◦ U,Gi ◦ U〉di
= 〈Fi, Gi〉di

pour toute transformation unitaire U ∈ Un+1. La structure riemannienne de
P (Hd) est définie de façon identique à celle de Pn (C).

V est une sous-variété différentiable du produit P (Hd)× Pn (C) et sa dimen-
sion complexe est

dimC V = dimC P (Hd) .

L’espace tangent en un couple (F, z) ∈ V est décrit par les trois équations suiv-
antes

T(F,z)V =
{

(Ḟ , ż) ∈ Hd × Cn+1 :
〈
Ḟ , F

〉
= 0, 〈ż, z〉 = 0, DF (z)ż + Ḟ (z) = 0

}
.

Cet espace tangent est muni du produit scalaire

〈·, ·〉(F,z) = 〈·, ·〉F + 〈·, ·〉z

de sorte que la longueur d’une courbe Γ(t) = (Ft, zt) ∈ V , 0 ≤ t ≤ 1, est

L(Γ) =

∫ 1

0

√∥∥∥∥ ddtFt
∥∥∥∥2

Ft

+

∥∥∥∥ ddtzt
∥∥∥∥2

zt

dt.

1.3 Variété critique et variété discriminante

Les paires (F, z) ∈ V sont de deux types suivant que z est une racine simple de
F ou bien multiple. Mais qu’est-ce qu’une racine simple ?

Théorème 1.1 Soit (F, z) ∈ V c’est-à-dire que F (z) = 0. Il y a équivalence
entre :

1. DF (z) : Cn+1 → Cn est de rang n,

2. DF (z) |z⊥ : z⊥ → Cn est inversible,

3. DΠ1(F, z) : T(F,z)V → TFP (Hd) est un isomorphisme.
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Dans ce cas,
Π1 : V → P (Hd)

est un difféomorphisme d’un voisinage de (F, z) ∈ V sur un voisinage de F ∈
P (Hd) et l’on dit que z est une racine simple de F ou bien que (F, z) est un
problème bien posé. Dans le cas contraire on parle de racine multiple ou
bien de problème mal posé.

Ceci conduit à deux nouveaux concepts : la variété critique Σ′ ⊂ V est
l’ensemble des problèmes mal posés (F, z) ∈ V . C’est une sous-variété algébrique
de V de codimension complexe 1.

La variété discriminante Σ ⊂ P (Hd) est la projection de Σ′ sur P (Hd). C’est
l’ensemble des systèmes qui possèdent une racine multiple. La variété discrimi-
nante est une sous-variété algébrique de P (Hd), elle aussi, de codimension com-
plexe 1.

Cette affaire de codimension complexe 1 c’est-à-dire de codimension réelle
2 fait que, génériquement, une courbe dans V reliant deux problèmes biens posés
(F0, z0) et (F1, z1) ne rencontre pas Σ′.

De la même manière, en général, une courbe dans P (Hd) reliant deux systèmes
F0 et F1 sans racines multiples ne rencontre pas Σ. Cette possibilité est à la base
des méthodes d’homotopie.
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1.4 Le théorème de Bézout

Étienne Bézout naquit à Nemours en 1730 et mourut à Basses-Loges en 1783.
On lui doit le théorème suivant :

Théorème 1.2 (Bézout) Un système polynomial F ∈ P (Hd) \ Σ possède B =
d1× · · ·× dn zéros distincts dans Pn (C); B est appelé le nombre de Bézout de
P (Hd).

Ce théorème est en défaut si l’on ne considère que les solutions réelles y
compris celles à l’infini, ou bien que les solutions affines, réelles ou complexes,
comme on peut le voir sur l’exemple des deux cercles.

1.5 Le cas réel

On peut définir les versions réelles des concepts introduits : systèmes polyno-
miaux à coefficients réels : P (Hd(R)), solutions réelles : Pn (R), variété
systèmes-solutions : VR ⊂ P (Hd(R))×Pn (R), variété critique : Σ′R ⊂ VR et
variété discriminante : ΣR ⊂ P (Hd(R)).

À la différence du cas complexe P (Hd(R))\ΣR possède au moins B composantes
connexes ce qui ne permet pas toujours de connecter deux systèmes réels sans
passer par un système singulier. Cette difficulté est amoindrie si l’on se place
dans la variété systèmes-solutions VR. En effet,

Théorème 1.3 (Beltrán-Shub) VR \ Σ′R ⊂ P (Hd(R)) × Pn (R) est connexe sauf
lorsque n > 1 et que n et d1 + · · ·+dn−1 sont pairs. Dans ce cas VR \Σ′R possède
2 composantes connexes.

Références : Beltrán-Shub [7]

2 Conditionnement

2.1 Variations infinitésimales des zéros d’un système

Soit (F, z) ∈ V \ Σ′. Nous avons vu que

DΠ1(F, z) : T(F,z)V → TFP (Hd)

est un isomorphisme de sorte que, par le théorème d’invertion locale, on peut
inverser localement la projection Π1. Par composition avec la projection Π2 on
obtient l’application solution

S(F,z) = Π2 ◦ Π−1
1 : VF ⊂ P (Hd)→ Vz ⊂ Pn (C)
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qui à tout système G proche de F associe un zéro zG proche de z. Les variations
au premier ordre de z en termes des variations de F sont décrites par la dérivée
DS(F,z)(F ) qui est donnée par

DS(F,z)(F ) : TFP (Hd)→ TzPn (C) , ż = DS(F,z)(F )(Ḟ ) = − (DF (z)|z⊥)−1 Ḟ (z).

2.2 Le conditionnement

Les structures riemanniennes introduites sur P (Hd) et Pn (C) induisent une norme
d’opérateur sur L (TFP (Hd) , TzPn (C)). Le conditionnement de F en z est la
norme de l’opérateur DS(F,z)(F ) :

µ(F, z) = max
Ḟ∈TF P(Hd)

∥∥∥DS(F,z)(F )(Ḟ )
∥∥∥
z∥∥∥Ḟ∥∥∥

F

= ‖F‖
∥∥∥(DF (z)|z⊥)−1 Diag

(
‖z‖di−1

)∥∥∥
où la dernière norme est la norme d’opérateur associée aux espaces Cn et Cn+1.
On étend cette définition à (F, z) ∈ V en posant

µ(F, z) =∞

lorsque (F, z) est mal posé c’est à dire lorsque DF (z)|z⊥ n’est pas inversible.

2.3 Conditionnement et distance aux problèmes mal posés

Le conditionnement normalisé est une variante de µ(F, z) définie par

µnorm(F, z) = ‖F‖
∥∥∥(DF (z)|z⊥)−1 Diag

(
‖z‖di−1 d

1/2
i

)∥∥∥ .
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Le conditionnement normalisé µnorm(F, z) s’obtient de façon identique au condi-
tionnement µ(F, z) mais en utilisant la structure hermitienne

〈F,G〉(d, norm) =
n∑
i=1

d−1
i 〈Fi, Gi〉di

surHd au lien de la structure produit décrite précédemment. Notons Σ′z l’ensemble
des problèmes mal posés en z :

Σ′z = {(G, z) ∈ V : (G, z) ∈ Σ′} = Σ′ ∩ Π−1
2 (z).

Munissons la fibre Π−1
2 (z) de la distance induite par la distance projective de

P (Hd) : sinus de l’angle fait par deux systèmes mesuré via 〈·, ·〉d. On pose alors,
pour tout (F, z) ∈ V ,

ρ(F, z) = min
(G,z)∈Σ′z

dP (F,G).

On a

Théorème 2.1 (Shub-Smale) Pour tout (F, z) ∈ V

µnorm(F, z) =
1

ρ(F, z)
.

Ce théorème donne une version quantifiée du fait suivant : les problèmes mal
conditionnés sont ceux qui sont proches des problèmes mal posés. Et, bien
évidemment, les problèmes mal conditionnés sont ceux qui vont poser de gros
problèmes numériques.

Références : Blum-Cucker-Shub-Smale [8], Shub-Smale [18], [11].

3 Homotopies

3.1 Principe de base

Étant donné un système F1 ∈ P (Hd) dont nous souhaitons trouver un zéro z1 ∈
Pn (C), la méthode d’homotopie consiste à englober ce problème particulier
au sein d’une famille Ft ∈ P (Hd), 0 ≤ t ≤ 1, dont nous allons suivre les avatars1.

Théorème 3.1 Étant donnés une courbe Ft ∈ P (Hd) \ Σ, 0 ≤ t ≤ 1, de classe
C1 et un zéro z0 ∈ Pn (C) de F0, il existe une unique courbe zt ∈ Pn (C) qui soit
C1 et qui satisfasse (Ft, zt) ∈ V.

Ainsi, il suffit de suivre la courbe zt depuis t = 0 pour aboutir, en t = 1, au z1

cherché. Ceci pose deux problèmes. Comment transformer cette idée géométrique
en un algorithme et quelle est sa complexité ?

1Stricto sensu, un avatar est une incarnation du dieu Vichnou ou d’une autre divinité de la
religion hindoue.

9



3.2 Exemples

L’homotopie linéaire : Ft = (1− t)F0 + tF1, l’homotopie polyédrale qui conserve
la structure monomiale donnée c’est-à-dire le polytope de Newton du système
que l’on souhaite résoudre, les homotopies multihomogènes. Les géodésiques du
conditionnement que nous introduirons plus loin fournissent d’autres exemples.

Références : Allgower-Georg [1], Li [14], Sommese-Wampler [21]

3.3 Prédiction-correction

Au sein du contexte homogène que nous avons choisi, nous voyons que l’équation
de base,

Ft(zt) = 0, Ft et z0 donnés,

est équivalente au problème de condition initiale

d

dt
Ft(zt) = Ḟt(zt) +DFt(zt)(żt) = 0, z0 donné,

(nous notons ici Ḟt et żt les dérivées par rapport à t) c’est-à-dire

żt = −
(
DFt(zt)|zt

⊥

)−1
Ḟt(zt), z0 donné.

Ainsi zt peut aussi être décrite comme la solution d’une équation différentielle
ordinaire.

Nous discrétisons cette équation en remplaçant l’intervalle [0, 1] par la suite 0 =
t0 < t1 < · · · < tk = 1, les zéros zti par des approximations xi et les dérivées par
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rapport à t par des différences divisées. On obtient

xi+1 − xi
ti+1 − ti

= −
(
DFi+1(xi)|xi

⊥

)−1 Fi+1(xi)− Fi(xi)
ti+1 − ti

et comme Fi(xi) est sensé être proche de zéro on obtient le shéma

xi+1 = xi −
(
DFi+1(xi)|xi

⊥

)−1
Fi+1(xi)

que l’on note
xi+1 = NFi+1

(xi).

L’algorithme obtenu est le suivant :

• Entrée : Fi, 0 ≤ i ≤ k, et x0 avec F0(x0) = 0,

• Itération : xi+1 = NFi+1
(xi), 1 ≤ i ≤ k − 1,

• Sortie : xk.

La complexité de cet algorithme est mesurée par le nombre k d’étapes nécessaires
pour obtenir un zéro approché xk de Fk. Nous allons préciser ce concept.

3.4 La méthode de Newton projective

Pour un système homogène F (z) = 0 avec F : Cn+1 → Cn la méthode de
Newton projective (Shub, XX siècle) est définie par

NF (x) = x− (DF (x)|x⊥)−1 F (x).
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Noter que NF (z) n’est définie que si le rang de DF (x) est maximum, c’est-à-dire
n, et que y = NF (x) n’est autre que la solution de l’équation linéarisée

F (x) +DF (x)(y − x) = 0, y − x ∈ TxPn (C) .

On vérifie que c’est une itération bien définie sur Pn (C).

Nous dirons que x ∈ Pn (C) est un zéro approché de F associé au zéro z
lorsque la suite de Newton projective x0 = x, xi+1 = NF (xi), est définie et vérifie

dP (xi, z) ≤
(

1

2

)2i−1

dP (x0, z).

Ici dP est le sinus de l’angle des droites issues des points considérés.

L’invariant gamma est défini pour tout (F, z) ∈ V par

γ(F, z) = ‖z‖ sup
k≥2

∥∥∥∥∥(DF (z) |z⊥ )−1DkF (z)

k!

∥∥∥∥∥
1

k−1

ou bien ∞ lorsque DF (z) n’est pas de rang maximum. Il permet de donner la
taille d’une boule centrée en z constituée de zéros approchés de F associés à z :

Théorème 3.2 Soit (F, z) ∈ V et soit x ∈ Pn (C) tel que

dP (z, x) ≤ 3−
√

7

2γ(F, z)
.

Alors x est un zéro approché de F associé à z.

Un second résultat permet d’estimer l’invariant gamma en termes du condition-
nement :

Théorème 3.3 Soient (F, z) ∈ V et D = max di. On a :

γ(F, z) ≤ D3/2

2
µnorm(F, z).

Références : Blum-Cucker-Shub-Smale [8], Shub-Smale [18], Dedieu
[12], [11]
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3.5 Retour aux méthodes de prédiction-correction

Les résultats du paragraphe précédent montrent que la suite construite par la
méthode de prédiction-correction ne réalisera notre objectif que si

dP (zi, xi) ≤
3−
√

7

2γ(Fi, zi)
, 0 ≤ i ≤ k,

ce qui sera réalisé lorsque

dP (zi, xi) ≤
3−
√

7

D3/2µnorm(Fi, zi)
= (3−

√
7)D−3/2ρ(Fi, zi), 0 ≤ i ≤ k.

On voit bien que l’on a tout intérêt à rester éloigné des problèmes mal posés, sans
quoi il faudra faire de tout2 petits pas et accrôıtre le nombre d’étapes de notre
algorithme.

Un résultat essentiel de complexité est alors donné par :

Théorème 3.4 (Shub-Smale) Étant donné une courbe Ft ∈ P (Hd) \ Σ, 0 ≤ t ≤
1, un zéro z0 of F0 et la courbe relevée correspondante (Ft, zt) ∈ V \ Σ′, il existe
une subdivision

0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1

telle que la suite xi construite par l’algorithme de prédiction-correction ci-dessus
soit constituée de zéros approchés des Fi correspondant aux zéros zi et que

k ≤ CD3/2µnorm(F, z)2LF .

2”tout petits pas” et pas ”tous petits pas” !
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C est une constante absolue, LF la longueur de la courbe Ft dans P (Hd) et

µnorm(F, z) = sup
0≤t≤1

µnorm(Ft, zt)

est le conditionnement de la courbe relevée.

3.6 Remarques

• LF =

∫ 1

0

∥∥∥Ḟt∥∥∥
Ft

dt.

• Pour une homotopie linéaire LF ≤ π/2 le diamètre de P (Hd).

• Le terme dominant de cette borne est µnorm(F, z)2. Son estimation statis-
tique dans le cas d’homotopies linéaires lorsqu’une extrémité est fixée et
que l’autre varie a fait l’objet de nombreux travaux.

Références : Blum-Cucker-Shub-Smale [8], Shub-Smale [18], [19], [20],
Beltrán-Pardo [4], [5] .

4 Géodésiques du conditionnement

4.1 Motivations

Nous avons vu que la complexité des algorithmes de prédiction-correction était
plombée par le passage près des problèmes mal posés. Pour éviter cet inconvénient,
nous souhaitons suivre des courbes dans la variété problèmes-solutions qui s’écartent
de la variété critique tout en restant aussi courtes que possible !

Un cas modèle est celui de la géométrie hyperbolique. Notons

H = {z ∈ C : =z > 0}

le demi-plan de Poincaré. Un arc de courbe absolument continu z(t) ∈ H, 0 ≤
t ≤ 1, a pour longueur euclidienne

L(z) =

∫ 1

0

|ż(t)| dt

et l’arc ayant la longueur la plus courte parmi ceux qui relient deux points donnés
z0 et z1 ∈ H est le segment reliant ces deux points.

Si l’on rajoute l’exigence rester loin du lieu critique défini par =z = 0, on
est amené à considérer l’intégrale

Lκ(z) =

∫ 1

0

|ż(t)|
=z(t)

dt.
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La courbe optimale reliant z0 et z1 ∈ H au sens de cette nouvelle longueur n’est
plus le segment qui les relie mais l’arc de cercle passant par ces points et centré
sur l’axe réel =z = 0. C’est le meilleur compromis entre longueur la plus courte
et éloignement de l’axe des abscisses.

4.2 La métrique du conditionnement

Nous allons faire exactement la même chose en considérant, dans la variété
problèmes-solutions V , non plus la longueur associée à la structure riemannienne
habituelle

L(F, z) =

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddt (Ft, zt)

∥∥∥∥
(Ft,zt)

dt

avec ∥∥∥(Ḟ , ż)
∥∥∥2

(F,z)
=

∥∥∥Ḟ∥∥∥2

‖F‖2 +
‖ż‖2

‖z‖2

où (Ḟ , ż) ∈ T(F,z)V , mais la longueur du conditionnement

Lκ(F, z) =

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddt (Ft, zt)

∥∥∥∥
(Ft,zt)

µnorm(Ft, zt)dt.

De cette longueur nous déduisons un concept de distance ; la distance du con-
ditionnement entre deux paires (F0, z0) et (F1, z1) ∈ V \ Σ′ est l’infimum des
longueurs des courbes absolument continues qui relient (F0, z0) et (F1, z1) :

dκ((F0, z0), (F1, z1)) =
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inf {Lκ(F, z) : (F (0), z(0)) = (F0, z0), (F (1), z(1)) = (F1, z1)} .

Une courbe qui réalise ce minimum, reparamétrée3 par l’abcisse curviligne, est
appelée géodésique du conditionnement.

4.3 Métrique du conditionnement et complexité

La métrique du conditionnement est un outil naturel pour mesurer la complexité
des méthodes de prédiction-correction comme le montre le résultat suivant :

Théorème 4.1 (Shub) Étant donné une courbe C1, (Ft, zt) ∈ V \ Σ′, 0 ≤ t ≤ 1,

k ≤ CD3/2Lκ(F, z)

étapes de l’algorithme de prédiction-correction sont suffisantes pour réaliser notre
programme de calcul de zéros approchés.

Comme

Lκ(F, z) ≤ µnorm(F, z)L(F, z) ≤ µnorm(F, z)µ(F, z)LF ≤ µnorm(F, z)2LF

la borne obtenue ici améliore celle du théorème 3.4.

CD3/2Lκ(F ) ≤ CD3/2µnorm(F, z)2LF .

Nous avons donc tout intérêt à suivre les géodésiques du conditionnement !

L’exemple suivant montre que de telles courbes peuvent avoir une longueur très
courte. Posons

G = (d
1/2
1 zd1−1

0 z1, . . . , d
1/2
n zdn−1

0 zn), and e0 = (1, 0, . . . , 0).

Théorème 4.2 (Beltrán-Shub) Soit (F, ζ) ∈ V \Σ′. Il existe une courbe qui con-
necte (G, e0) and (F, ζ) et dont la longueur pour la métrique du conditionnement
vérifie

Lκ ≤ 9nD3/2 + 2
√
n ln

(
µnorm(F, ζ)√

n

)
.

Suivant une telle courbe, nous obtiendrions une complexité bornée par le loga-
rithme du conditionnement du système à atteindre au lieu du carré du condi-
tionnement de la courbe suivie ! Cette construction a hélas un point faible : elle
suppose que notre problème initial est déjà résolu !

Références : Beltrán-Shub [17], [6]

3Du verbe ”paramétrer”. Le verbe ”paramétriser” est à proscrire.
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4.4 Extension du concept

Considérons, au lieu de V , une variété riemannienne

(M, 〈·, ·〉)

de classe C2. Donnons nous une fonction

α :M→ R

localement lipschitzienne et à valeurs positives. NotonsMκ la variétéM équipée
de la nouvelle métrique

〈·, ·〉κ,x = α(x)〈·, ·〉x
que nous appelons métrique du conditionnement.

De même que pour V on associe à Mκ un concept de longueur Lκ, une distance
dκ et un concept de géodésique. On obtient alors un espace de longueur à la
Gromov.

Les exemples que nous avons en vue sont les suivants

1. V et α(F, z) = µnorm(F, z)2,

2. H et α(z) = (=z)−2,

3. Pour deux entiers 1 ≤ n ≤ m, notons par GLn,m les matrices X ∈ Kn×m

de rang maximum : rang X = n, K = R or C. Les valeurs singulières de
X ∈ GLn,m sont rangées par ordre décroissant :

σ1(X) ≥ . . . ≥ σn−1(X) ≥ σn(X) > 0.

La métrique du conditionnement dans GLn,m est définie par

〈·, ·〉κ,X = 〈·, ·〉F σn(X(t))−2

où
‖M‖2

F =
∑
|mij|2

est la norme de Frobenius de la matrice M .

4. Soit N une sous-variété sans bord de classe Ck, k ≥ 2, contenue dans Rj.
Posons

d(x,N ) = inf
y∈N
‖x− y‖

la distance euclidienne de x ∈ Rj à N .

U = Rj \ N , α(x) = d(x,N )−2

fournit un dernier exemple.
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4.5 Quelques problèmes

1. Théorème de Hopf-Rinow : dans de tels espacesMκ sous quelles conditions
existe-t-il une géodésique reliant deux points donnés ? Il suffit queMκ soit
complet et localement compact.

2. De telles géodésiques sont-elles uniques ?

3. Quelle est leur régularité ?

4. Comment les caractériser ?

5 Propriétés de la métrique du conditionnement

Nous avons équipé V \ Σ′ de la longueur Lκ qui nous a servi à construire la
distance dκ. On a :

Théorème 5.1 (Shub) V \ Σ′ est, pour la ”distance” dκ, un espace métrique
complet, localement compact, et l’infimum définissant dκ est un minimum.

Une difficulté sérieuse, pour prouver ce théorème, provient du fait la métrique dκ
n’est pas une métrique riemannienne. Cela est dû au fait que µnorm n’est pas
de classe C1 mais seulement localement lipschitzienne.

On a un théorème identique pour H et pour GLn,m.

Comme dans le cas riemannien, on peut étendre le concept de géodésique à des
courbes absolument continues qui sont paramétrées par l’abscisse curviligne et
qui sont localement des géodésiques minimisantes. On démontre alors

Théorème 5.2 (Beltran-Boito-Dedieu-Malajovich-Shub-Pugh) SoitM une variété
différentiable de classe C2 équipée d’une structure Lipschitz-riemannienne. Toute
géodésique est de classe C1 + Lip = W 2,∞.

Références : Beltrán-Shub [17], [6], Beltrán-Dedieu-Malajovich-Shub
[2], [3], Boito-Dedieu [9], Pugh [16]

6 Comment les calculer ?

Le calcul des géodésiques minimisantes peut être modélisé de la façon suivante :

min

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddt (Ft, zt)

∥∥∥∥
(Ft,zt)

µnorm(Ft, zt)dt
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sous les contraintes {
(F, z) ∈ W 1,1([0, 1],V),
(F0, z0) et (F1, z1) donnés.

Il s’agit là d’une instance du problème de Bolza

min

∫ 1

0

H(X(t), Ẋ(t))dt

où X : [0, 1] → M ⊂ RN est absolument continue, à valeurs dans une sous-
variété différentiable M de RN , et vérifie les conditions aux limites : X(0) et
X(1) donnés.

Lorsque l’intégrande H est régulier et lorsque M = RN , les solutions du
problème de Bolza satisfont l’équation d’Euler-Lagrange avec conditions aux
limites : 

− d

dt

∂

∂Ẋ
H(X, Ẋ) +

∂

∂X
H(X, Ẋ) = 0

X(0) = X0, X(1) = X1.

La longueur du conditionnement échappe à ce contexte puisque H(X, Ẋ) n’est
pas différentiable en la variable X mais seulement localement lipschitzienne. On
obtient alors, en utilisant le gradient généralisé de Clarke une inclusion
différentielle.

Soit f une application localement lipschitzienne définie sur un ouvert Ω d’un
espace euclidien E. La dérivée directionnelle de f en x dans la direction
d ∈ E, d 6= 0, est

f o(x, d) = lim sup
y → x
t→ 0+

f(y + td)− f(y)

t

et le gradient généralisé de f en x est le sous-ensemble convexe, compact, non
vide de E donné par

∂f(x) = {s ∈ E : 〈s, d〉 ≤ f o(x, d) for all d ∈ E} .

Lorsque f ∈ C1(Ω) le gradient généralisé est identique au gradient usuel :

∂f(x) = {∇f(x)} .

Plus généralement (Théorème de Rademacher)

∂f(x) = co
{

lim
i→∞
∇f(xi) : xi → x, ∇f(xi) existe et lim

i→∞
∇f(xi) existe

}
.
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6.1 L’équation d’Euler-Lagrange généralisée

La solution du problème de Bolza décrit ci-dessus est solution d’une inclusion
différentielle comme le montre le

Théorème 6.1 (Clarke) Supposons que H(X, Ẋ) soit localement lipschitzienne,
que X soit une solution du problème de Bolza et que Ẋ ∈ L∞([0, 1]). Alors, il
existe une application absolument continue P : [0, 1]→ RN telle que{

Ṗ (t) ∈ ∂XH(X(t), Ẋ(t))

P (t) ∈ ∂ẊH(X(t), Ẋ(t)) a.e.

Les méthodes de calcul de problèmes aux limites sont fondées sur des méthodes
de tir ce qui nécessite à chaque étape la résolution d’un problème de condition
initiale. De telles méthodes sont inapplicables ici parce que le problème de condi-
tion initiale associé à une inclusion différentielle n’a pas, en général, de solution
unique.

Pour ces raisons, nous avons choisi d’utiliser

1. Une approximation de l’espace{
X ∈ W 1,1([0, 1],M) : X(0) et X(1) donnés

}
par un espace de dimension finie E,

2. Une approximation S(X) de l’intégrale

∫ 1

0

H(X(t), Ẋ(t))dt,

3. Une méthode de résolution du problème

min
X∈E

S(X).

6.2 Le cas linéaire

Donnons nous deux entiers 1 ≤ n ≤ m et notons par GLn,m les matrices A ∈
Kn×m de rang maximum : rang A = n, K = R or C. Les valeurs singulières de
A ∈ GLn,m sont rangées par ordre décroissant :

σ1(A) ≥ . . . ≥ σn−1(A) ≥ σn(A) > 0.

La métrique du conditionnement dans GLn,m est définie via l’intégrale

Lκ(X) =

∫ 1

0

∥∥∥∥ ddtX(t)

∥∥∥∥
F

σn(X(t))−1dt
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où X(t) ∈ GLn,m est une courbe absolument continue et où

‖M‖2
F =

∑
|mij|2

est la norme de Frobenius de la matrice M .

L’approximation de X(t) a été réalisée par des expressions du type

X0 + (X1 −X0)t+ A1 sin(πt) + A2 sin(2πt) + · · ·+ AN sin(Nπt)

(avec N = 10) et le problème d’optimisation correspondant a été résolu par
l’algorithme BFGS. Les résultats obtenus ont toujours été en accord avec nos
connaissances théoriques.

Les trois dessins qui suivent montrent des exemples de géodésiques du condition-
nement dans l’espace des matrices 2 × 2 symétriques et définies positives. Elles
sont constituées d’arcs de cercles et de segments de droites, ces courbes sont de
classe C1.

Références : Beltrán-Dedieu-Malajovich-Shub [2], [3], Boito-Dedieu
[9], Overton [15]
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7 Auto-convexité

7.1 Définition

On veut savoir si, le long d’une géodésique pour la métrique du conditionnement,
on évite effectivement les problèmes mal conditionnés. On peut reformuler cette
question de la façon suivante :

Étant donné une telle géodésique (Ft, zt) dans V \ Σ′, est-ce-que le maximum de
µnorm(Ft, zt) est nécessairement atteint aux extrémités de cet arc ? C’est-à-dire :
est-ce-que t→ µnorm(Ft, zt) est une fonction quasi-convexe ?

Une propriété plus forte est la convexité de t→ µnorm(Ft, zt).

Une propriété encore plus forte est la log-convexité de t → µnorm(Ft, zt) c’est-
à-dire la convexité de t→ log (µnorm(Ft, zt))

Nous appelons auto-convexité du conditionnement cette dernière propriété.

7.2 Extension

Le concept d’auto-convexité peut être étendu à des situations plus générales. On
se donne une variété riemannienne

(M, 〈·, ·〉)

et une fonction α :M→]0,∞[ localement lipschitzienne. Nous définissons (voir
ci-dessus) Mκ, par

(M, 〈·, ·〉m α(m))

Nous dirons que α est auto-convexe lorsque log ◦α est convexe le long de toute
géodésique de Mκ.

On caractérise cette propriété dans le cas lisse par :

Proposition 7.1 Lorsque α : M → R est de classe C2, l’auto-convexité de α
est equivalente à

2α(x)D2α(x)(ẋ, ẋ) + ‖Dα(x)‖2
x‖ẋ‖2

x − 4(Dα(x)ẋ)2 ≥ 0

pour tout x ∈M et pour tout vecteur ẋ ∈ TxM, l’espace tangent en x.

Il est facile de voir que 1/=z est auto-convexe dans le demi-plan de Poincaré H.

Un autre exemple est donné par α(x) = d(x,N )−2 lorsque l’on se restreint à
l’ensemble M des points de U = Rj \ N qui ont une unique projection sur N .
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7.3 Auto-convexité dans GLn,m

Rappelons que la métrique du conditionnement dans GLn,m est donnée par le
produit scalaire sur TXGLn,m défini par

〈·, ·〉Fσn(X)−2.

Théorème 7.1 (Beltrán-Dedieu-Malajovich-Shub) σ−1
n est auto-convexe dans GLn,m.

La preuve est (à l’heure actuelle) particulièrement longue et difficile. Elle
utilise trois arguments principaux :

1. Un découpage de GLn,m en sous-variétés différentiables dans lesquelles les
valeurs singulières sont de mêmes multiplicités,

2. L’application de la proposition précédente à ce cas lisse,

3. Une technique de recollement.

Références : Beltrán-Dedieu-Malajovich-Shub [2], [3]

8 Quelques problèmes ouverts

1. Comment étendre au cas polynomial le calcul des géodésiques effectué dans
le cas linéaire ? (Travail en cours).

2. La propriété d’auto-convexité, ou une propriété plus faible, est-elle satisfaite
dans le cas polynomial ?

3. Les géodésiques du conditionnement dont les extrémités sont données et
suffisamment proches sont-elles uniques ?

4. Peut-on étendre ces résultats à des structures LR générales et pas seulement
aux structures conformes ?
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