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Correction TD2 de Probabilités

4 Décembre 2015

Correction 1. Soient 1 ≤ p ≤ q. Posons k = q
p et l = p

q−p . On a que k ≥ 1
et 1

k + 1
l = 1. En appliquant l’inégalité de Hölder aux fonctions x ∈ R 7→ |x|p et

x ∈ R 7→ 1, avec les exposants k et l, on obtient

E |X|p =
∫
|x|pdµ(x) ≤

(∫
|x|qdµ(x)

) p
q
(∫

1ldµ(x)
) q−p

p

.

Or µ est une mesure de probabilité, donc

E |X|p ≤
(∫
|x|qdµ(x)

) p
q

= (E|X|q)p/q .

Si E|X|q = +∞, alors l’inégalité demandée est claire. Sinon, d’après l’inégalité
ci-dessus on a que E|X|p < +∞. En passant à la racine pième, on en conclut que

(E|X|p)1/p ≤ (E|X|q)1/q .

Correction 2. 1. On a∫ +∞

0
f ′(t)P (X > t) dt =

∫
f ′(t)1t>0

(∫
1x>tdµ(x)

)
dt.

D’après le théorème de Fubini-Tonnelli, on a∫ +∞

0
f ′(t)

∫
1x>tdµ(x)dt =

∫ (∫
1t>01x>tf

′(t)dt
)
dµ(x)

=
∫ (∫ x

0
f ′(t)dt

)
dµ(x).

Comme f est de classe C1, on a∫ +∞

0
f ′(t)

∫
1x>tdµ(x)dt =

∫
[f(t)]x0 dµ(x),

=
∫
f(x)dµ(x),

car f(0) = 0. Par le théorème de transfert, on conclut

Ef(X) =
∫ +∞

0
f ′(t)P (X > t) dt.

2. En appliquant la question à la fonction x ∈ R+ 7→ xp, on obtient

EXp =
∫ +∞

0
ptp−1P (X > t) dt.
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3. D’après la question 2.

EX =
∫ +∞

0
P (X > t) dt.

D’après le théorème de Fubini-Tonnelli, ou par théorème de convergence monotone,
on a ∫ +∞

0
P (X > t) dt =

∑
n≥1

∫ n

n−1
P (X > t) dt.

Comme X est à valeurs dans N, on a

EX =
∑
n≥1

∫ n

n−1
P (X > n− 1) dt

=
∑
n≥1

P (X > n− 1) =
∑
n≥1

P (X ≥ n) .

4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre p > 0.
On a, d’après la question 3.

EX =
∑
n≥1

P (X ≥ n) =
∑
n≥1

∑
k≥n

(1− p)k−1p

=
∑
n≥1

p
(1− p)n−1

p
.

= 1
p
.

Correction 3. 1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Binomiale de
paramètres (n, p). Soit s > 0. On a

GX(s) = EsX =
n∑
k=0

sk
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(ps)k(1− p)n−k

= (ps+ (1− p))n .

On a
EX = G′X(1) = np.

EX(X − 1) = G′′X(1) = n(n− 1)p2.

On en déduit que

VarX = EX2 − (EX)2 = EX(X − 1) + EX − (EX)2

= n(n− 1)p2 + np− (np)2 = np(1− p).

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre p ∈
(0, 1). Soit s > 0. On a,

GX(s) =
∑
n≥1

sn(1− p)n−1p = ps
∑
n≥0

(s(1− p))n .
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GX est une série entière de rayon de convergence 1
1−p . Pour tout 0 < s < 1

1−p ,

GX(s) = ps

1− s(1− p) .

CommeGX est de rayon de convergence 1
1−p > 1, on sait par théorème de dérivation

termes à termes des séries entières, que

G′X(1) =
∑
n≥1

nP (X = n) = EX,

G′′X(1) =
∑
n≥2

n(n− 1)P (X = n) = EX(X − 1).

Or pour tout 0 < s < 1
1−p ,

G′X(s) = p

(1− s (1− p))2 ,

G′′X(s) = 2(1− p)p
(1− s (1− p))3 .

D’où,
EX = 1

p
.

VarX = EX2 − (EX)2 = EX(X − 1) + EX − (EX)2

= 2(1− p)
p2 + 1

p
− 1
p2

= 1− p
p2 .

3. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre λ > 0.
On a pour tout s > 0,

GX(s) =
∑
n≥0

sn
λn

n! e
−λ = e(s−1)λ.

GX est une série entière de rayon de convergence infini. On a donc,

G′X(1) = EX, G′′X(1) = EX(X − 1).

Or pour tout s > 0,
G′X(s) = λe(s−1)λ.

G′′X(s) = λ2e(s−1)λ.

D’où,
EX = λ,

VarX = EX2 − (EX)2 = EX(X − 1) + EX − (EX)2

= λ2 + λ− λ2

= λ.
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Correction 4. 1. On a

(0,+∞) = ∪n≥1

[ 1
n
,+∞

)
,

et (
[

1
n ,∞

)
)n≥1 est une famille croissante d’ensembles. Donc

P (X > 0) = lim
n→+∞

P
(
X ≥ 1

n

)
.

Or par hypothèse, P(X > 0) > 0. Donc il existe un rang n0 ∈ N∗ tel que

P
(
X ≥ 1

n0

)
> 0.

2. On a pour tout n ≥ 1 et tout s ≥ 0, F ((n + 1)s) = F (ns) + F (s). Par ailleurs,
F (0) = F (2.0) = 2F (0). Donc F (0) = 0. Par récurrence on montre que pour
tout n ≥ 1, F (ns) = nF (s). Comme F (0) = 0, on a bien pour tout n ∈ N,
F (ns) = nF (s).
3. Soit maintenant s > 0. Il existe p ∈ N∗ tel que s < p

n . D’après 2.

P
(
X > p

1
n

)
=
(
P
(
X >

1
n

))p
.

On en déduit que,
P
(
X >

p

n

)
> 0.

Or
P (X > s) ≥ P

(
X >

p

n

)
> 0.

4. (a). Soient p, q ∈ N, avec q 6= 0. En utilisant la question 2., on a

F (p) = F

(
q
p

q

)
= qF

(
p

q

)
.

Par ailleurs, en utilisant encore une fois le résultat précédent, F (p) = pF (1). D’où,

F

(
p

q

)
= p

q
F (1).

(b). Comme F est croissante, elle admet des limites à droite et à gauche en tout
point. En effet, on montre, en revenant à la définition de l’infimum et le supremum
d’un ensemble que pour tout s > 0,

lim
t→s
t<s

F (t) = sup
t<s

F (t),

lim
t→s
t>s

F (t) = inf
t>s

F (t),

De plus,
lim
t→s
t<s

F (t) ≤ F (s) ≤ lim
t→s
t>s

F (t). (1)
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Soit s > 0. Or Q+ est dense dans R+. Donc il existe deux suites, (tn)n et (qn)n, de
rationnels positifs, tels que tn < s < qm pour tout n,m ∈ N, et tels que

tn −→
n→+∞

s, qn −→
n→+∞

s.

Comme F admet des limites à droite et à gauche en s et comme on a l’encadrement
(1), on a

lim
n→+∞

F (tn) ≤ F (s) ≤ lim
m→+∞

F (qm).

Or d’après la question (c). pour tout n ∈ N, on a

F (tn) = tnF (1), F (qn) = qnF (1).

D’où
sF (1) ≤ F (s) ≤ sF (1).

On conclut que F (s) = sF (1).

3. Comme P (X > t) > 0 pour tout t ≥ 0, on peut poser, F (t) = logP (X > t).
Par hypothèse, on a pour tout t, s ≥ 0,

F (t+ s) = F (t) + F (s).

Donc d’après la question 2), ∀t ≥ 0, F (t) = tF (1). On en déduit que pour tout
t ≥ 0,

P (X > t) = e−λt,

avec λ = − logP (X > 1) > 0 car P (X > 1) < 1 ( P (X > s) > 0 pour tout s > 0
d’après 1.).

Par ailleurs, on a P (X > 0) = P (X > 0)2. Comme P (X > 0) > 0, on en déduit
que P (X > 0) = 1. D’où,

∀t ∈ R, P (X ≤ t) =
(
1− e−λt

)
1t≥0.

Donc la loi de X a la même fonction de répartition qu’une loi exponentielle de
paramètre λ > 0. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, on conclut
que X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0.

Correction 5. 1. On montre par récurrence sur k, que si E|X|k < +∞ alors ϕ est
k-fois dérivable en 0.
Initialisation : k = 1.
• Pour tout t ∈ R, E

(
|EitX |

)
= 1 < +∞.

• Pour tout ω ∈ Ω, t 7→ eitX(ω) est dérivable sur R et

∀t ∈ R, ω ∈ Ω,
∣∣∣iX(ω)eitX

∣∣∣ ≤ |X(ω)| ,

et X ∈ L1.
On en déduit, par théorème de dérivation sous le signe intégral, que ϕ est dérivable
sur R et

∀t ∈ R, ϕ′(t) = iE
(
XeitX

)
.
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Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie au rang k. Supposons que
E|X|k+1 < +∞. Par l’inégalité de Hölder, on a

E|X|k ≤
(
E|X|k+1

) k
k+1 .

Donc E|X|k < +∞. D’après l’hypothèse de récurrence, on a que ϕ est k-fois déri-
vable et que

∀t ∈ R, ϕ(k)(t) = E
(
(iX)keitX

)
.

• Pour tout t ∈ R, E
(
|(iX)keitX |

)
= E|x|k < +∞.

• Pour tout ω ∈ Ω, t ∈ R 7→ (iX(ω))keitX(ω) est dérivable sur R et on a

∀t ∈ R, ω ∈ Ω,
∣∣∣(iX(ω))k+1eitX

∣∣∣ = |X(ω)|k+1 ,

et |X|k+1 ∈ L1. D’après le théorème de dérivation sous le signe intégral, on obtient
que ϕ(k) est dérivable sur R et que

∀t ∈ R, ϕ(k+1)(t) = E
(
(it)k+1eitX

)
.

2. Soit X une variable aléatoire réelle de loi µ. On a pour tout t ∈ R,

eitX =
+∞∑
k=0

(it)k

k! Xk.

Soit t ∈ R. Notons pour tout k ∈ N,

fk = (it)k

k! Xk.

En utilisant que E|X|k ≤ k!Ck, on obtient

E|fk| ≤
(|t|C)k

k! .

On a alors pour tout n ∈ N,∣∣∣∣∣∣
∑
k≤n

fk

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
k≤n
|fk| ≤

+∞∑
k=0

(|t|C)k

k! = e|t|C < +∞.

On a donc :
• Pour tout ω ∈ Ω, limn→+∞ fk(ω) = eitX(ω).
• Pour tout ω, ∣∣∣∣∣∣

∑
k≤n

fk(ω)

∣∣∣∣∣∣ ≤ e|t|C < +∞.

Donc d’après le théorème de convergence dominée,

+∞∑
k=1

E (fk) = lim
n→+∞

E

∑
k≤n

fk

 = E
(
eitX

)
.
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D’où,

ϕ(t) =
+∞∑
k=0

(it)k

k! E
(
Xk
)
.

4. Supposons que ν est une mesure de probabilité sur R telle que pour tout k ∈ N,∫
xkdµ =

∫
xkdν.

On a alors que pour tout k ∈ N,∫
x2kdν(x) =

∫
x2kdµ(x) ≤ C2k.

Par l’inégalité de Hölder, on a∫
|x|2k−1dν(x) ≤

(∫
x2kdν(x)

) 2k−1
2k

=
(∫

x2kdµ(x)
) 2k−1

2k

≤
(
C2k

) 2k−1
2k = C2k−1.

On en déduit, en appliquant le résultat de la question 3. à la mesure ν, que la
fonction caractéristique ψ de ν est telle que

∀t ∈ R, ψ(t) =
+∞∑
i=0

(it)k

k!

∫
xkdν(x).

Comme pour tout k ∈ N, ∫
xkdν(x) =

∫
xkdµ(x),

on a que ϕ = ψ. Or la fonction caractéristique caractérise la loi, donc on en déduit
que µ = ν.

Correction 6. 1. Soit λ ∈ R. Comme eλX est une fonction mesurable positive,
son espérance est bien définie. On a par le théorème de transfert,

EeλX =
∫
eλxe−x

2/2 dx√
2π

=
∫
e−(x−λ)2/2eλ

2/2 dx√
2π
.

En effectuant le changement de variable linéaire y = x− λ, on obtient

EeλX = eλ
2/2
∫
e−y

2/2 dy√
2π

= eλ
2/2,

Car la loi normale est une mesure de probabilité.
2. Soit z ∈ C. On a

∣∣∣ezX ∣∣∣ = e<(z)X
∣∣∣ei=(z)X

∣∣∣ = e<(z)X . D’après la question précé-
dente,

Ee<(z)X < +∞,

donc ezX est intégrable. La transformée de Laplace complexe est bien définie sur
C.

Notons pour tout z ∈ C,

f(z) = E
(
XezX

)
.
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Cette espérance est bien définie car pour tout z ∈ C,

|XezX | = |X|e<(z)X .

On a l’inégalité,
∀x ∈ R, |x| ≤ ex + e−x.

D’où,
|X|e<(z)X ≤ e(<(z)+1)X + e(<(z)−1)X .

Grâce à la question précédente, on obtient que XezX est intégrable.
Soit z ∈ C et soit (hn)n∈N une suite convergeant dans C vers 0. On a que∣∣∣∣Λ (z + hn)− Λ(z)

hn
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ E
∣∣∣∣∣e(z+hn)X − ezX

hn
−XezX

∣∣∣∣∣ .
On note pour tout n ∈ N, et ω ∈ Ω,

fn(ω) = e(z+hn)X − ezX

hn
−XezX .

• Pour tout ω ∈ Ω,
lim

n→+∞
|fn(ω)| = 0,

car z ∈ C 7→ ezX(ω) est holomorphe pour tout ω ∈ Ω, de dérivée z ∈ C 7→ XezX(ω).
• Pour tout n ∈ N et ω ∈ Ω,

|fn(ω)| ≤
∣∣∣ezX(ω)

∣∣∣ ∣∣∣ehnX − 1
∣∣∣+ ∣∣∣X(ω)ezX(ω)

∣∣∣ .
Par l’inégalité des accroissements finis, on a pour tout ω ∈ Ω,∣∣∣ehnX(ω) − 1

∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]

∣∣∣X(ω)ethnX(ω)
∣∣∣ |hn|.

Or
∣∣∣ethnX(ω)

∣∣∣ = et<(hn)X(ω) ≤ etCX(ω) + e−tCX(ω), pour une certaine constante
C > 0 majorant la suite (|<(hn)|)n∈N. En notant R = sup |hn| : n ∈ N, on a

|fn(ω)| ≤ R
∣∣∣X(ω)

(
eCX(ω) + e−CX(ω)

)
ezX(ω)

∣∣∣+ ∣∣∣X(ω)ezX(ω)
∣∣∣ ∈ L1,

car on a montré précédemment que XezX est intégrable pour tout z ∈ C. On
conclut par le théorème de convergence dominée,

Efn −→
n→+∞

0.

Donc
Λ (z + hn)− Λ(z)

hn
−→

n→+∞
f(z),

et ce pour tout z ∈ C et toute suite (hn)n∈N qui tend vers 0. Donc Λ est holomorphe
sur C et pour tout z ∈ C,

Λ′(z) = E
(
XezX

)
.

3. Λ coïncide avec la fonction z 7→ ez
2/2 sur R. On en déduit par le théorème

d’unicité du prolongement analytique que

∀z ∈ C, Λ(z) = ez
2/2.
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Correction 7. 1. Notons pour tout t ∈ R, et ω ∈ Ω,

f(t, ω) = eitX(ω).

• Pour tout t ∈ R, E|f(t, ω)| = 1 < +∞.
• Pour tout ω ∈ Ω, t 7→ eitX(ω) est dérivable sur R et pour tout t ∈ R,∣∣∣∣ ∂∂tf(t, ω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣(iX(ω))eitX(ω)

∣∣∣ = |X(ω)|,

et X ∈ L1. Par le théorème de dérivation sous le signe intégral, ϕ est dérivable sur
R et pour tout t ∈ R,

ϕ′(t) = E
(
iXeitX

)
.

Soient M > 0 et t ∈ R. En intégrant par parties, on a∫ M

−M
xeitxe−x

2/2σ2
dx =

[
−σ2eitxe−x

2/2σ2]M
−M

+ σ2
∫ M

−M
(it)eitxe−x2/2σ2

dx.

Par le théorème de convergence dominée, on obtient,∫
xeitxe−x

2/2σ2
dx = σ2

∫
(it)eitxe−x2/2σ2

dx.

Or par le théorème de transfert,

ϕ′(t) =
∫
ixeitxe−x

2/2σ2 dx√
2π

= −σ2t2
∫
eitxe−x

2/2σ2 dx√
2π
.

En utilisant de nouveau le théorème de transfert, on obtient pour tout t ∈ R,

ϕ′(t) = −σ2tϕ(t).

2. L’équation différentielle satisfaite par ϕ étant une équation différentielle li-
néaire du premier ordre. De plus, une primitive de t ∈ R 7→ −σ2t est t ∈ R 7→
−σ2t2/2. Donc l’ensemble des solutions est

E =
{
t ∈ R 7→ γe−σ

2t2/2, γ ∈ R
}
.

Donc il existe γ ∈ R tel que

∀t ∈ R, ϕ(t) = γe−σ
2t2/2.

Or ϕ(0) = 1. Donc γ = 1. On conclut que

∀t ∈ R, ϕ(t) = e−σ
2t2/2.

9


