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Correction Feuille 2 :

19 Janvier 2016

Correction 1. 1. (a). u est un vecteur non nul, c’est donc un système libre de R2.
La dimension de Vect(u) est 1.
(b). On a v = 3u, donc (u, v) est un système lié. Donc

Vect(u, v) = Vect(u).

On en déduit que la dimension du sous-espace engendré par (u, v) est 1. Comme
(u, v) est lié, ce n’est pas une base de R2.
(c). Soit λ, µ ∈ R2. Soit E l’ensemble des solutions du système{

−λ +3µ = 0
λ −2µ = 0

On a

(λ, µ) ∈ E ⇐⇒
{
−λ +3µ = 0
λ −2µ = 0

⇐⇒
{
−λ +3µ = 0
µ = 0

⇐⇒
{
λ = 0
µ = 0

On en déduit que pour tout λ, µ ∈ R,

λ.u+ µ.v = ~0 =⇒ λ = µ = ~0.

Donc (u, v) est un système libre de vecteurs. La dimension de l’espace qu’ils en-
gendrent est 2. On a Vect(u, v) ⊂ R2 et dim Vect(u, v) = dimR2 = 2, donc

R2 = Vect(u, v).

Donc (u, v) est une base de R2.

(d). La dimension de R2 est 2. Donc (u, v, w) est un système lié. On remarque
que

(0, 6) = u+ v, (2, 0) = u− v.

Donc e1, e2 ∈ Vect(u, v, w). Donc Vect(e1, e2) ⊂ Vect(u, v, w). Or Vect(e1, e2) = R2.
On en déduit

Vect(u, v, w) = R2.
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La dimension du sous-espace que (u, v, w) engendre est 2.

2. (a). Soient λ, µ ∈ R2. On a

λ.v + µ.w = ~0⇐⇒


λ = 0
λ +2µ = 0
λ −3µ = 0

⇐⇒
{
λ = 0
µ = 0

On en déduit que (v, w) est libre. Donc la dimension de l’espace qu’ils engendrent
est 2.

(b). Comme le système contient le vecteur nul, il est nécessairement lié. On a

Vect(u, v, w) = Vect(u,w).

Or pour tout λ, µ ∈ R2,

λ.u+ µ.w = ~0⇐⇒


λ −2µ = 0

4µ = 0
λ +3µ = 0

⇐⇒
{
λ = 0
µ = 0

Donc le système (u,w) est libre. On en déduit que la dimension de Vect(u, v, w) =
Vect(u,w) est 2.
(c). Soient λ, µ, ν ∈ R. On a

λ.u+ µ.v + ν.w = ~0⇐⇒


λ −2µ −4ν = 0
2λ +3µ +13ν = 0
−λ −µ −5ν = 0

⇐⇒


λ −2µ −4ν = 0

7µ +21ν = 0 (L2)←− (L2)− 2(L1)
−3µ −9ν = 0 (L3)←− (L3) + (L1)

⇐⇒
{
λ −2µ −4ν = 0

µ +3ν = 0 (L2)←− 1
7(L2)− 2(L1)

⇐⇒
{
λ = −2ν
µ = −3ν

On en déduit que (u, v, w) est liée. De plus, on a (en prenant ν = 1 dans les
équivalences précédentes)

w = 2u+ 3v.

Donc
Vect(u, v, w) = Vect(u, v).
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D’après les équivalences précédentes,

λ.u+ µ.v = ~0⇐⇒
{
λ = 0
µ = 0

On en déduit que (u, v) est libre.

Correction 2. (a). Notons F1 l’ensemble

{(x, y) ∈ R2 : x = 2y}.

Soient λ, µ ∈ R, (x, y), (x′, y′) ∈ F1. On a, puisque (x, y), (x′, y′) ∈ F ,

λ.(x, y) + µ.(x′, y′) = (λx+ µx′, λy + µy′) = (2(λyµy′), λy + µy′).

Donc λ.(x, y) +µ.(x′, y′) ∈ F1. On en déduit que F1 est un sous-espace vectoriel de
R2. On aurai aussi pu dire

F1 = {t.(2, 1) : t ∈ R},

c’est-à-dire que F1 est la droite engendrée par (2, 1) : (2, 1) est une base de F1.
(b). On a,

F2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 = y2} = {(x, y) ∈ R2 : x = y} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x = −y}.

Soient u = (1, 1) et v = (1,−1). On a que u, v ∈ F2. Mais

u+ v = (2, 0) /∈ F2.

F2 n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
(c). Soit

F3 = {(x, y, z) ∈ R3 : y + z = 0}.

Soit (x, y, z) ∈ F3. .Comme y = −z, on peut écrire

(x, y, z) = x.(1, 0, 0) + y.(0, 1,−1).

Donc (x, y, z) ∈ Vect((1, 0, 0), (0, 1,−1)). Réciproquement, si v = (x, y, z) ∈ R3

s’écrit
v = λ.(1, 0, 0) + µ.(0, 1,−1),

alors y = µ = −z. Donc

F3 = Vect((1, 0, 0), (0, 1,−1)).

On en déduit que F3 est un espace vectoriel. On vérifie facilement que
((1, 0, 0), (0, 1,−1)) est un système libre. On en déduit que c’est une base de
F3.
(d). Soit

F4 = {(x, y, z) ∈ R3 : sin(x) = z + y}.
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Soit u = (π
2 , 0, 1). On a u ∈ F4. Mais

2.u = (π, 0, 2) /∈ F3.

On en déduit que F4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.
(e). Soit

F5 = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ z = 0, x+ y + 2z = 0}.

On a

(x, y, z) ∈ F4 ⇐⇒
{
x+ y + 2z = 0
x+ z = 0

⇐⇒


y = t

z = −t
x = t, t ∈ R

On en déduit que
F4 = {t.(1, 2,−1) : t ∈ R}.

Donc F4 est un sous-espace vectoriel de R3. Une base de F4 est (1, 2,−1).

Correction 3. (a). Une équation cartésienne de Vect(u) est

{(x, y) ∈ R2 : 2x+ y = 0}.

(b). On remarque que les vecteurs u et v appartiennent à l’ensemble :

{(x, y, z) ∈ R3 : −2x+ 3y + 2z = 0}.

Cet ensemble est un plan vectoriel de R3. On en déduit que

Vect(u, v) ⊂ {(x, y, z) ∈ R3 : −2x+ 3y + 2z = 0}.

Or les vecteurs (u, v) forment un système libre : si λ, µ ∈ R sont tels que

λ.u+ µ.v = ~0,

alors 
λ = 0
2µ = 0

λ− 3µ = 0

Donc la dimension de Vect(u, v) est 2, et la dimension de

{(x, y, z) ∈ R3 : −2x+ 3y + 2z = 0},

est 2. Donc
Vect(u, v) = {(x, y, z) ∈ R3 : −2x+ 3y + 2z = 0}.

(c). Une équation cartésienne de Vect(u), est

{(x, y, z) ∈ R3 : x = y, y = z}.
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