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Correction TD3 de Probabilités

15 Décembre 2015

Correction 1. Soit k ∈ N. Comme ξi ∈ {0, 1} pour tout i ∈ {1, ..., n}, si k > n

alors P (Sn = k) = 0. Soit maintenant k ≤ n.

{S = k} =
⋃
|P |=k

P⊂{1,...,n}

{∀i ∈ P, ξi = 1,∀j /∈ P, ξj = 0} .

Comme {Sn = k} est une union disjointe d’événements, on a

P (Sn = k) =
∑
|P |=k

P⊂{1,...,n}

P (∀i ∈ P, ξi = 1, ∀j /∈ P, ξj = 0) .

Or (ξi)1≤i≤n sont des variables aléatoires indépendantes. D’où,

P (Sn = k) =
∑
|P |=k

P⊂{1,...,n}

∏
i∈P

P (ξi = 1)
∏
j /∈P

P (ξj = 0)

=
∑
|P |=k

P⊂{1,...,n}

pk(1− p)n−k

=
(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

On en déduit que Sn suit une loi Binomiale de paramètres (n, p).

Correction 2. 1. Comme X1, ..., Xn sont des variables aléatoires indépendantes.
On a pour tout s > 0,

GSn(s) =
n∏
i=1

GXi(s) = GX1(s)n,

car les Xi ont même loi. Puisque X1 suit une loi de Poisson de paramètre c ∈ R,
on a

GX1(s) = e(s−1)c.

D’où,
∀s > 0, GSn(s) = e(s−1)nc.

2. s ∈ (0,+∞) 7→ e(s−1)nc est la fonction génératrice d’une loi de Poisson de
paramètre nc. Or la fonction génératrice caractérise la loi. Donc Sn suit une loi de
Poisson de paramètre nc.
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Correction 3. Soit n ∈ N∗. On a

{T = n} = {∀k < n, ξk = 0, ξn = 1} .

Comme les variables ξi sont indépendantes, on obtient

P (T = n) =
n−1∏
k=1

P (ξk = 0)P (ξn = 1) .

D’où,
P (T = n) = (1− p)n−1p.

On en déduit que T suit une loi géométrique de paramètre p.

Correction 4. 1. Comme X1, ..., Xn sont des variables aléatoires indépendantes,
on a pour tout t ∈ R,

E
(
eitY

)
= E

(
n∏
k=1

eitXk

)
=

n∏
k=1

E
(
eitXk

)
.

Comme les Xk sont de même loi, on obtient

E
(
eitY

)
= E

(
eitX1

)n
.

Comme X1 suit une loi Gaussienne standard, on a

E
(
eitX1

)
= e−t

2/2.

D’où,
E
(
eitY

)
= e−nt

2/2.

On reconnaît la fonction caractéristique d’une loi Gaussienne centrée de variance
n. Or la fonction caractéristique caractérise la loi. Donc Y suit la loi N (0, n).

Correction 5. 1. Soit t ∈ R. Comme Y est à valeurs positives, on a obtient pour
tout t ≤ 0

P (Y > t) = P (Y > 0) = 1.

Soit maintenant t > 0. Puisque les variables aléatoires X1, ..., Xn sont indépen-
dantes, on a

P (Y > t) = P (∀1 ≤ i ≤ n, Xi > t) =
n∏
i=1

P (Xi > t) .

Comme X1, ..., Xn sont de même loi, on a

P (Y > t) = P (X1 > t)n .

Or on sait que,

P (X1 > t) = 1− P (X1 ≤ t) = 1− (1− e−λt) = e−λt.
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On en déduit que pour tout t ∈ R,

P (Y > t) = e−nλt1t≥0 + 1t<0.

2. La fonction de répartition de Y est

∀t ∈ R, FY (t) =
(
1− e−λnt

)
1t≥0.

On reconnaît la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramètre nλ.
Or la fonction de répartition caractérise la loi. On en déduit que Y suit une loi
exponentielle de paramètre nλ.

Correction 6. 1. Soit x > 0. L’application t ∈ R∗+ 7→ txe−t est prolongeable en 0
par continuité et est continue sur R∗+. En l’infini, on a

txe−t = O

( 1
t2

)
,

donc d’après le critère de Riemann,∫ +∞

0
txe−tdt < +∞.

2. On a ∫ +∞

0
fk,θ(x)dx =

∫ +∞

0
xk−1e−x/θdx.

On effectue le changement de variable t = x/θ,∫ +∞

0
fk,θ(x)dx =

∫ +∞

0
(θt)k−1 e−tθdt

= θk
∫ +∞

0
tk−1e−tdt

= θkΓ(k − 1).

On en déduit que la mesure µ est une mesure de probabilité si et seulement si
c = 1

θkΓ(k−1) .
3. Soit f une fonction mesurable positive. D’après le théorème de transfert,

E (f (X + Y )) =
∫
f(x+ y)e−x−y1x,y≥0dxdy.

Soit
ϕ : (0,+∞)2 →

(x, y) 7→ (x, x+ y) .

ϕ est un C1 difféomorphisme de (0,+∞)2 dans V = {(s, t) ∈ R2 : 0 < s < t}. Sa
fonction réciproque ϕ−1, est donnée par

ϕ−1 : {(s, t) ∈ R2 : 0 < s < t} → (0,+∞)2

(s, t) 7→ (s, t− s) .

3



L3MAPI 2015-2016

Par le théorème de changement de variable, on a∫
f(x+ y)e−x−y1x,y≥0dxdy = 1

λ2

∫
(0,+∞)2

f(x+ y)e−λ(x+y)dxdy

= 1
λ2

∫
ϕ−1(V )

f(x, y)e−λ(x+y)dxdy

= 1
λ2

∫
V
f(t)e−λt

∣∣∣Jac(ϕ−1(s, t)
∣∣∣ dsdt.

Or
∣∣Jac(ϕ−1(s, t)

∣∣ = 1 pour tout (t, s) ∈ V . On en déduit,

E (f (X + Y )) = 1
λ2

∫
f(t)e−λt10<s<tdsdt.

Par le théorème de Fubini (pour les fonction positives), on a

E (f (X + Y )) = 1
λ2

∫
(0,+∞)

f(t)e−λt
(∫

10<s<tds

)
dt

= 1
λ2Γ(1)

∫
f(t)e−λttdt = 1

λ2Γ(1)

∫
f(t)f2,λ(t)dt,

car Γ(1) = 1. Comme l’égalité ci-dessus est valable pour tout fonction f mesurable
positives, on en déduit que la loi de Y est la loi Γ(2, λ).

Correction 7. Soit f une fonction mesurable positive. Comme U et V sont
indépendantes, la loi de (U, V ) est

dP(U,V ) = 10<x,y<1dxdy.

Ef(Z) = E
(
µ+ σ

√
−2 log(U) cos(2πV )

)
=
∫

(0,1)×(0,1)
f
(
µ+ σ

√
−2 log x cos(2πy)

)
dxdy,

Par le théorème de Fubini (pour les fonctions positives), on a∫
(0,1)×(0,1)

f
(
µ+ σ

√
−2 log x cos(2πy)

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0
f
(
µ+ σ

√
−2 log x cos(2πy)

)
dx

)
dy.

En posant s =
√
−2 log x, on obtient∫

(0,1)×(0,1)
f
(
µ+ σ

√
−2 log x cos(2πy)

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ +∞

0
f (µ+ σs cos(2πy)) se−

1
2 s

2
ds

)
dy

=
∫
R∗+×(0,1)

f (µ+ σx cos(2πy))xe−
1
2x

2
dxdy.

Posons
ϕ : R∗+ × (0, 1) → R2 \ R− × {0}

(x, y) 7→ (x cos(2πy), x sin(2πy)) .

ϕ est un C1-difféomorphisme de R∗+ × (0, 1) dans R2 \ R− × {0}. On a donc,∫
R∗+×(0,1)

f (µ+ σx cos(2πy))xe−
1
2x

2
dxdy =

∫
R∗+×(0,1)

g (ϕ(x, y)) |Jac(ϕ)(x, y)| dxdy,
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où g est définie pour tout (s, t) ∈ R2, par g(s, t) = f(µ + σs)e−
1
2 (s2+t2). Par

théorème de changement de variable, on a∫
R∗+×(0,1)

f (µ+ σx cos(2πy))xe−
1
2x

2
dxdy = 1

2π

∫
R2\R−×{0}

f(µ+σs)e−
1
2 (s2+t2)dsdt.

Comme λ2(R− × {0}) = 0, on a

Ef(Z) = 1
2π

∫
R2
f(µ+ σs)e−

1
2 (s2+t2)dsdt.

De nouveau, par le théorème de Fubini,

1
2π

∫
R2
f(µ+ σs)e−

1
2 (s2+t2)dsdt =

∫
R
f(µ+ σs)e

− 1
2 s

√
2π

(∫
R

e−
1
2 t

2

√
2π

dt

)
ds

=
∫
f(µ+ σs)e

− 1
2 s

√
2π
ds,

puisque
∫
e−

1
2x

2
dx =

√
2π. On effectue enfin le changement de variable y = µ+σs,

on obtient

Ef(Z) =
∫
f(y)e

− (s−µ)2

2σ2
√

2πσ2
dy.

Comme cette égalité est vraie pour tout fonction positive mesurable, on en déduit
que la loi de Z est

dP(Z) = e−
(s−µ)2

2σ2
√

2πσ2
dy,

c’est-à-dire la loi Gaussienne N (µ, σ2).
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