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Correction TD3 de Probabilités

15 Décembre 2015

Correction 1. Soit £ € N. Comme &; € {0,1} pour tout ¢ € {1,....,n},sik >n
alors P (S, = k) = 0. Soit maintenant k£ < n.

{S=k}= |J {vieP&=1Vj¢P¢=0}.
|P|=k

Comme {S,, = k} est une union disjointe d’événements, on a

P(Sp,=k)= Y PMeP&=1Vji¢P¢=0).
|P|=k

Or (&)1<i<n sont des variables aléatoires indépendantes. D’ot,

P(Sn=k = > J[PE&=1)]]P(=0)
|P|=k i€P j¢P
pPC{1,..., n}

On en déduit que S, suit une loi Binomiale de parametres (n,p).

Correction 2. 1. Comme X1, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes.
On a pour tout s > 0,

GSn(S) = H GXi(S) = Gx, (S)Hv
=1

car les X; ont méme loi. Puisque X; suit une loi de Poisson de parametre ¢ € R,
on a

Gx, (s) = el Ve,
Do,
Vs >0, Gg, (s) = els7Hne,
2. 5 € (0,400) — e>=1n¢ et 1a fonction génératrice d’une loi de Poisson de

parametre nc. Or la fonction génératrice caractérise la loi. Donc S, suit une loi de
Poisson de parameétre nc.
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Correction 3. Soit n € N*. On a
{T=n}={Vk <n, {=0,& =1}.

Comume les variables &; sont indépendantes, on obtient

n—1

P(T=n)=[[P(&=0P( =1).

k=1
Do,
P(T =n)=(1-p)" 'p.

On en déduit que T suit une loi géométrique de parametre p.

Correction 4. 1. Comme Xi, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes,
on a pour tout t € R,

n n
E (ez’tY) ) (H eith> _ H E (eith> .
k=1 k=1
Comme les X} sont de méme loi, on obtient
. . n
E (e’ttY) —F (eltX1> )
Comme X7 suit une loi Gaussienne standard, on a
E (eitX1> — o t7/2
D’ou,
E (eitY) — /2.

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi Gaussienne centrée de variance
n. Or la fonction caractéristique caractérise la loi. Donc Y suit la loi N(0,n).

Correction 5. 1. Soit t € R. Comme Y est a valeurs positives, on a obtient pour
tout t <0
PY>t)=P(Y >0)=1.

Soit maintenant ¢ > 0. Puisque les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépen-
dantes, on a

n
P(Y>t)=P(V1<i<n, X;>t)=][P(Xi>1).
i=1
Comme X1, ..., X, sont de méme loi, on a
PY>t)=P(X; >t)".

Or on sait que,

P(X,>t)=1-P(X;<t)=1—(1—e )=
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On en déduit que pour tout ¢t € R,
P(Y >t) =e " 1y0 + Li<o.
2. La fonction de répartition de Y est
VteR, Fy(t) = (1 - e_Mt) 1y>0.

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre nA.
Or la fonction de répartition caractérise la loi. On en déduit que Y suit une loi
exponentielle de parametre n.

Correction 6. 1. Soit z > 0. L’application ¢t € R t*e~! est prolongeable en 0
par continuité et est continue sur R* . En I'infini, on a

1
x —t
t7e :O<t2>,

donc d’apres le critere de Riemann,

—+o00
/ tPe tdt < +o00.
0

2. On a
“+o0o

+oo
fro(z)de = / 2 le=2/0 gy,

0 0

On effectue le changement de variable ¢t = x /6,

oo oo k-1 —¢
fk,e(w)dx:/ (6t)" e "0dt
0 0
“+oo
zek/ thte~tat
0
= "D (k —1).

On en déduit que la mesure p est une mesure de probabilité si et seulement si

_ 1
C= or—1)
3. Soit f une fonction mesurable positive. D’apres le théoréme de transfert,

E(f(X+Y) = [ fla+y)e™ VL z0dudy.

Soit
¢ ¢ (0,+00)? —
(z,y) = (z,x+y).

¢ est un C! diffSomorphisme de (0, +00)? dans V = {(s,t) € R? : 0 < s < t}. Sa

1

fonction réciproque ¢+, est donnée par

el s {(s, ) eR2:0<s <t} — (0,4+00)?
(s,t) = (s,t—s).
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Par le théoréme de changement de variable, on a

1

/f(a: +yle TV, y>odady = — / flx+ y)e_’\(”y)dmdy
A% J(0,400)2
1

V) f@,y)e Mo dzdy
N2 /golm
1
= p/ f(t)e™ ’Jac(tp_l(S,t)‘dsdt.
.

Or |[Jac(¢o™!(s,t)| = 1 pour tout (¢,s) € V. On en déduit,

E(f(X+Y)) = 12 / F(t)e Mo gerdsdt.

Par le théoréeme de Fubini (pour les fonction positives), on a

E(f(X+Y)) = % /( oo ft)e M ( / 110<s<tds> dt

= sarcy | T0 = Sgps [ 1O faayat

car I'(1) = 1. Comme I’égalité ci-dessus est valable pour tout fonction f mesurable

positives, on en déduit que la loi de Y est la loi T'(2, \).

Correction 7. Soit f une fonction mesurable positive. Comme U et V sont
indépendantes, la loi de (U, V') est

dPUY) =gy yrdady.

Ef(Z)=E <,u + oy/—2log(U) cos(27rV)>

= f (u +ov—2logx cos(27ry)) dxdy,

(0,1)x(0,1)

Par le théoréeme de Fubini (pour les fonctions positives), on a

1/ 1
/ f (u +oyv—2 logxcos(Zﬂy)) dxdy = / (/ f (u + o/ —2logxcos(27ry)) dx) dy.
(0,1)x(0,1) o \Jo
En posant s = /—2log x, on obtient
1 400 1 9
/ f (,u + oy —2 10g1:cos(27ry)) dzdy = / ( f(n+ oscos(2my)) se” 2° ds) dy
(0,1)x(0,1) 0 0
= / f (1 + oxcos(2my)) xeféxzdz‘dy.
R? x(0,1)
Posons

¢ : RLx(0,1) — R2\R_ x {0}
(x,y) —  (xcos(2my), xsin(27y)) .

¢ est un C'-difféomorphisme de R* x (0,1) dans R? \ R_ x {0}. On a donc,

L. flaowcosry)ee  dudy = [ g(ele.y)) Hac(o) (e y)| dady,
R* x(0,1) R% x(0,1)
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ot g est définie pour tout (s,t) € R? par g(s,t) = f(u + as)e_%(szﬂz). Par
théoreme de changement de variable, on a

1

/ f (+ oxcos(2my)) we_%x2dazdy = — / f(,u+08)e_%(82+t2)dsdt.
R x(0,1) 21 JR2\R_ x {0}

Comme X2(R_ x {0}) =0, on a

1
Ef(Z) = o /Rz fp+ as)e_%(SQ'HZ)dsdt.

De nouveau, par le théoréme de Fubini,

1 1,2
1 1242 e 2° e 2t

il —5(s%+t%) —
27 /]1&2 futos)e dsdt /Rf('u o) V2r (/R V2 dt) ds

1
e 2%

V2m

puisque [ e~ 3 dy = v 2m. On effectue enfin le changement de variable y = u+os,

= [ $ut o5 s

on obtient
_(S—u)2
e 202
E(2)= [ 1)y du.

Comme cette égalité est vraie pour tout fonction positive mesurable, on en déduit
que la loi de Z est

_(s=w)?
e 202

c’est-a-dire la loi Gaussienne N (y,02).



