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TD1 de Probabilités

18 Novembre 2015

Exercice 1. &(Intégration par parties Gaussienne)
1. Soit X une variable aléatoire de loi N (0, 02). Montrer que pour toute fonction
Cl, F:R = R, we have

E(XF(X)) = o’E (F'(X)).
2. Calculer les moments de la loi N (0,0?).

Exercice 2. & Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,02). Quelle est la loi de
X?2?

Exercice 3. &(Loi arcsin) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
Quelle est la loi de 2cos (nU)?

Exercice 4. & 1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi N'(m,0?) et N une
variable aléatoire de loi N'(0,1). Montrer que

X ~m+oN.

2. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R de loi

o—llal[2/2

d")/d = Wd[lfldmd

On appelle cette loi la loi Gaussienne standard de dimension d et est notée
N(0, Iy).

(a). Montrer que 4 est une mesure de probabilité sur R?.

(b). On note (X1,...,Xq) les coordonnées de X dans la base canonique de R,
Montrer que que pour tout i € {1,...,d}, X; suit une loi Gaussienne N (0,1).

(c). Soit ¥ € S3(R) une matrice symétrique inversible. Quelle est la loi de

Y =3¥X7?

Exercice 5. &(Loi de Cauchy)

1. Pour quelle valeur de C la fonction f(z) = H% est-elle une densité de proba-
bilité?

On considére alors X une variable aléatoire réelle admettant cette densité. On dit
alors que X suit la loi de Cauchy.

2. Pour quelles valeurs réelles de o le moment E(|X|%) est-il fini ?
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Exercice 6. &é& Soit (X,Y) une variable aléatoire de loi N'(0, I5) (cf. exercice[5).
Soit (R, ©) les coordonnées polaires de (X,Y). Quelle est la loi de (R,0)? Quelle
est la loi de R? de ©%

Exercice 7. &&d(Loi du x?) 1. On rappelle que la fonction T est définie pour
tout © > 0 par

+oo
I'(z) :/ t e~ tdt.
0

Justifier que cette intégrale est finie.
2. Soient k,0 > 0. On pose

Vo >0, fro(z) = ghle/0,

A quelle condition sur c € R, la mesure p sur R définie par
VA€ BR), 1) = [ cfala)ds
A

est une mesure de probabilité? On appelle cette loi, loi Gamma de paramétres (k,0)
et on la note T'(k,0).

3. Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1;) (cf. ezercice[5). Montrer que la
loi de || X||* est I'(£,2).

Exercice 8. & Calculer puis tracer le graphe des fonctions de répartition des lois
suivantes:

1. Loi de Bernoulli de paramétre p € (0,1).

2. Loi uniforme sur [0, 1].

3. Loi exponentielle de parametre A > 0.

Exercice 9. &(Absence de mémoire de la loi exponentielle)
Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A > 0.
Soient t,s > 0. Montrer que

PX>t+s/X>s)=P(X >1).
Exercice 10. & Soit i1 une mesure de probabilité sur R. On note G sa fonction
de répartition.
1. Montrer que si pour a < b, G(a) = G(b) alors u(a,b] = 0.
2. Montrer que pour tout x € R, p{z} = G(x) — G(z_), ou
Gle-) = lim Gly).
y<zx

Exercice 11. &&
1. Soit p une mesure de probabilité sur R. On note G sa fonction de répartition.
On définit G=1 Uinverse généralisé de G, par

vt € (0,1), G Y(t) =inf {z € R: G(x) > t}.
1. Montrer que pour tout x € R et t € (0,1), on a l’équivalence
G Ht) <z <=t < G(z).

2. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Montrer que G=*(U)
suit la lot p.



