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Exercice 1. 1. Soit α ∈ R. On définit

∀x ∈ R, f(x) = 1x>0x
α.

f est continue par morceaux donc f est mesurable pour la tribu des boréliens de
R et elle est positive donc l’intégrale ∫

R
fdλ

est bien définie.
Soit p ≥ 1. On a ∫ 1

0
xpαdx < +∞⇐⇒ pα > −1,∫ +∞

1
xpαdx < +∞⇐⇒ pα < −1.

On en déduit que∫
R
f(x)pdx < +∞⇐⇒

∫ 1

0
xpαdx < +∞ et

∫ +∞

1
xpαdx < +∞

⇐⇒ pα > −1 et pα < −1.

Donc f /∈ Lp(R) pour tout p ∈ R.
2. On définit

∀x ∈ R, f(x) = x−1/310<x≤1 + x−11x>1.

Soit p ≥ 1. On a∫
R
f(x)pdx < +∞⇐⇒

∫ 1

0
x−p/3dx < +∞ et

∫ +∞

1
x−pdx < +∞

⇐⇒ p/3 < 1 et p > 1.

Donc f ∈ Lp(R) si et seulement si p ∈ (1, 3).
3. On a ∫

fp(x)dx =
∫ 1

−1
|x|−pαdx.

Or x 7→ x−pα est paire. Donc∫
fp(x)dx = 2

∫ 1

0
x−pαdx.
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Donc

f ∈ Lp(R)⇐⇒
∫ 1

0
x−pαdx < +∞

⇐⇒ pα < 1.

Soient 1 ≤ p1 < p2 < +∞. Soit α ∈ [ 1
p2
, 1
p1

). Soit f(x) = 1x∈[−1,1]x
−α. Comme

αp1 < 1 on a que f ∈ Lp1(R), mais comme αp2 ≥ 1, f /∈ Lp2(R).
4. Soit p ≥ 1. Puisque f est paire,∫

f(x)pdλ(x) = 2
∫
f(x)pdx = 2

∫ +∞

1
x−pαdx.

Donc
f ∈ Lp (R)⇐⇒ pα > 1.

Soient 1 ≤ p1 < p2 < +∞. Soit α ∈ ( 1
p2
, 1
p1

]. Soit f = 1|x|>1x
−α. On a alors p2α > 1

et p1α ≤ 1, donc f ∈ Lp2(R) mais f /∈ Lp1(R).

Exercice 2. 1. On a l’encadrement

n1x∈En ≤ |f(x)|1x∈En < (n+ 1)1x∈En .

Par croissance de l’intégrale, on a

0 ≤ nµ (En) ≤
∫
En

|f |dµ < (n+ 1)µ (En) .

On en déduit l’encadrement des séries à termes positifs suivant∑
n∈N

nµ (En) ≤
∑
n∈N

∫
En

|f |dµ <
∑
n∈N

(n+ 1)µ (En) .

Or d’après le théorème de convergence monotone (ou théorème de Fubini),∑
n∈N

∫
En

|f |dµ =
∫ ∑

n∈N
|f |1Endµ =

∫
|f |dµ,

où on a utilisé dans la dernière égalité le fait que les (En)n∈N forment une partition
de E. D’où, ∑

n∈N
nµ (En) ≤

∫
|f |dµ ≤

∑
n∈N

(n+ 1)µ (En) .

Comme (En)n∈N est une partition de E, on a µ(E) =
∑
n∈N µ (En). D’où∑

n∈N
(n+ 1)µ (En) =

∑
n∈N

nµ (En) +
∑
n∈N

µ (En) =
∑
n∈N

nµ (En) + µ (E) .

Donc ∑
n∈N

nµ (En) ≤
∫
|f |dµ ≤

∑
n∈N

nµ (En) + µ (E) .

Comme µ(E) < +∞, on conclut∑
n∈N

nµ (En) < +∞⇐⇒
∫
|f |dµ < +∞.
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2. Soit 1 ≤ p < +∞. Comme x 7→ xp est strictement croissante sur [0,+∞), on
a pour tout n ∈ N,

En = {x ∈ E : np ≤ |f(x)|p < (n+ 1)p} .

Par les mêmes arguments que pour la question 1), on a
∑
n∈N

npµ (En) ≤
∫
|f |dµ ≤

∑
n∈N

(n+ 1)pµ (En) .

Or (n+ 1)p ≤ 2pnp + 1. D’où,
∑
n∈N

npµ (En) ≤
∫
|f |dµ ≤ 2p

∑
n∈N

npµ (En) + µ (E) .

On en déduit,
f ∈ Lp (R)⇐⇒

∑
n∈N

npµ (En) < +∞.

3. Soient 1 ≤ r ≤ p. On a que pour tout n ∈ N, nr ≤ np. D’où∑
n∈N

nrµ (En) ≤
∑
n∈N

npµ (En) .

Si f ∈ Lp(R) alors d’après la question 2), on a∑
n∈N

npµ (En) < +∞.

D’après l’inégalité ci-dessus, on a∑
n∈N

nrµ (En) < +∞.

En utilisant encore une fois la question 2), on conclut que f ∈ Lr(R).

Exercice 3. 1. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a, puisque f, g ≥ 0,(∫ √
f
√
gdµ

)2
≤
(∫

fdµ

)(∫
gdµ

)
.

Or fg ≥ 1, d’où
µ(E)2 ≤

(∫
fdµ

)(∫
gdµ

)
.

2. S’il existe une fonction mesurable f telle que f et 1/f soient intégrables, alors
en appliquant l’inégalité ci-dessus à |f | et 1/|f |, on obtient

µ(E)2 ≤
(∫
|f |dµ

)(∫ 1
|f |
dµ

)
< +∞.

Donc µ est une mesure finie.
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Exercice 4. 1. Soit gn = min(f, fn). On a alors que

gn −→
n→+∞

f p.s.

et on a la majoration 0 ≤ gn ≤ f . Comme f est dans L1, on en déduit par le
théorème de convergence dominée,∫

gndµ −→
n→+∞

∫
fdµ.

Or,

0 ≤
∫
|fn − f |µ =

∫
(fn − f)1fn≥fdµ+

∫
(f − fn)1f>fndµ

=
∫

(fn − gn)1fn≥fdµ+
∫

(f − gn)1f>fndµ

=
∫
fndµ+

∫
(f − fn)1f>fndµ−

∫
gndµ.

Or par hypothèse, ∫
fndµ −→

n→+∞

∫
fdµ.

D’autre part, comme (fn)n∈N converge p.s vers f , on a

(f − fn)1fn>f −→n→+∞
0,

et 0 ≤ (f − fn)1f>fn ≤ f . Comme f est dans L1, on obtient d’après le théorème
de convergence dominée, ∫

(f − fn)1f>fndµ −→n→+∞
0.

On en déduit par le théorème des gendarmes,∫
|fn − f |dµ −→

n→+∞
0.

2. Soit x ∈ R \ {0}. Soit N0 ∈ N tel que 1/N0 ≤ |x|. Alors pour tout n ≥ N0,
on a 1/n ≤ 1/N0 ≤ |x|, donc

fn(x) = 0.

De plus, si x = 0 alors fn(0) = 0 pour tout n ∈ N. On en déduit que

fn −→
n→+∞

0 p.p.

Par ailleurs, fn est impaire pour tout n ∈ N, donc∫
fn(x)dx = 0.

Soit p ≥ 1. On a ∫
|fn(x)|pdx = 2np 1

n
−→

n→+∞
+∞.

Donc (fn)n∈N ne converge vers 0 dans aucun des espaces Lp(R).
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