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Feuille de TD 3 : Résolution approchée de systémes linéaires.
Méthodes itératives, Moindres carrés

Exercice 1. (Rayon spectral, convergence de suites et séries de matrices)
Soient A € My (R) et || - || une norme matricielle sur My (R).

1. Montrer que si p(A) < 1 les matrices Id — A et Id + A sont inversibles.

2. Montrer que si p(A) < 1, alors la suite (A¥)g=o tend vers la matrice nulle quand &
tend vers I'infini.

3. Montrer que si p(A) < 1 alors la série de terme général A* converge vers (Id—A)~?.

Montrer de plus que
1

Id—A)7 < ——.
114 =47 < T

Exercice 2. (Quelques exemples de convergence comparée)

Soit J (respectivement G) la matrice d’itération de la méthode itérative de Jacobi (res-
pectivement Gauss-Seidel) pour la résolution du systéme linéaire AX = b. Le but de cet
exercice est de montrer (sur des exemples) qu’en toute généralité, les deux méthodes ne
sont pas comparables.

1. Soit
1 2

A= 11 1
2 2

Ecrire les itérations de Jacobi et de Gauss Seidel et montrer que p(J) < 1 < p(G).
2. Soit

2 -1 1
A= 2 2 2
-1 -1 2

Ecrire les itérations de Jacobi et de Gauss Seidel et calculer p(G) et p(J). Quen
déduit-on 7

Exercice 3. (Diagonales dominantes...)

Soit A = (a; j)i,j=1,..,~ une matrice a diagonale strictement dominante c’est-a-dire telle
que |a;;| > 37,4 |aij| pour tout i = 1,..., N. Montrer que A est inversible puis que la
méthode de Jacobi (pour calculer la solution de AX = b) converge.



Exercice 4. (Le retour des matrices symétriques définies positives)
Soit A € Mpn(R) une matrice symétrique définie positive. On cherche a résoudre le
systéme linéaire AX = b avec b € R un vecteur donné par la méthode itérative

BX* ) L (A-B)X® =p, k>0 (1)

avec X (©) un vecteur initial donné.

1. Supposons que B = é[ N, @ € R*. A quel intervalle doit appartenir o pour que la
suite (X)), converge vers la solution de AX =b?

2. On note p; pour ¢ = 1--- N les valeurs propres de A ordonnées i.e. telles que

0<p1 <pe<--<py. Onnote fo(u) =1 — ap pour a € [0,%] et ap =

Vérifier que fo,(p1) = — fao (1N )-
En déduire que ap minimise max | fa(ui)| pour a € [0
\Z\

_2
H1+pN
l]

P pNdT

On pose B = é[ ~- Pour quel « la convergence est-elle la plus rapide ?

Exercice 5. (Eléments propres des matrices tridiagonales...)
On considere la matrice N x NN tridiagonale

a b 0 0 O
c 0 0
A=y 0
0 0 ¢ b
0O 0 O ¢ a

ou a, b, c sont des scalaires non nuls.
1. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

2. Soit I =[0,1] et h = ﬁ, on pose x; = th pour ¢ =0... N +1. Soit u une fonction
au moins 4 fois continiiment dérivable sur I. Montrer par la formule de Taylor que

_u () = % (—u(wi1) + 2u(zs) — u(win)) + Oh2), i=1,...N. (2)

On considere I'équation différentielle a valeurs au bord
—u’(z)=f(x) 0<z <1, et u0)=u(l)=0

ou f est une fonction donnée. En utilisant ’approximation de —u”(z;) donnée par
(2) en omettant le terme en h2, montrer que les u;, i = 1...N approximations
ainsi obtenues de u(z;) sont solution d’un systéme linéaire :

uy f(z1)

U2 f(z2)
Al ¢ | =hn? :

un flzn)

Donner 'expression d’une telle matrice A.



3. Montrer explicitement que la méthode itérative de Jacobi appliquée su systéme de
la question précédente converge.

Exercice 6. (Méthode des moindres carrés)
Soit (z1,y1), (z2,%2), ..., (Zn,yn) un 'nuage’ de points. On suppose les z; distincts. On
cherche a calculer la droite d’équation y = ax + b ou a, b € R approchant au mieux ces
points au sens ou (a,b) minimise la quantité

n

Z(yi — axr; — b)2~

i=1

1. En se ramenant a un probléeme de projection, montrer I'existence et I'unicité d’une
solution a ce probleme de minimisation.

2. En introduisant la fonction f(a,b) = 1= (y; — ax; — b)? et en calculant sa diffé-
rentielle, retrouver le résultat de la question précédente et en déduire une méthode
pour trouver a et b.



