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La clarté et la précision de l’orthographe et de la rédaction entreront pour une part
importante dans la notation.

Exercice 1. QCM et questions de cours(4 points)
Sélectionner parmi les réponses proposées la (ou les) bonne(s) réponse(s) aux questions sui-
vantes.

1. Lequel de ces polynémes appartient a la base de Lagrange associée aux points
ro=—-1, 21=0, z9 =1et x3 =27

a. (—X3+X?+2X)/2

b. X3 - X

c. (—X3+X)/2

d. —X3+2X

e. (X3-2X)/2

Correction : réponse a

2. Soient f; et fy deux fonctions continues de R dans R. On se donne trois réels zg, x1
et xo distincts deux & deux, et on note p; (resp. p2) le polynéme d’interpolation de
Lagrange a fi (resp. f2) en xg, 1 et x2. Parmi les propositions suivantes, lesquelles
sont toujours vraies ?

p1 p2 est le polyndme d’interpolation de Lagrange a fi fo aux points xg, x1, T2

deg(p2) = 2

p2 — p1 est le polynéme d’interpolation de Lagrange a fo — fi aux points xg, 1, T2

fa(zy) = 2} pour k € {0,1,2} = po(z) = 23

fi(zg) =1pour k€ {0,1,2} & p; =1

. (p1)? est le polynome d’interpolation de Lagrange & (f1)? aux points zg, 21, 22

Correction : réponse c et e

e R0 TP

3. On consideére les abscisses © = [—2,0, 1,2] et les valeurs y = [4,0,0,4]. Parmi les poly-
nomes suivants, le(s)quel(s) est (sont ?) le(s) polynéme d’interpolation de Lagrange aux
points x,y ?

a. pi(X)=X*-2X3-3Xx%2+8x
b. p2(X) = %XQ — 3
c. p3(X)=3X>+ X%~ %X.
Correction : réponse c
4. Etant donnés d+1 réels distincts zg, . . ., zq et (Lo, ..., Lg) la base de Lagrange associée,
alors pour tout réel z € R, Y¢_ Li(z) = d + 1.
Correction : Faux



5. Etant donné un intervalle [a,b], un entier d > 0 et d + 1 réels deux & deux distincts
xo,...,Tq € [a,b], énoncer le théoréme d’approximation d'une fonction f de classe
C%*1([a,b]) par son polynéme d’interpolation de Lagrange aux points g, . .., Z4.
Correction : Si la fonction f est de classe C4*! sur [a, b], alors pour tout = € [a,b], il
existe & €]a, b| tel que

_fEg) &2

(@) = ) = Sy 1L =),

k=0
Exercice 2. (Questions de cours et d’application directe)(4 points)
On considere des réels deux a deux distincts xg, 1, T2, x3.

1. Expliciter la famille des polynémes de Lagrange associée aux points xg, x1, T2, T3 et
montrer que c¢’est une base de R3[X].

2. Méme question avec la base de Newton.

3. Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points z = [—3,1, —1, 2]
et y = [2,5,—1,0] dans la base de Newton.
Correction

1. voir cours

2. Famille de Newton : (1, X — zq, (X — 20)(X — x1), (X — 20)(X — 21)(X — x2)).
Pour montrer que c’est une base, comme le cardinal de la famille est égal a la dimen-
sion de R3[X]| = 4 il suffit de montrer que la famille est libre. On accepte 'argument
des degrés tous différents (vu en algebre linéaire) ou alors on suppose qu’il existe une
combinaison nulle, puis on identifie tous les coefficients de la combinaison en évaluant
en X =xq...13.

3. Les calculs ne sont pas trés jolis mais ils donnent le polyndme P(X) =2+ 3(X +3) +
X +3)(X —1) = (X +3)(X —1)(X +1).
Si les polynomes de la base sont faux c’est 0, si il y a une erreur de calcul dans les
coeffs mais que la formule des différences divisées semble connue, on met 0.5. Si tout est
correct sauf la derniere différence divisée, on met 1. Si I’étudiant a calculé le polynéme
dans la base de Lagrange, c’est Hors sujet donc on ne met que 0.25 si tout est correct.

Exercice 3. (Un vrai polynéme & calculer)

Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points X = [—1, —%, 0, %, 1], et
Y =[-3,0,1,0,0].

Correction : P(X) = (X — $)(X — 1)(X + 3).

Exercice 4. (Et si... on impose une dérivée ?)
Etant donnés trois réels yg, y1 et z1, on s’intéresse au probleme d’interpolation suivant :

Trouver un polynéme P de degré minimal tel que P(0) = yo, P(1) =y1, P'(1) = 2.

Pour cela, on va procéder en plusieurs étapes.

1. Montrer qu’il existe un unique tel polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 et exprimer
ses coefficients en fonction de yg,y1 et 2.
On cherche P sous forme indéterminée et on résoud le systeme qui donne

P(X)=yo+ (2y1 — 2y0 — 21)X + (yo — y1 + 21) X >



2. Dans l'idée d’avoir éventuellement beaucoup plus de points, on cherche une base de
Ro[X] adaptée au probleme.
a. Déterminer trois polynémes notés respectivement Hy, H1 hi tels que

Correction Ici on peut chercher les polynémes grace aux racines, ou sinon grace a
la question précédente et on trouve

Ho(X) = (X = 1)%, Hy(X) = X(2= X), hi(X) = X(X — 1),

b. Montrer que la famille (Hg, H1, h1) est une base de Ry[X].
Correction Comme plus haut, on a le bon nombre d’éléments donc il suffit de
montrer que la famille est libre. Pour cela on suppose trouvés ag, a1 et 5 tels que
aogHy + a1 Hy + Bhy = 0.
On évalue en X = 0 ce qui donne ap = 0 puis en X = 1 ce qui donne a1 = 0 puis
on dérive la formule et on évalue en X = 1 pour obtenir S nul.

c. Exprimer P dans la base (Hy, Hy, h).
Correction Comme (Hy, Hi,h1) est une base de Ra[X] et que 'on cherche P €
Ro[X], il existe un unique triplet de réels (ag,a1,a2) tel que P(X) = agHp(X) +
a1H1(X) + aghl(X).
Pour trouver les coefficients ag, a1 et ag il suffit d’écrire les valeurs de P en 0 puis
1 et enfin de P’ en 1 et d’utiliser les propriétés de Hy, Hi et hi. On obtient ainsi :
P(X) = yoHo(X) + ylHl(X) + Zlhl(X).

Exercice 5. (Approximation et polynéme d’interpolation de Lagrange.)
On considere a = zg, x1,...,2q4 = b, deux a deux distincts et le polynéme P; d’interpolation
de Lagrange de la fonction exponentielle. Montrer que :

sup |f(x) = Pa(e)] — 0

Correction Il n’y a pas besoin ici de savoir quoi que ce soit sur la convergence uniforme.
L’application du théoréme d’approximation donne

eb d
sup |f(z) = P(z)| < mk];[o!x—xkl

z€a,b]
car |fD (&) = |€f] < [e?]. De plus [[¢g |z — 2| < (b — a)**'. Enfin, par convergence
o \d+1
comparée des suites réelles, on sait que % — 0 quand d tend vers 'infini. Il n’y a rien

de plus a dire.



