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La clarté et la précision de l’orthographe et de la rédaction entreront pour une part
importante dans la notation.

Exercice 1. (Interpolation de Lagrange)

Calculer le polynome d’interpolation de Lagrange associé aux points X = [—1, —%, 0, %, 1],
et Y = [—%, 0, %, 0,0] de deux maniéres différentes. Vérifier que vous obtenez le méme
polynome.

Correction : Les deux techniques que ’on a vues en cours sont la formule dans la base de
Lagrange et la méthode naive par résolution de systeme. Ce sont donc ces deux méthodes
que 'on va mettre en oeuvre :
Méthode de la base de Lagrange : On va calculer les polynomes (L;);—o...4 de la base de
Lagrange associée aux points X = [—1, — %, 0, %, 1]. La formule du polynéme d’interpolation
associé aux points X et Y est alors :
P(X) =yoLo(X) + y1L1(X) + y2L2(X) + y3L3(X) + yaLa(X).

Or ici il faut avoir remarqué que y; = y3 = y4 = 0 pour voir que le calcul de Ly, L3 et Ly
est inutile. Reste donc a calculer Lg et Lo grace aux formules du cours. On obtient :

2 1 1 1 1

Lo = §(X + 5)(X — 5)(X —1X, et Ly(X)=4(X+ 1)(X + 5)(X — 5)(X —1).

On a alors : P(X) = (X + 3)(X — 3)
On peut alors factoriser P par (X —

(X -DX+ (X +1)(X + (X -Hx -1).
3)(X + 3)(X —1) et on trouve :

1 1
P(X) = (X = 2)(X +5)(X ~ 1).
Meéthode équations : On va ici écrire les équations que P doit vérifier :
1 1 3 1
P(—2) = P(3) = P(1) =0, P(-1) =2, P(0)=-.

2’ 4

On sait par ailleurs que P est de degré inférieur ou égal a 4. On peut utiliser les racines
de P directement pour le chercher sous forme factorisée plutét que d’écrire toutes les
équations avec P quelconque de degré 4. On obtient alors ’existence d’un polynoéme @ tel
que

1 1
P(X) = (X + )(X = )(X ~ 1)Q(X)
et alors deg(P) = 3+deg(Q) < 4, donc deg(Q) < 1, on peut donc chercher ) sous la forme

Q(X) = aX + b. En utilisant les deux dernieéres équations on obtient le systéme suivant :

P(-1)=1=-a+b
{P<0>=i=ib,



d'ob=1et a=0. Ainsi, P(X) = (X + 3)(X — )(X — 1) qui et bien le polynéme trouvé
a la question précédente.

Exercice 2. (Intégration numérique)

1. Déterminer dans la base de Lagrange le polynoéme d’interpolation de Lagrange P»

de degré 2 associé aux noeuds zg = 0, 1 = 1/2, x9 = 1, de la fonction f(z) = H%
Correction : On cherche ici le polynéme de degré inférieur ou égal a 2 qui vaut
f0)=1enzy=0, f(3) =2 enaz; =3 et f(1) =1 en 2o = 1. On utilise comme
demandé la méthode de la base de Lagrange, il faut donc calculer Lg, L1 et Lo.
La formule du cours donne :

Lo(X) = 2(X — 3)(X 1)
Li(X) = —4X(X — 1)
Ly(X) = 2X(X — 3),

et on obtient finalement P(X) =2(X — $)(X — 1) — §X(X — 1) + X(X — J).

2. En utilisant la formule d’erreur d’interpolation, montrer que

|f(z) — Py(z)| < =

1
T — 2’ (1—-2), Vzel0,1].
Correction : Le théoreme du cours donne ’erreur d’interpolation avec 3 points :

vee 0,1, |f(z) - Pae) < = sup [fO(2)z(1 - p)la — |
6 z€[0,1] 2

Orv f/([E> - ﬁ? f”(x) - ﬁa f(3)<$) = (1;5)4
Donc, pour tout z € [0,1], on a |f®)(z)] < 6 et donc

vz € [0,1], |f(x) ~ Po(e)| < 21~ 2l — |

3. Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue. On considere la formule J(g) de calcul
. N 1 , .
approché de l'intégrale I(g) = fo g(z)dz, supposée exacte pour les polynomes de
degré deux, donnée par

72(9) = Xog(0) + Mg (;) T og(D).

Ecrire le systeme vérifié par le vecteur (Xos A, A2) T
Correction : D’apres le cours, la méthode Jo est exacte pour les polynomes de
degré inférieur ou égal a 2 si et seulement si

Jo(1) = Ao+ A1+ Ao Zfoldxz 1
JQ(X) = %/\1 + Xy = fol xdx = %
Jo(X?) = a4+ X = [ 2?dx = 1.
Le systeme obtenu pour (g, A1, A2) | est alors :

AF+FA+A=1
A +2\ =1
)\14—4)\2:%.

2



4. Résoudre le systeme et en déduire ’expression de la méthode d’intégration numérique
Jo. Quelle méthode du cours retrouvez-vous ?
Correction : Le systeme obtenu a la question précédente se résoud en
Ao = Ag = %, A= % On reconnait ici la méthode de Simpson vue en cours (et en
TD).

5. Montrer que si f est une fonction continue sur [0,1] et que Ps est son polynome
d’interpolation de Lagrange associé aux noeuds 0,1/2 et 1, alors Ja(f) = Jo(Py).
En revenant a la définition de Jo, on a :

J2(Py) = Ao Py(0) + Ale(%) + A2 Pp(1).

Or, par définition de Py, on sait que Py(0) = f(0), Pr(3) = f(3), Pr(1) = f(1),

TPp) = NP3 (0) + MPr(3) + MaPy(1) = Maf(0) + A (5) + Ao f(1) = Ja(f).

6. Déduire des questions 2. et 5. une majoration de lerreur |I(f) — J2(f)| pour la
fonction f =z — 14%3: ou l'on a noté I(f) = fol f(t)dt.
Correction : D’apres la question 5., |I(f) — Jo(f)| = [1(f) — J2(Pf)|. Or, comme
Py est par définition de degré inférieur ou égal a 2 et que Jo est supposée exacte
pour les polynoémes de degré inférieur ou égal a 2, alors

1
[I(f) = (N =I(f) = Jo(Pp)l = H(f) = I(Pf)| < /0 () = Py(z)|dz.

Maintenant, en utilisant la question 2., on obtient

1
1) = D) < [ a1 = = s

Exercice 3. (Résolution d’équations non linéaires)

On s’intéresse dans cet exercice & la méthode de Héron d’Alexandrie pour approcher v/2 :

xn«#l:%(l'n‘f'%)a Vn >0
rg €R,

1. Montrer que, pour toute donnée initiale g > 0, on a, pour tout n > 0, on a x,, > 0.
Correction : Un raisonnement par récurrence simple permet de conclure ; En effet,
on considere la propriété, pour n fixé

“Hp:xzp > 0.7

La propriété Hy est par hypothese vraie pour n = 0.
Supposons que H, soit vraie pour un n fixé, montrons que H,1 reste vraie.

Par définition, x,41 = % (mn + %) > (0 si on a supposé que x, > 0.

2. Supposons que la suite (z,,), converge vers un réel z,. Trouver une fonction f telle
que T soit solution du probleme de point fixe z = f(x). Tracer le graphe de la
fonction f, y faire figurer o, ainsi que la construction des premiers termes de la
suite (x,),. Démontrer que o = V2.



Correction : Supposons que la suite (z,), converge vers un réel z, lors, par
continuité, en passant a la limite dans la définition de la suite (z,,), on obtient :

(= +52)
Too == | Too+ — |-
2 Too

Le réel x, est donc un point fixe de la fonction f : z +— % (w + %) . Je vous laisse

faire le graphe et la construction des premieres valeurs de la suite...

Reste & montrer que o, = v/2. Pour cela, on reprend 1’égalité o, = % (:L'OO + é),
et, comme x, # 0, alors cette égalité est équivalente a

2 = ;x + 1, ce qui conduit & 22, = 2 et 2o, > 0 puisque tous les termes de la

suite sont positifs. On a donc bien x4 = /2 (c’est la définition méme du réel /2).

3. En utilisant le théoréme de point fixe, démontrer que la suite (x,), converge pour
des données initiales bien choisies.
Correction : Cette question est un peu plus compliquée. Je vais donc étre suc-
cincte, c’est pour aller un peu plus loin. Il suffit pour pouvoir appliquer le théoreme
du point fixe de trouver un intervalle I tel que f soit contractante sur I. On voit

par le calcul que pour = > \/g , alors | f/(z)| < 1. Ainsi, en choisissant correctement

la donnée initiale, et en utilisant le théoréeme du point fixe on peut conclure a la
convergence de la suite.

Exercice 4. (Equations différentielles ordinaires)

On considere ’EDO
y'(t) = _ay( ), Vtel[0,T] (1)
y(0) =

et on choisira o« = 100 et T' = 10.

1. Donner la solution exacte du probleme (1).

Correction : La solution exacte est bien sur donnée par ye,(t) = e~ L.

2. On considere une subdivision uniforme ¢,, 0 <n < N de [0,7] de pas h (c’est-a-
dire que t,, = nh). Ecrire 'approximation y5, , | de y(t,4+1) obtenue par la méthode
d’Euler explicite en fonction de y¢ et en déduire une expression explicite de y¢ en
fonction de n.

Correction : Le cours donne la formule de récurrence suivante pour la méthode
d’Euler explicite :

yo=1, Yn>0, yp\1 =y, —ahy, = (1 — ah)y,.

Il s’agit d’une suite géométrique de raison 1 + ah, on sait donc que y§ s’écrit :
ye = (1 — ah)™.

3. Faire de méme avec approximation y!, de y(t,) obtenue par la méthode d’Euler
implicite.
Correction : Le cours donne la formule de récurrence suivante pour la méthode
d’Fuler explicite :

o =1, ¥n>0, ghir =yl — byl

On a donc ¥, 1= hyn Il s’agit d’une suite géométrique de raison on sait

1

1+a T+ah?
P Q4 1

donc que ¥, s’écrit : y;, = Faly-



4. On fixe un entier positif n, calculer un équivalent de y¢ et de ¢, quand h tend vers
0. Cela correspond-il a un résultat connu du cours ?
Correction : On fixe n entier positif. On a alors :
Euler explicite : y¢ = en(1=0h)  g=anh — o (nh) quand h — 0.
Euler implicite : ¢!, = e-"In(+eh) o g—anh —  (nh) quand h — 0.
Ainsi, on retrouve le fait que, & n fixé, y¢ et y! convergent vers ye.(t,) quand h
tend vers 0 (c’est le théoreme de convergence des méthodes d’Euler explicite et
implicite).

5. On fixe maintenant 0 < h < 1. Que dire de y¢ et ), quand n tend vers l'infini?

Quelle est la limite de y(t,,) lorsque n tend vers I'infini 7 Quelle méthode vous parait
la mieux adaptée ?
Correction : Si on fixe maintenant h €]0, 1[ et que ’on regarde le comportement
quand n — oo c’est & dire en temps long (¢, = nh — c0), on observe que yYe,(nh) =
e~ 5 0, lorsque y¢ = (1 — ah)™ ne tend vers 0 que si |1 — ah| < 1 c’est ) &
dire h < % (ce qui peut étre faux puisque h est déja fixé). Dans le cas contraire,
le comportement de y;, est tout a fait différent de celui de la solution exacte. Alors
que pour la méthode d’Euler implicite, quel que soit h > 0 on a convergence vers 0
lorsque n tend vers co. Ainsi, la méthode d’Euler implicite est mieux adaptée a ce
probleme.



