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I - 1 Motivations - Optimisation

On s'intéresse & un probléme d’optimisation d’une fonction U : RY — R
Descente standard :

X =-VU(x) (G)
On connait beaucoup de choses sur cette dynamique :
> version continue
» version discréte
» cas fortement convexe
» cas seulement g-convexe
En particulier, on sait que :
» (G) est piegée dans des minima locaux (non convexité)
» Taux linaire e~ (fortement convexe) ou 1/r (5-lisse)



| Motivations - Modélisation & Pieges
Accélérer/éviter pieges ? Idée de physique (Polyak '64, Antipin & Polyak 87) :

10

120

» On fait rouler une boule "pesante” sur le graphe de U
» On introduit un effet de friction (amortissement) pour la convergence
Descente Heavy Ball :

jer + “/’r/.Yr + VU(M) =0 (HBF)
ou
lim 7, = 0.

t—>+0



| Motivations - Modélisation & Pieges

Eviter des minima locaux ? Garder de la mémoire sur les directions passées :

» On introduit deux fonctions 4 et k positives croissantes
» On produit la descente intégro-différentielle

. 1 !
X = 0 L h(s)VU(xy)ds (GM)

» Choix typiques :
» k(1) = §yh(s)ds ouk = h

k(ty=1t et h(1)=1 ou k(1) =" et h(r) = (a+ )®

k(t) = xeM et h(t) = &M

Remarque : (GM) s’écrit au second ordre :

k(0)i(t) + k()x(t) + h(t)VU(x) = 0. (GM')



| Motivations - Optimisation des vitesses

Descente accélérée (Nesterov 83) :

{ xe= Y1 — YV (e-1) ™)

ye=xk + 3 (% — x1).

» Dans les cas fortement convexe ou f-lisse, le schéma du second ordre
(N) est meilleur que (G) (il est méme optimal dans les deux cas)

» Un petit exercice montre que si «y est petit, alors (N) a une version
différentielle du second ordre

.o 3.
B+ Tht+ VU(x) =0 (N")
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[I-1 Unification en une seule ODE via la représentation HBF
Proposition (CEG, TAMS '09)

t
X = —k(l—t)f h(s)VU(x)ds <> X, + ax; + VU(%) =0
0

avec x(s) = x(7(s)) ou

(kh + kh)

t=r(s)  vérifie  i(s) = Ih)(r(s) et a = i or(s)

Cas quadratique : fonctions de Bessel dés lors que mémoire polynomiale.
Proposition
SiU(x) = ¥*/2 eth(r) = t* etk(r) = 1°.

X~ Ct OB cog (e =PTD2 L ) lorsque t — +0

» Oscillation lorsque ¢ — oo avec damping autour de arg min U.

» De maniere plus générale, les systémes déterministes a mémoire ont
une inertie qui implique des oscillations localement.



[I-1 Nesterov accéléré et Gradient 2 mémoire

En particulier :
» k(1) = Xe™ et h(r) = ¢ correspond & un amortissement constant

as = VA2 et 7(s) = Vs

» k(1) = 1T et h(t) = (a + 1)1* correspond & un amortissement
évanescent :

200 + 1 §?
et §) = ——.
t 7(s) 4(a+1)

as =

Proposition (CEG, TAMS '09)
Nesterov accéléré est un (GM) h(r) = 2t etk(r) = £* et (s) = .



[I-2 Premiéres propriétés

j&t + ’Yr/.Vr + VU(X;) =0
Hypotheéses
» U est une fonction de R? dans R*. réguliére et coercive :

lim U(x) = +0o0

X—00
> On suppose de plus que U(0) = mings U > 0
» On suppose que U satisfait la condition de rappel :
lim inf {x, VU(x)) > 0
xX—00

» ~ est la fonction d’amortissement définie de R dans R.
Existence
Proposition
.12 .
Sionnote E(t) = U(x) + "”;' , alors £(1) = —v,|x(r)|* et les solutions de (GM)
sont définies sur R et restent bornées.

1
vVt >0 E(t) —minU = (£(0) — min(U))exp (—ZJ A,:\-ds) .
0
Ainsi, méme si U est convexe, si v tend vers 0 trop rapidement :

+o0
f ~sds < +00 = la trajectoire ne peut converger.
0



[I-3 Estimées d’énergie - cas convexe -

j&, + ’Yr)’Cr + VU(.X;) =0
Hypothese de type convexité (un peu plus général que la convexité, 6 = 1).

360 VxeR? U(x) < VU(x);x)

Proposition (CEG, TAMS’09.)
Si~ estC' et décroissante, alors

+00
f vs[E(s) — minUlds < +o0
0

Si de plus S()* * ~yds = +0 (cas de décroissance lente), alors
lim £(f) = min U.

Si enfin argmin U = {0}, la trajectoire converge.



[I-3 Estimées d’énergie - cas convexe -

j(.fr + ’tht + VU(.X;) =0
Rien n’est dit ici sur la vitesse. On peut aller plus loin :

Theorem (Vitesse de convergence de GM - CEG '09)

» S'il existe K t.q. v + K~7 < 0 et VU Lipschitz, sim = min((0 + 1/2)7"; K)

() < exp (- [ as)

Silexiste K < (0 +1/2)7' t.q. % + Ky} =0

v

E(M) <

1
20041°

» Si 6 = 1, fonction convexe, onam = K dés que a > 0. Pourles a« € N, le
plus petit damping Nesterov est , = 3/r.

» On obtient une vitesse en 1/t pour le (GM) et (N) dans ce cas. On peut
améliorer en =% dans ce contexte pour 6 > 1/2.

» Cas de mémoire polynomiale v, = 2>+ «= K =




[I-4 Convergence des trajectoires - cas convexe

CasouU=0
» Dans le cas ou U = 0, on peut calculer explicitement les solutions
1
x = x(0) + x(0) J e~ Yo i g
0

» Convergence si v ne décroit pas trop vite vers 0 (cas tres lent) :

t
s
J e Somdige — o,
0

Généralisation
» Dimension d, avec U convexe et arg min U lisse et non réduit a un point.
» On suppose que S(’, e Somdigy — 4op,

Theorem (Non convergence CEG, TAMS '09)

Si (x(0),x(0)) ¢ argmin U x 0, alors la trajectoire ne converge pas.

Cas de la dimension 1 Potentiel convexe, gradient Lipschitz

Proposition (Convergence des trajectoires, CEG EJDE '09)
Si~, = ¢/s avec ¢ > 1, les trajectoires convergent en dimension 1.



[I-5 Développements

» Résultats positifs de convergence 1D dans des cas non convexes.
» Convergence des trajectoires dans RY (récent travail de Cabot, 2014).
» Comment traiter le cas des potentiels non convexes généraux ?
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[11-0 Recuit simulé
Historique :
» Algorithme initial : Kirkpatrick, Gelatt, Vecchi, Sience, 83
» Premiére preuve : Hajek, M.O.R. ‘88
» version proba : Holley, Kusuoka, Stroock , J.F.A. ’89, Miclo, |.H.P. ’92
Quelques rappels sur la méthode du recuit simulé
» U potentiel C* de RY dans R hon convexe (unique minimum absolu)

dX, = —VU(X,)dt + odB,

» Si U assez coercif, (X;)=0 @ une mesure invariante unique et vérifie une
inégalité de type trou spectral/ log sobolev :

KL(L(X,),75) S e

» La mesure invariante est 7
—U/o*
Ts0Ce

et sic — 0, alors 7, se concentre sur les minima globaux de U
» |dée : ergodicité de (X;):=0 + schéma de température adapté o;.
» On cherche une inégalité différentielle sur

D, := KL(L(X,),7»,) dutype D, <—CD:+¢

» X, — argmin U lorsque t — +o0 si on calibre correctement (C,, o;)



[1-1 Diffusion moyennée par sa mémoire

» On se donne une fonction k croissante, positive, de classe C>.

» On définit (B;);=0 un mouvement Brownien standard, et (X;);>o est le
processus solution de I'eds :

» Probléme : (X;);=0 n'a aucune chance d’étre Markovien.
» En posant ¥, = g § k(s) VU(X,)ds, on remarque que (X, Y) satisfait

dX, = —Y.dt + o(X,)dB,
dY, = r(1)(VU(X,) — Y,)dt.

avec une fonction importante :

» Le processus (X,, ;)= est Markovien inhomogéene en temps tel que :

Af (3, 1) = =, 0f) + (VU (x) =, 0f) + %Tr (o* DY) + o



[1-2 Diffusion moyennée et Fokker Planck cinétique

» Cela ressemble a léquation de Fokker Planck cinétique :

dY, = —[VU(X;) + Yi|dt + odB,

{ dX, = Y,dt

» dB; est placé sur la coordonnée position et non vitesse (aie!) .

» Léquation d’évolution est dégénérée sur une coordonnée. Peut-on
obtenir malgré tout

» Existence et de régularité des densités de (X;, ¥;) ? (Hypoellipticité)
» Vitesses de convergence ? (contraction du semi-groupe)
» Des asymptotiques lorsque o — 0 ? (grandes déviations)

FP cinétique est finalement une histoire plus simple (controllabilité,
convergence, mesure invariante explicite, . ..)



[1-3 Propriétés élémentaires

Proposition (Existence forte du processus)

Etant donné T > 0 et un M.B. (B,),>, il existe une unique solution de (1). De
plus, siE[U(Xo) + ¥5] < 0, alors sup,_, E[U(X,) + ¥/] < 0.

Démonstration.
Poser h(x,y,t) = U(x) + y*/(2r(r)) et montrer que

Ah(x,y,1) = Tr(0*D*U(x)o) + [y (—1 + 2ir§t()t)) < Crh.

Comportement selon la mémoire ro, = lim r, nous étudierons 3 cas :
1. 1o €]0; +o00[ : stabilité et comportement non standard k(t) ~—c €.
2. ro = 0 :instabilité du processus. k(t) ~—e t°, 8 > 0.
3. re = +00 : stabilité et comportement standard k(1) ~;—o €, > 1.
Le cas standard est celui de 'EDS :

ds, = —VU(S,)dt + odB.



[1I-4 Régularité du processus [Hypoellipticité]

» On va démontrer que les lois sont régulieres.
» C’est non trivial en raison de la dégénérescence de la diffusion sur Y.

Hypoellipticité : (c > 0 et U infiniment dérivable)
&y = {xe ROVI <k <d:3(ir,...ip) .y UR) # 0}
Theorem (Hypoellipicité)

Sio*o > eld et dim(R? — Ey) < d — 1, alors (X?, Y?) admet une densité C*
par rapport a la mesure de Lebesgue, notée p,(z, .).

Démonstration.
Appliquer [H] version inhomogene en temps (Cattiaux, PTRF’02) avec

2
Lp = _<y7 aJf> + r(t)<VU(x) - a}'>7LU = %AMLZ =Lp— Lo

et montrer que dim span Lie (g +Lz,00,..., a,,) (x,y,6) =2d + 1, Les
dimensions manquantes proviennent de

0
[axl., Fr + LD] .



[1I-4 Régularité du processus [Hypoellipticité]

» On va démontrer que les lois sont positives pour 7 > 0.
» C’est non trivial en raison de la dégénérescence de la diffusion sur Y.

dxf .
{ G =t

Controlabilité :

82
S = rIVUG?) = 7]
Theorem (Contrélabilité)

Silim U(x)/|x| = 400, le systéme est approximativement contrélable et
localement exactement contrélable aux min locaux de U (D*U > 0).

Démonstration.
i) : « Irréductibilité » du processus par la rep . barycentre des VU(x) du y.
i) : Cond. Kalman et calcul de Malliavin (Delarue & Menozzi, J.F.A. ’10) O

On peut alors conclure que la densité p,(z,.) est C* sur R* et positive.



[1I-5 Ergodicité du processus [Hypocoercivité]

» On se place dans le cas r,, > 0 et o constant

» C’est le cas de type mémoire exponentielle.

» Condition de rappel « convexité a l'infini » : (Ha) : [l existe a € (0, 1] :
IVUW))?

U << (Ux) v [x])* << &, VU (X))

Theorem
Sous (H,) + condition d’hypoellipticité :

o exp(—drpt) Sia=1
sup [P (20,1) — po ()] < Car (20) 4 P01
{.lf1<1} r T siae (0,1).

» Si U(x) ~ |x|? avec g > 0, on peut choisitra = 1 A g/2.
» C’est un cadre compatible avec la méthode de type recuit simulé.



[1I-5 Ergodicité du processus [Hypocoercivité]

» On se place dans le cas r,, = 0 et o constant

» C’est le cas de type mémoire polynomiale k(r) = * avec a > 0 ou
k(t) = ¢ aveca e (0,1).

Theorem
Si U est sous-quadratique, alors

lim sup r(0)E[X}] = +o0.
t— 400
On peut méme affiner le résultat dans le cas Gaussien U(x) = £

.
Theorem

Sik(t) = (1+1)*aveca >1/2,0na:

i) Le processus (X;, Y;)i=0 €st asymptotiquement centré et satisfait

t
20 + 1

2c0 + 1 2 1 ,
(\/ aj' X,,\/ a; Y,>=£>/\/’(0,12) Si t— +o0.

Mémoire polynomiale semble une mauvaise idée, sauf si o(r) — 0 vite...

lim EY? = — &

EX; ~
1—00 20+ 17 et !

Si t— +0o0.

ii)




Identification de la limite dans le cas homogene 0 < ro, < +
Proposition (Identification de la loi stationnaire, cas homogéne)
Sous les hypo-hypothéses r(t) = ro €]0; +0[, p €stC* et satisfait

1
O, Oupoo) + ETV(U*D%POOU) + 150 ((y = VU(x), 0yp) + po) = 0.

» Dans le cas gaussien (U(x) = x*/2) et o constant, p., est une mesure
gaussienne centrée de matrice de covariance « tordue »

2 roo+1
rotl
Y2 (re) = 2 [ .
(re) = 3 ( 1 1)

» C’est aussi vrai dans le cas inhomogene r(t) — re €]0; +0].
» Dans le cas o = old constant, p, satisfait

2
0,00 + %Axpoc + 1o (&9 = VU(x), &ypoc + pes) = 0.
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a basse température

» On se restreint au cas de lam

V-1 Comportement

(1) = ™.

tielle k

lorsque o — 0.

émoire exponen

> On cherche le comportement de .-

a mémoire.

FIGURE : Potentiel U = x*/4 — 3x%/2 + x/5, Lignes de champ de U(x) + y?/2 pour le

cas standard et le cas




IV-1 Comportement a basse température

» Dans le cas « standard » :
Lx = —VU(x)0, 4+ o°0%,

la distribution invariante est le champ de Gibbs v, oce=?/?7").
Méthode de Laplace = P.G.D. + v, (argmin U) —,—0 1.

» Pour nous, (hormis le cas gaussien) pas de forme explicite pour p ...

» Cela compligue singulierement I'analyse des P.G.D.

dXt = _Yt + UdBf vs X

dY, = \M[VU(X,) — Y] y
» 2,(z, .) trajectoire initialisée en z avec un controle .
» ¢ dans I'espace de Cameron-Martin H

AIVU(x?) — y%]

» Colt de jonction de z; a z; en temps ¢ (ou quelconque) :

. 1 (" ., .
Ii(z1,22) = zso(:l,,ﬁl;,weﬂ EL |2 I(z1,22) = }21311(21,12)



IV-1 Comportement a basse température

Theorem (GPP, EJP ’12)

» Tension exponentielle de (o)
» Si équilibres (z;); discrets avec D*U(z;) inversible, & extraction prés

lirr:) o’ loglus(z2)] = —W(z) avec  Y1=0 W(z)=infl(z,2)+W(z1)
o— 2

Quelques remarques importantes :
» Formulation HJB ou EDP :

oW

=0
2

=, 00 W) + (VU (x) =y, W) +

» Inefficience des méthodes EDP pour obtenir I'unicité de la limite.
» Utiliser en plus l'info de la nature « mesure invariante > d’'un Markov.



V-2 Théorie de Freidlin & Wentzell

» 1, Se représente au travers des transitions de la chaine squelette
» Utilisation cruciale des voisinages des équilibres (g)i=1.... du champs

5 71(08)
po@) = | iR [T tgecads
g 0

» Il suffit alors plus simplement de comprendre le mécanisme de transition
de la chaine squelette entre les (gi)i<i<t



IV-3 {i}-graphe et conclusion

On introduit le quasi-potentiel V :

1 +o0 N
V(zi,z) = inf [EJ @ ] ;
{ap eH' 0
2p(0) = zi,2p(0) = 3

V régle 'asymptotique des transitions de la chaine squelette.
G(i) : ensemble des {i}-graphes : graphe orienté se terminant par {i} pour
lequel tout nceud possede une unique aréte sortante.

W(z) := min Z V(zk, 21)

8eG() (z—z)eg

Theorem (GPP, EJP’'12)
Sous les conditions précédentes, W est unique, continue au vois des (z;);, et

W(z) = W(z) — ml_in W(z).

Lo S€ concentre exp vite sur le min global de W.



Conclusion

v

v

v

v

v

v

Bonne connaissance du systeme (G).
Pour la diffusion (DM)
» k(r) = ¢ Comportement stable mais non standard.
> Sik(r) = e (non exposé aujourd’hui), comportement comparable a la
diffusion
dS, = —VU(S;)dt + o(S;)dB;.
Diffusion a petits parametres
» Existence d’'un PGD
» Description précise des minimiseurs

Elargissements :

Vrai recuit : coupler o, — 0 avec vitesse L*
Borne inférieure de vitesses inconnues.

Modélisation, étudier des systémes a mémoire ayant une écriture
comparable (bulles financiéres, dynamique des populations, .. .)

Passage en algo sto des méthodes d’ordre 2. Vitesse, renormalisation,
processus limite ?

Merci de votre attention!
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