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PC 1 — Probabilités discrétes

EXERCICE 1 [Evénements indépendants| Soit Q := {w;,ws,ws,ws} muni de la probabilité
uniforme P. On définit les événements A := {wy,ws}, B := {w1,ws} et C := {ws,ws3}. Montrer
que A, B et C sont indépendants deux a deux. Comparer P(AN BN C) et P(A)P(B)P(C).

On a P{w;}) = 1/|Q| = 1/4 pour i = 1,...,4. D’une part, P(A) = P({w1}) + P({ws}) = 1/2.
De mAtme, P(B) = P(C) = 1/2. D’autre part, AN B = {w;} et donc P(AN B) = 1/4. Donc, on
a montré que P(A N B) = P(A)P(B), d’oAz I'indépendance de A et B. De mAtme, on montre
que A et C sont indépendants et B et C' sont indépendants.

Comme ANBNC =0, onaP(ANBNC) = 0. En revanche, P(A)P(B)P(C) = 1/8. Cela
implique que A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants.

EXERCICE 2 |Conditionnement| L’exercice suivant est trés classique et a de nombreuses va-
riantes. Il illustre 'utilité d’une formulation mathématique rigoureuse pour éviter des piéges et
des paradoxes dus & des raisonnements spécieux.

Une famille a deux enfants. On suppose les 4 configurations (wy,ws) avec w; = sexe du iéme
enfant équiprobables.

1. Quelle est la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que le plus jeune
enfant est une fille 7

2. Quelle est la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que I’enfant plus
Acgé est une fille?

3. Quelle est la probabilité pour que les deux enfants soient des filles sachant que 1'un des
enfants est une fille ?

L Ici @ = {(F. F),(G,G),(F,G), (G, F)}. L'événement que le plus jeune enfant est une fille
correspond A& l'ensemble A := {(F,F), (G, F)} qui se produit avec probabilitée P(A) =
|A]/|€2| = 1/2. Pour la probabilité que les deux enfants soient des filles sachant que le plus
jeune enfant est une fille on obtient alors

PHE, )} nA)  PHEF)}) _1/4 1

P{(F, F)}A) = F(A) == "ia

2. Parle mAtme raisonnement, en notant B := {(F, F), (F,G)} 'événement que I'enfant plus
Acgé est une fille avec P(B) = |B|/|2| = 1/2, on obtient

_ PR F)NB) _ PH(E F)}) _ 1/4 1
P{(F, F)}|B) = F(B) =" BB 12" %2

3. Notons C := {(F,F),(F,Q), (G, F)} 'événement que I'un des enfants est une fille. On a
P(C) = |C|/|92| = 3/4 et donc
PUEF)Y) _ 1/4 1

PUF FNC) = = 5™ = 371 = 5



EXERCICE 3 [Cartes électroniques défectueuses| On considére une usine fabriquant des cartes
électroniques. Lors de la production on sait qu’une carte sur 100 000 est défectueuse. En fin de
production, on effectue un test pour savoir si la carte est défectueuse ou non. Lorsque le test
donne un résultat positif, ce test déclare la piéce comme défectueuse. Pour les piéces effectivement
défectueuses, le test est positif dans 95 % des cas, pour les piéces correctes, le test est positif
(donc déclare la piéce comme déféctueuse!) dans 1% des cas.

Quelle est la probabilité que la piéce soit effectivement défectueuse lorsque le test est positif ?

Soit D I’évenement ‘la piéce est défectueuse’. On a P(D) = 1/100000. On note P 'évenement ‘le
test est positif’. Traduction de 1’énoncé :

P(P|D) =0.95, P(P|D)=0.01.
On cherche P(D|P). Formule de Bayes :

P(P|D) x P(D)

P(DIP) = =555

On remarque par les proba totales
P(P) = P(P|D)P(D) + P(P|D)P(D) = P(P|D)P(D) + P(P|D)(1 — P(D)).
Enfin, on obtient

0.95 % 107> 1075
P(D|P) = ~ = 1073,
(DIP) 0.95% 1072 4+ 0.01 % (1 —10=%) ~ 0+ 102

(Avec une calculatrice on obtient la valeur 0.000949.)

EXERCICE 4 |[Limite supérieure d’ensembles| Soit (A,,),>1 une suite de sous-ensembles de €.
1. Si Q =R, donner limsup,,_,., A, dans les trois cas suivants :
(a) Ap=[-1/n,3+1/n]
(b) Ap=[-2 (~1)",2 4 (~1)7]
(c) Ap = puN, ot (pp)n>1 est la suite ordonnée des nombres premiers et p,N est I’ensemble
des multiples de p,,,

2. Comparer limsup,_,..(4, U By) et limsup,_,.(A, N By,) avec limsup, _,. An et
lim sup,,_,~, Bn.

1. Rappel de la définition : limsup,, ,,, An = Ni>1 Up>k Ay 1l s’agit de I’événement ot :

w € limsup A4,, <= il existe une infinité de n tels que w € A,.
n—oo

(a) Lasuite (A,)n>1 étant monotone décroissante (A, D A, pour tout n > 1), on a pour
tout k > 1, Up>i A, = [—1/k,3+ 1/k]. D’une part, on voit que [0,3] C Ay C Up>r Ay
pour tout k. D’autre part, pour tout s < 0 et pour tout ¢ > 3 il existe k tel que
s < —1/kett>3+1/k. Donc, limsup,,_,., A, = [0, 3].

(b) Pour tout n pair, on a A,, = [-3,3[. Pour tout n impair, on a 4,, = [—1,1[. Donc,
pour tout k > 1, U,>, A, = [—3, 3], et limsup,,_, . A, = [-3,3[.

1. On parle alors de "faux-positifs".



(c) On a A; = 2N = {0,2,4,6,..}, Ay = 3N = {0,3,6,9,..}, ..., A, = p,N =
{0, pn, 2pn, 3pn, -..}. Clairement, A, C N pour tout n, donc limsup,_,., A, C N.
On voit que 0 € A,, pour tout n, donc 0 € limsup,, ,,, A,. Enfin, pour tout z € N* et
pour tout k tel que z < pg, on a z ¢ A, pour tout n > k. Donc limsup,, ,., A, = {0}.

2. D’une part,

w € limsup(A, U B;,) <= il existe une infinité de n tels que w € A, U B,

n—oo
< il existe une infinité de n tels que w € A,, ou w € B,

<= w € limsup 4, ou w € limsup B,

n—o0 n—o0

— wE <1im sup An) U (hm sup Bn> .

n—oo n—o0

D’autre part,

w € limsup(A, N B,) <= il existe une infinité de n tels que w € A, N B,

n—o0

< il existe une infinité de n tels que w € A, et w € B,

— weE <lim sup An> N <lim sup Bn> .

n—oo n—oo

On a montré que

limsup(4, U B,) = <lim sup An> U <lim sup Bn>

n—oo n—o0 n—oo

limsup(4, N B,) C <lim sup An> N <lim sup Bn> .

n—oo n—o0 n—oo

La derniére inclusion peut Altre stricte. Par exemple, pour Ay = Bgyp = {0} et
Agiy1 = By = {1} pour tout [, on a limsup,,_,. 4, = limsup,_,., B, = {0, 1}, alors
que limsup,,_,.. (A, N By) = 0.

EXERCICE 5 [Décimation| Proba totale+Borel-Cantelli-va discrete 1. facile, 2. intensif Le
nombre d’individus dans une colonie de bactéries est modélisé par une variable aléatoire N
suivant une loi de Poisson de paramétre A > 0. En présence d’un antibiotique, chaque individu
de la population a une probabilité p €]0, 1] de survivre (indépendamment des autres).

1. Déterminer la loi du nombre N; de bactéries survivantes. On adoptera la modélisation

suivante :
N

Nl = Z Ei,
i=1
ou (gi)i>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de para-
métre p qu’on supposera indépendante de N.
2. On expose de maniére répétée la colonie de bactéries a ce traitement antibiotique et on
note Ni, k > 1, le nombre de bactéries survivantes aprés la kiéme exposition. Montrer que
presque stirement la colonie finit par s’éteindre.



1. Pour tout k£ > 0, on a en appliquant la formule des probabilités totales

+oo
P(Ny = k) =Y P(Ny = k[N = n)P(N =n).
n=0

On remarque que P(N; = k|N =n) =0 si k > n. Par ailleurs, pour n > k, on a

N n n
P(N1:k|N:n):P<Zsi:kz|N:n) :P<Zsi:k|N:n> :P<Zsi:k>,
1=1 =1 =1

ou la derniére égalité vient de I'indépendance de N et des g;. Pour conclure, on sait que
>i, € suit une loi binomiale de paramétres n et p et donc

P (zn: i = k:) - <Z>pk(1 —p)nk,
i=1

On en déduit que

R (n p AT s )P =)
P(Ny =k)=e AZ;c(]{)pk(l—p) kg—e AHX% kl(n—k)!

k! k!

k .
_ ) Ny _ ()"

Conclusion : Nj suit une loi de Poisson de paramétre pA.

2. Soit (57]3)”217;621 un tableau de Bernoulli de parameétre p indépendantes. On définit de
proche en proche Ny par la formule

Nk-1

Ny = Z Egk),

i=1
avec la convention Ny = N (indépendante des 5%)). D’aprés la question précédente, Ny, suit
une loi de Poisson de paramétre A\, > 0 vérifiant A\, = pAr_1. On en déduit immédiatement
que \; = p®\. La population n’est pas éteinte & I'instant k si et seulement si Nj > 1,
événement dont la probabilité vaut

P(N,>1)=1—-P(N,=0)=1—e P~ pkA

lorsque k — oo.

1 ére méthode : Comme p €]0, 1], on conclut que >, P(N, > 1) < 4o00. Le lemme
de Borel-Cantelli entraine donc que P(limsup{Ny; > 1}) = 0 et donc, en passant au
complémentaire, P(liminf{N; = 0}) = 1. On conclut en remarquant que ’événement
liminf{ N = 0} est I’événement "la population finit par s’éteindre."

2éme méthode : On peut également remarquer que

{Nigy1 > 1} € {Ng > 1}

Les événements Ay = {Nj > 1} forment donc une suite décroissante pour I'inclusion. On
sait alors qu’en posant A = Mg>1 Ay, on a

P(A) = lim P(A;) = lim 1—e?*=0.

k—+o00 k—+o0



L’ensemble A = Ni>1{Nj > 1} représentant I'événement "la population ne s’éteint jamais",
on conclut qu’avec probabilité 1 la population finit par s’éteindre.
Pour faire le lien avec la premiére méthode, on peut noter que comme les événements sont
décroissants,

limsup A4,, = Me>1 Uik A= meIAk = A.

Remarque : le processus (Ng)i>0 n'est autre qu'un arbre de Galton-Watson avec loi de repro-
duction de Bernoulli de paramétre p et condition initiale de loi de Poisson.

EXERCICE 6 [Loi gATomAltrique] On modélise le jeu de pile ou face par une suite (Xn)p>1 de
variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1], en codant 1 pour
succes (pile) et 0 pour échec (face) : P(X; =1)=1-P(X; =0) =p.

1.

On pose T = inf{n > 1: X,, = 1}. Que reprAlsente la variable aléatoire Ty, qu’elle est sa
loi, sa moyenne, sa variance ?

. Soit k > 2; on s’intéresse a la variable T} définie par T, = inf{n >1:>"", X; =k}

représentant l'instant ot le joueur réalise son kéme succés. Déterminer la loi de T.

. Posons Ty = 0 et Ay, = T}, — T)_1 pour k > 1. Montrer que les variables aléatoires A sont

indépendantes et de méme loi.

. La variable aléatoire T7 correspond & la date du premier succés. Déterminer la loi de T}

consiste & donner P(T} = k) pour tout & > 1. On remarque que
(T =k}={X1=0,....Xp_1 = 0,X =1} = (mf;f{xi - 0}) N{X =1}
et donc par indépendance et équidistribution des variables X; on trouve
P(Ty = k) = (1 —p)* 'p.

Autrement dit, la variable T} suit la loi géométrique de paramétre p. Pour PespAlrance de
T, on trouve

“+o00 “+o00
BTy =Y kP(Ty = k) => k(1—p)*'p
k=1 k=1

donc en notant f(z) = > ;2% (1 — ) = 1, 2 €]0, 1], on voit que
1
E[Ty] = —pf'(p) = 1;

Le méme raisonnement peut étre adapté pour montrer que la variance est donnAle par

1—p

Var(T1 ) = p2

. Déterminons la loi de Tj. Remarquons tout d’abord que P(7; = n) = 0 si n < k. Pour

n >k, ona

n—1
(T, =n} = {ZXi:k:—l,anl}.

=1

Par indépendance, on a donc

n—1 n—1
P(Tk:n):]P’<ZXi:k:—1) P(X, =1) = pP (inqu) :
i=1 =1



Par ailleurs, Z?:_f X suit une loi binomiale de paramétres n — 1 et p :

n—1
P(in:y) = (”;1)pf(1—p)"—1—f, vje{0,1,...,n—1}.
i=1

D’ou la formule

3. Afin de montrer 'indépendance des variables A, remarquons que pour toute suite d’entiers

Ni,...,Nk41 > 1, 00 &
{A1 =n1,A0 =ng, ..., App1 = Npy1 }
:{Tl — To = nl,TQ — T1 =Ng,... ,Tk+1 — Tk = nk+1}
?’Lk+1—1
=N —To=n1, T —T1 =ng,..., Ty = Tp—1 = ni} N m { X s = 0} N { X g
j=1

Comme l'événement {1} —Ty = n1, To—T1 = na, ..., Ty —Tk_1 = ng} s’exprime en fonction
des variables X1, ..., Xy, +...4n, uniquement, on en déduit que

P(A1 =n1, Az = ng, ..., A1 = ngy)

= P(Al = nl,A2 =Mn9,.. .,Ak = nk)(l 7p)nk+1—1p

et par une récurrence immédiate que
k+1
i—1
]P)(Al =ny, AQ =nNng,..., Ak:—H = nk_H) = H(l —p)nJ p.
J=1

On a montrAl que les variables Ay, sont indAl'pendantes et de loi gATomAltrique de pa-
ramAltre p.

EXERCICE 7 [Absence de mAl'moire]

1. Montrer que pour toute variable aléatoire X a valeurs dans {1,2,...}, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X suit une loi géométrique;
(ii) La loi de X — n sachant {X > n} est identique a la loi de X pour tout entier n > 0.

2. Utiliser cette propriATtAl pour calculer la variance de la loi géométrique.

1. Supposons que X suit une loi géométrique de paramétre p. Alors

—+00

P(X >n)= > (1-p)*'p=p1—p)"
k=n-+1

T-(=p) (I—p)™

Par conséquent, pour tout £ > 1,

=n _ o\ntk—1
P(X —n=FklX>n)= P(I‘;i);> :)k) _d (1”2 R P o1 —p)Flp=P(X = k).

1.



Autrement dit, la loi géométrique est sans mémoire : la probabilité d’attendre un pile
durant £ unités de temps sachant qu’on a déja attendu n unités de temps ne dépend pas
de n.

Réciproquement, supposons que X soit une variable aléatoire a valeurs dans N* vérifiant
cette propriété d’absence de mémoire et montrons que la loi de X est géométrique. Pour
tout n > 0, on a donc

P(X =k+n)=P(X >n)P(X =k), Vk>1.
En prenant n =1 et en posant ¢ =P(X >1) =1—-P(X =1) on a donc
P(X =k+1)=q¢P(X =k), Vk > 1,

d’ott I'on tire P(X = k) = P(X = 1)¢* ' = (1 —¢)¢"!. Le cas ¢ = 1 est exclu car sinon on
aurait P(X = k) = 0 pour tout &k > 1 ce qui contredit le fait que P(X > 1) = 1. Lorsque
g=0,onaP(X =1)=1 et donc la loi de X est la masse de Dirac en 1. On en conclut
que, dans tous les cas, X suit une loi géométrique de parameétre p = 1 — ¢ €]0, 1].

2. On peut utiliser cette propriété d’absence de mémoire pour calculer les moments d’ordre 1
et 2 de X. Illustrons ceci pour le moment d’ordre 2. Par 'absence de mémoire, on a

—1)2 _1)2
E[X2} _ E[(X - 1)2‘X > 1] _ E[()];(Xll 1§(>1] _ EHE(();; >11))]’

et donc
(1—p)E[X?] =E[X?] - 2E[X] +1

Comme on sait que E[X] = 1/p, on trouve E[X?] = % — 1. On en déduit la variance de

X : Var(X) = (1 —p)/p?. v

EXERCICE 8 Soit X1, X5 des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de paramétres
respectifs 81 > 0 et 65 > 0.

1. Calculer la loi de X7 + X5.
2. Calculer E(2%1| X7 + X3).
3. Calculer E(X1|X1 + X3).

1. Pour k€ Non a

P(X1+ Xo=k) = ZIP’(Xl + X9 = k| X9 =1)P(X2 =1) (par la formule des proba totale)
1=0

k
= P(X1=k—1|X; =P(Xy =1)
=0

k
= Z P(X, =k —1)P(Xy =1) (par indAIpendance)
=0

_ zk: Hlf_lefe1 «9[26*92
_ !
— (k=0 I
o—01—02 k

A
TR Z<z>9f &

=0
(0, + 92)ke*(91+92)
k! '




Donc, X + X suit la loi de Poisson de paramAltre 6; + 5.

2. D’aprAls la dATfinition de PespAlrance conditionnelle on a

G(2) :=E[zN X1+ Xy =m] = > 2"P(Xy = k| X + X5 = m)
k=0

Bien Alvidemment, on P(X; = k| X1+ X2 = m) = 0 pour tout k > m. Pour tout 0 < k <m
on trouve
P(Xlzk,X1+X2:m) ]P)(Xlzk,XQZm—k)

P(X, = k| X1 + Xo = = =
( ! ‘ ! 2 m) P(X1+X2:m) P(Xl—l-XQ:m)

P(X; =k)P(Xo=m —k A
_ K }(X1)+(X22 ::Z) ! (par indATpendance)

Oke—01 9;”'7]66_92

. k! (m—k)!
- (01+02)me—(01+02)
m!

_ (m> 0F05 "
- k (91 =+ 92)m '
En fait, X;|X; + X2 = m suit une loi binomiale de paramAltres m et 01/(01 + 02). On en

dATduit que

1 " /m 201 + 0\
X1 _ _ kom—Fk __ 1 2
Ez* X1+ Xo =m]| = O+ )" kEZO <k>(z91) 7 ( I ) .

3. On dATduit des propriATltAl de la fonction gAInAlratrice que

mby (261 + 6)™
(01 +62)™

- m91
) R

E(X1’X1 + X9 = m) = G,(l) =

EXERCICE 9 |Fonction génératrice| Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que
les réels a et k soient tels que la suite (p,) définie, pour n > 0, par p, = k({7)" soit la loi de
probabilité d’'une variable aléatoire a valeurs dans N. Donner alors la fonction génératrice d’une
telle variable aléatoire.

Il faut (1) p, € [0, 1] pour tout n et que (2) >2./%% p, = 1. (1) si et seulement sia > 0et 1 >k > 0
(prendre n = 2 puis n = 1, n = 0). On a > p, = k(a + 1). Donc condition : @ > 0 et k = —

) A a+1"
Fonction génératrice
1

a+1—az

G(z) = anz” =

n>0



