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PC 3 : Variables aléatoires réelles - Vecteurs aléatoires

1 Espérance,Variance et loi d’une variable aléatoire réelle

Exercice 1. Soit V' une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, w|. Déterminer la loi de sin(V').

Solution. Soit f : R — R continue bornée. Comme f(sin(V')) est bornée, l’espérance est bien
définie. Par la Proposition 4.5.1 on a :

E[f(sin(V / f(sin(z

Changement de variable u = sin(z) mais attention : sin n'est pas injective sur [0, ]. On regarde
[0,7/2] et [7/2,7]. On remarque :

l f(sm( ))dx = / f(sin(m — z))dx =

/2

1

™

1 (7 ‘ B 9 /2 .
7T/0 f(sin(x))dx = 77/0 f(sin(x))dx

2 (N fw
_77/0 1_u2du,

en faisant le changement de variable uw = sin(x). Donc la densité de sin(V') notée ¢ est donnée
par

w/2
/ f(sin(z))dx
0

On se rameéne @
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Exercice 2 (Loi de Cauchy). Soit X une variable aléatoire de Cauchy, de densité (mw(1+x2))~L.
Reconnaitre la loi de 1/X en utilisant la méthode de la fonction muette.

¢(z) =

Solution. Soit f: R — R continue bornée. On a

1 1
:/Rf(x)ﬂ'(l—i-a:?)dx

On a envie de faire le changement uw = 1/x mais pas bijectif sur R! on scinde en deuz

1 too
B = [ IS et [ s
On pose la variable u = 1/x donc du = —u?dx ainsi
+o00 1 1 +o00 1 1
f Q= ), e
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= /0 f(u)iw(l n u2)du.



De plus en faisant y = —x dans Uintegrale sur R™ on a

01 1 +oo 1 1
R e (B e 2

On pose alors u = —= et on obtient par calculs similaires

0 1 1 —+o00 1
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Donc < a méme loi que X... comme vu dans la PC2.

Exercice 3 (Loi uniforme). Soit X une v.a. uniforme sur [0,1]. On définit Y = min(X,1 — X)
et Z =max(X,1— X). Trouver les lois de Y et Z. Calculer E[Y Z].

Solution. La variable aléatoire Y prend ses valeurs dans [0,1/2] et pour tout t € [0,1/2],
() =P(Y <t, X <1/2)+P(Y <t,X >1/2) =P(X <t)+P(X > 1) = 2t

donc Y suit la loi uniforme sur [0,1/2]. De méme, on montre que Z suit la loi uniforme sur
[1/2,1]. Pour calculer E[Y Z], on remarque que YZ = X (1 — X)) et donc

E[YZ] =E[X(1-X)] = /1(t — ) dt = [t*/2 - t*/3], =1/2 - 1/3 = 1/6.

Remarque : on peut aussi calculer la densité de Y Z de la maniére suivante. Comme Y + Z =1,
la variable aléatoire YZ = Z(1 — Z) prend ses valeurs dans [0,1/4], et pour tout t € [0,1],

P(YZ > t) =P(1-2)Z > t) :]P’(Z = [1_ V21 —At 1T V21_4tD = P(2Z-1</1—4f) = I 4t.

La densité de Y Z est

2
frz(t) = Fy4(t) = \/ﬁl[o,l/zq (t).

On peut utiliser cette densité pour retrouver la valeur de E[Y Z]| mais les calculs sont plus longs
qu’avec la méthode précédente.
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E[YZ] = dt — A+20)" _ 1
0o V1-—4t 6 0 6
. . . . . 1,1 ()
Exercice 4. Soit X wune variable aléatoire de densité f(x) = —=———. Montrer que
(In2)(1+x)
1
Y = X [X] a méme loi que X, ou [x] désigne la partie entiére de x.

Solution. Soit h une fonction de R dans R continue bornée. On calcule

=00 = | Gty o= [2] o
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= ————h(——n]d
=/ (In2)(1 + z) (m n) .



changement de variable : y = % —n donc dx = —(yiifl)? On obtient
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= | —h(y)dy.
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Exercice 5. Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles définies sur un méme espace de
probabilité.

(1) On suppose que P(X =Y) = 1. Montrer que X et Y ont la méme loi. Montrer que la
réciproque est fausse.
(2) On suppose que X et'Y ont la méme loi.

(a) Soit f: R — R une fonction mesurable. Montrer que les variables aléatoires f(X) et
f(Y) ont la méme loi.

(b) Montrer que les variables aléatoires X Z et Y Z n’ont pas nécessairement la méme loi.

Solution. 1. Si P(X =Y) = 1, alors pour toute fonction continue bornée h : R — R
on a Uégalité P(h(X) — h(Y) = 0) = 1 et donc E[h(X) — h(Y)] = 0, de sorte que
E[h(X)] = E[h(Y)], ce qui montre que X et Y ont la méme loi.

La réciproque est fausse. Considérons une variable aléatoire X de loi normale N(0,1)

(c’est-a-dire de densité /2 _le*"’ﬂ/2 par rapport & la mesure de Lebesque). Posons Y =
—X. Alors Y est une variable aléatoire X de loi normale N'(0,1). En effet soit g : R — R
une fonction continue bornée. Alors

+0o0 +o0o

g(—;v)z8_$2/2 dx = / g(l’)B_IQ/Q dx.

—00 —00
Donc X et'Y ont la méme loi mais ne sont pas égales avec probabilité 1.

2. (a) Pour toute fonction continue bornée h : R — R, la fonction ho f est mesurable bornée.
Comme X et'Y ont la méme loi, on a

Elho f(X)] = /R h(f (2))Px (dz) = / B(J (2))Py (dz) = Elho f(V),

R

ce qui montre que f(X) et f(Y) ont la méme loi.

(b) On reprend les variables X et Y de la question 1. Soit Z = X. Alors XZ = X2 et
YZ = —X?2. La loi de X? est une mesure de probabilité sur Ry (différente de &y la mesure
de Dirac en 0) et la loi de —X? est une mesure de probabilité sur R_ donc XZ et YZ
n’ont pas la méme loi.

2 Inégalités

Exercice 6.
Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable centrée (i.e. telle que E(X) =0) et a > 0.



1. Montrer que a <E ((a — X)1{x<q) < v/P(X < a) x \/Var(X) + a?.

2. En déduire que P(X > a) < V;;‘TT% et comparer avec la majoration obtenue par l’'in-

égalité de Bienaymé Chebychev.

Solution. 1. Puisque X est centrée :
a = Ela — X]
=E[(a — X)1x<d] + E[(a — X)1x>4]
<E[(a — X)1x<d]

en utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz pour 'avant derniére ligne et le fait que X est
centrée entraine que Var(X) = E[X?].

2. On en déduit )
a

P(X >

(X <a) 2 @)

et donc ) Var(X)
a ar
P(X >a)=1-P(X <1- =
(X = a) (X <a)< a?+ Var(X) a?+ Var(X)

Avec Bienaymé Chebychev on aurait

B(X > ) < B(|X] > a) < “C0)

donc on a une meilleure estimation qu’avec Bienaymé Chebychev.

Exercice 7. (Inégalité de Paley-Zygmund) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle
que E[X] > 0.
1. Montrer que pour tout A > 0, X < AE[X]+ X1 xag[x]}-
2. On suppose que, de plus, 0 < E[X?] < +o00. Montrer que pour tout A €]0,1[ on a
LEX]?
E[X?]

P(X > AE[X]) > (1 — )

Solution. 1. Ona
X = X1xoamxpy + Xix<arx)}
< X1ixsaggy + AE[X],
en utilisant que E[X] > 0 et A > 0.
2. On prend Uespérance de l'inégalité de la question précédente :
E[X] < AE[X] + E[X1 (x> g -
D’apres Uinégalité de Cauchy—Schwarz,
E[X1ixsaepxp] < E[Xz]l/QEU%X»\]E[X}}]lﬂ = ]E[X2]1/QP(X > )‘E[X])l/z-

Donc
(1—)\)2E[X]? < E[X?]P(X > \E[X])

et le résultat voulu en découle immédiatement.
Remarque. L’inégalité de Markov permet de majorer P(X > AE[X]), alors que l'inégalité de
Paley-Zygmund permet de minorer cette quantité.



3 Loi jointe-loi marginale-vecteurs aléatoires

Exercice 8 (Lois jointes, lois marginales et lois conditionnelles). Soit (X,Y) et (X', Y’) des
couples de variables aléatoires de densités

1 1
faxy)(zy) = 1(1 +ay) 1 qp(zy) et fixoyn(@y) = 11[71,1}2(1‘/33/)

1. Vérifier qu’il s’agit bien de densités.
2. Montrer que (X,Y) et (X', Y') ne suivent pas la méme loi.

3. Montrer que (X,Y) et (X',Y") ont les mémes lois marginales, c¢’est-a-dire que X et X'
sont de méme loi, et que Y et Y' sont de méme loi (en fait X, X', Y,Y" sont de méme

loi!).

Solution. 1. Clairement, f(X7Y) > 0 et f(X,y,) > 0 sur R2. On remarque que
fil fil zydrdy =0 et f—ll f—ll %dxdy = 1. Ainsi

1 1 1 1
/ 1 / o) dady = / 1 / o (ay) dedy = 1.

1 1 1 1
(/ d:r;/ dy+/ xdx/ ydy)
0 0 0 0

2. On a

e

1 1 1
]P’(XEO,YEO):/ / 1+ zydaxdy =
4 0 0
AU N A}
! 272) 16
1 ot 1
P(X'>0,Y' >0)= / / drdy = ~.
4 Jo Jo 4

Donc (X,Y) et (X', Y') n'ont pas la méme loi.

3 fxi(z) = %1[71,1](90) =111 (2) f_ll idu et de méme fy:(y) = %1[71,1}@)- De plus

1 L 1
fx(z) = 21[—1,1](I)/ <4 + xy) dy = 51[—1,1](93),
1

de méme fy(y) = %1[71,1}(9)-

Exercice 9. Soit (X1, X9, X3) un vecteur aléatoire centré de matrice de variance covariance

O Oy W

2 1
A= 1|1 5
3 6

1. Calculer la variance de X3 — a1 X1 — aaXo pour aq,as € R.

2. En déduire que X3 est combinaison linéaire de X1 et Xo p.s.

3. Plus généralement, pour un vecteur aléatoire Y de matrice de variance covariance T,
donner une condition nécessaire et suffisante sur I' pour que l'une des composantes de 'Y
soit fonction affine des autres composantes de'Y p.s.

4. Soit maintenant Z un vecteur aléatoire & valeurs dans R%, d > 1. Supposons que Z a une
densité f par rapport a la mesure de Lebesque sur R, Soit € R un vecteur non-nul.

Montrer qu’alors la v.a. U = 27 a une densité sur R.



5. Si'Y est un vecteur aléatoire de matrice de variance covariance non-inversible, peut-il
avoir une densité ¢ Le vecteur (X1, X9, X3) a-t-il une densité ¢

Solution. 1. On obtient

Var(Xs — a1 X1 — asXy) = a3 Var(Xy) + adVar(Xs) + Var(X3)
—201Cov(X1, X3) — 2a2C0v( X2, X3) + 2a1a9Cov(X1, X2).

Donc
Var(Xs — a1 X1 — aeXy) = 20[% + 504% +9 — 601 — 1209 + 2a1v9.

2. En prenant oy = as = 1 on obtient
Va’l“(Xg — X1 — XQ) =0
donc il existe une constante c telle que
X3=X1+Xo+ec
3. Soit Y un vecteur de taille n de matrice de variance-covariance I'. On remarque que
Ker(T') #0 <= Ju # Ogn, T'u=0
— Ju # Ogn, u' Tu=0
< Ju # Ogn, ZujCOU(Yi,Yj)ui =0
0,3

< Jdu # Orn, Var(zn:uiYi) =0.
=1

Comme I' est symétrique, on en déduit que I' est non-inversible si et seulement si ['une
des composantes de Y est fonction affine des autres composantes de Y p.s.

4. Soith : R — R une fonction continue bornée. Puisque x est non nul, il existe un indice k tel

que xx # 0. On pose le changement de variable (21,22, ..., 2 (21, .. ,24), -+, Zd-1,2d) =

(U, U2y« oy Uy - -y Ug—1,Uq) dont Uinverse est donné par (21,29, .., 2k, -+ 2d—1,2d) =
Up— i sq Tl . _ .

(uy,ug, ..., %, cey Ug—1,uq). Le Jacobien est CL‘kl d’ot

MMUH:MMﬂZﬂ:/‘Mﬂ@hnwanﬂﬁru¢ﬁwr“@d

Rd
1 Uk — ZZ Tl
= = [ h@' e za) S I ) duy - dug
Tk JRd Tk
1 Uk — D sy, Till .
—/Mw%/ . 2igh ,“ﬂmwﬂwk
R Rd—l xk xk

avec la notation du* pour la mesure de Lebesque duy ---dug en excluant duy, donc U
posséde une densité donnée par la fonction

1 U= g, Tl X
fU(u)_/ 7f<u17"'7i7"‘7ud)duk'
R

d—1 Tk Tk

5. St la matrice ' est non-inversible, alors il existe u € R™\ {0} tel que (u,Y) = c ot c est
une constante, par la question 2. Donc Y ne peut pas avoir de densité sinon on contredit
la question 4. On en déduit que X n’a pas de densité car I' est non-inversible.



Exercice 10. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R? dont la loi a pour
densité

2 —x
f(X,Y)(-TaZ/) = ;6’ (1+y2)1m,y20~

1. Vérifier que f(x,y) est bien une densité.
2. Déterminer les lois de X et de Y.

3. Les variables aléatoires X et'Y sont-elles indépendantes ¢

Solution. 1. fix,y) est bien positive, vérifions que son intégrale sur R? waut bien 1.

o0 o 2 1 9 o0 2 o 1 2
/ / dzxdy Zem(ty )1z7y>0 = / dy/ e~ 2(14Y%) g0
—o00 J—00 T - 0 T Jo
<2 1

p— dil;
/0 y7r 1+ 92

2
= = t o0
= farctan(y)];
= 1

2. Soit h : R — R une fonction continue bornée. On calcule E[h(X)] et E[h(Y)] :

00 00 2
E[h’(X)] = / / dl’dy h(.ﬁlﬁ);e_aﬂ(l—’_yz)lx’yzo

2
= / dx h(z) ¢ / e~ dy
0 T Jo

o0 2 —T (e 9]
= / dx h(z) ¢ e 224 (en posant z =V 2x - y)
0

™/ 2x Jo
[e.e] 2 —T /2
= / dx h(z) €. YT
0 ™2z 2
Donc X est a densité, et fx(x) = %1120 est une densité de X.
Aussi,
=T 2 —a(1+y?)
Er(X)] = dzdy h(y)—e Lo y>0
00 92 00 et 2)
= dy—h(y) [ e
0 d 0

o2 1
= dy—h(y) - —.
| tnzn) - o

DoncY est a densité, et fy(y) = 2 - ﬁlyzg est une densité de Y .
3. X et Y sont indépendantes si et seulement si pour presque tous (x,y) € R? on a

fxr(@,y) = fx () fy(y), ou encore, pour tous x,y >0,

ey _ €]

T Jrz W’

ce qui n’est clairement pas le cas. Donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Remarque. Le clairement pas met des choses sous le tapis... Justifions cela. Tout d’abord,
si g R? — R est une fonction continue nulle presque partout (pour la mesure de Lebesque sur
R?), alors en fait g est nulle partout. En effet, raisonnons par 'absurde et choisissons v € R?




tel que g(x) # 0. Alors il existe une boule ouverte B, centrée en x telle que g(y) # 0 pour tout
y € By. Or By est de mesure de Lebesgue strictement positive, absurde.
Dans notre cas, supposons par l'absurde que pour presque tous (x,y) € Ri on a

e_x(1+y2) — i . 1 .
Vrr 1+ y?
La fonction continue g(x,y) = e—e(l+y?) _ % . ﬁ est donc presque partout nulle, et donc

partout nulle. Or g(1,0) # 0, absurde.
Exercice 11. On consideére un gdteau circulaire avec une cerise sur le bord. On découpe le gdteau
en deuz parts en coupant suivant deux rayons choisis au hasard.

1. Awec quelle probabilité la part contenant la cerise est-elle plus petite que la part ne conte-
nant pas la cerise ¢

2. Quelle est la longueur angulaire moyenne de la part contenant la cerise ?

Solution. On note ©1 et Oq les angles formés par les deux rayons et le rayon qui passe par la
cerise. L’énoncé du probleme indique que ©1 et Oy sont indépendants et suivent la loi uniforme
sur [0,27]. La longueur angulaire de la part contenant la cerise est égale a 2w — |©1 — Oq|.

1. La probabilité pour que la part contenant la cerise soit la plus petite est égale a P(2m —

|©1 — ©2| < |©1 — O2]). On en déduil que

P27 — |01 — 02 < [01 = 02]) = E[lyr |0, 0,<|0:-62]]

1 2w 2
= W /0 \/0‘ d01d021|91,92|>ﬂ-

1 27 01
= —=2 do dfs1g, _g,>x
277)2 \/0 1 A 21601 —02>

—~

=

symeétrie
ot pour l'avant derniére égalité on a utilisé la symétrie
entre 01 et 0y pour se restreindre au cas ot 0y < 01. Géo-
métriquement la derniére égalité est laire du petit triangle
hachuré. La probabilité pour que la part contenant la cerise
soit la plus petite est donc 1/4.

(0, 2m) (27, 27)

(0,0) J 2r 0

2. La longueur moyenne de la part contenant la cerise est égale a 2w — E[|©1 — Oal], qu’on
calcule avec le théoréme de transfert et la méme astuce de symétrie :

1 21 27
Ell©; —© —//d9d99—9
[[©1 — ©2] @2y s 1d02|01 — 02|
1 2 01
- o /0 a6, /O (61 — 62)d6,
_
3

La longueur moyenne de la part contenant la cerise est donc 4m/3.

La part qui contient la cerise est plus grande en moyenne et elle est également plus grande
dans 75% des cas. Pour voir que ces résultats ne contredisent pas l'intuition il faut inverser les



opérations. On découpe d’abord au hasard deux rayons dans le gdteau, puis on jette au hasard la
cerise sur le bord. Celle-ci a intuitivement plus de chance de tomber sur la part la plus grosse! Il
reste a se convaincre que jeter la cerise sur le bord puis couper le giteau au hasard, ou couper le
gateau au hasard puis jeter la cerise sur le bord donne bien le méme résultat



