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PC 7 — Convergence en loi & Théoreme de la limite centrale

Exercice 1. On suppose X, e pour des v.a. (X,,) & valeurs réelles et ¢ € R. Soit ¢ : R;. — R
définie par ¢(x) = min(z, 1).

1. Soit € > 0. Quelle est la limite de E[¢(| X,, — ¢|/€)] quand n — oo ?

2. En déduire que X,, — ¢ en probabilité quand n — oo.

Solution. 1. Pour € > 0 fixé, la fonction x — ¢(|]z — ¢|/€) est continue et bornée. Par la
convergence en loi de X, vers ¢, on a lim,_ E[¢(| X, — c|/€)] = E[¢(|c — ¢|/€)] = 0.

2. On a
E[ ('XE ')]—E[ ('XE |>1{]Xn—c]§e}}—&-IE[]l{\Xn—c\>e}]

:E[ <’X 6 ’) 1{[ X, — ¢ §e}} FP( Xy > ).

Dans la question 1, on a montré que le terme a gauche tend vers 0 pour tout € > 0 lorsque
n — oo. Comme les deux termes a droite sont positifs, cela implique qu’ils tendent tous les
deux vers 0 lorsque n — oco. La convergence de P (|X,, — ¢| > €) vers 0 quelque soit € > 0
implique la convergence en probabilité de X,, vers c.

Exercice 2. On suppose X, L x pour des v.a. a valeurs réelles. Soit f : R — R continue.
Montrer que f(X,,) £ F(X).
[Remarque : On fait généralement référence a ce résultat sous le nom de théoréme de continuité.

Comme pour les convergences p.s. et en probabilité, il suffit en fait que f soit continue en tout
point de D tel que P(X € D) = 1.]

Solution. Par la définition de la convergence en loi, X, L x implique que pour toute fonction
h continue, bornée, on a lim,_,o E[h(X,)] = E[h(X)]. Or, la composition ho f est une fonction
continue, bornée, ce qui implique que lim,_, E[h o f(X,)] = E[h o f(X)]. D’ou le résultat.
Exercice 3. Soit X, telle que P(X,, =0) = p,, et P(X,, =n) =1 — p,.
1. Donner une CNS sur (p,) pour que, quelle que soit la fonction f continue & support
compact, E[f(X,,)] converge dans R quand n — oo.

2. Donner une CNS sur (p,) pour que X,, converge en loi et donner sa limite.

Solution. 1. On a E[f(X,,)] = pnf(0) + (1 — pp) f(n). Comme f est compact, on a f(n) =0
pour tout n suffisamment grand. Donc, E[f(X),)] converge si et seulement si (py,),, converge.
2. Par définition, X,, converge en loi vers une limite X si et seulement si E[h(X,,)] converge
vers E[h(X)] pour toute fonction A continue, bornée.
Or, toute fonction f continue et & support compact est bornée. Par la question 1, pour
obtenir la convergence de E[f(X,,)] il est nécessaire et suffisant que la suite (p,,), converge.
Dans le cas général d’une fonction h continue, bornée, il faut s’assurer que le terme (1 —
pn)h(n) converge. Comme (py,), converge et h est bornée, il faut alors que lim, (1 —p,) = 0.
On en déduit comme CNS pour la convergence en loi de X,, que lim,p, = 1 et on a
X, 5 0.



Exercice 4. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires gaussiennes telles que E[X,] =
et Var(X,) = o2. On suppose que i, — u et o2 — o2, montrer que X,, converge en loi et

déterminer la limite.

Solution. Calculons d’abord la fonction caractéristique de la loi normale standard. Notons
Z ~N(0,1). Pour t € R,

. 1 o,
¢Z(t) — ]E[e—th] _ /e—ztz—z /2dZ
V2T JR
2 1 1
:eg/ 5 exp{—2 (z+it)2}dz
R 7

1.2
= e §t’

car on integre une densité. On en déduit facilement la fonction caractéristique de la loi normale
N(u,0?%). Notons Y = o0 Z + pu ~ N(p,0?). On a

oy (t) = E[e—it(oZJru)] = dy(ot)e it = o int— b2
Or, pour X, ~ N(Mna 0721) on trouve

i t— L1242 _it— L5242
d)Xn(t) —e ipnt—505t e pt—50%t ’

car fi, — pi et 02 — 2. On en déduit que X, £, N(p, 0?).

Exercice 5. Soient (X,,), des v.a. i.i.d. de loi de Poisson de parametre A > 0.
1. Calculer la fonction caractéristique ¢x, et en déduire la loi de S, = > | Xj.

2. En utilisant le théoréme limite central déterminer la limite de la suite

U, =€ " Z R
k=0
Solution. 1. Calculons ¢y, : pour tout t € R,
; A =, AR A = (Aeit)k j
dx, (t) = E[e¥1] = ¢~ Ze” i e Z T = exp (A(e"=1)).
k=0 k=0

Les variables X; étant indépendantes et identiquement distribuées, on a

05, (1) = 6, (1" = exp (nA (¢ — 1))
La fonction caractéristiques caractérisant la loi d’une variable aléatoire, on en déduit que
Sy, suit une loi de Poisson de parametre nA.

2. Soit A = 1. Alors S, suit la loi de Poisson de parametre n. On observe que u, =
S o P(Sn = k) =P(S, <n).
Or, par le TCL, lorsque n — oo,

N (isn _ E[Xl]) !

vn

ce qui implique la convergence de la fonction de répartition de ﬁSn —+/n vers la fonction

S, — v/n —=5 N(0, Var(X1)) = N(0, 1),

de répartition @ de la loi A/(0,1) sur R. Plus précisément, pour tout ¢t € R, on a

n—oo

lim P (\}ﬁsn —vn < t) = ®(t).



Avec t = 0, on obtient

1
n—00 n—00 2°

lim P(\/lﬁsn\/ﬁ§0> = lim P (S, <n)=®(0) =

Donc, lim,, u,, = %

Exercice 6. Soit {X;}i>0 une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de parametre 6.
1. Montrer que /n(X, — ) N N(0,0(1—-0)), o0 X, =n"1> 0" | X,
2. Montrer que X, (1 — X,,) — 0(1 — 6) en probabilité.
3. Montrer que \/n(X, — 0)?> — 0 en probabilité.
4. Déterminer la loi limite de v/n (Xn(1 — X,,) — 6(1 — 6)).

Solution. 1. Par le TCL, on a v/n(X, — 0) = vn(X, — E[X1]) - N(0,Var(X;)) =
N(0,0(1—0)).
2. Par la LGN, on a X, N E[X;] = 6. La fonction h(z) = x(1 — z) étant continue, on
obtient par le théoréme de continuité, X, (1 — X,,) = h(X,,) N h(8) =6(1—0).
3. On a B ) )
Vi(Xn = 0)2 = V(X —0) (X0 —0) 55 0 x N(0,6(1 — 6)) = 0.
—_——— —
EN(0,0(1-0)) -0

La convergence en loi vers une constante est équivalente a la convergence en probabilité,
d’ou le résultat.

4. On écrit
Vi (X, —0)(1—X,) +6(1 — X,,) — (1 —9))
=vn((Xn—6)(1- )_( n) — 0(Xn — 0))
— (X, —0) (1 X, — 0)
N(0,6(1-0))  —51-26

(1—20)N(0,6(1 — 6)) = N(0, (1 —260)*6(1 — 9)),

IS

IS

par le lemme de Slutsky.

Exercice 7 (Lemme de Slutsky). Soient (X,),>1 et (Y5)n>1 deux suites de v.a. réelles et X et
Y deux variables aléatoires telles que X, i> XetY, i> Y.
1. On suppose que les (X,,Y,) sont indépendantes ainsi que les (X,Y’). Montrer que
(X, V) =55 (X,Y).
2. Est-il toujours vrai que (X, Y,) N (X,Y)?
3. On suppose que Y est p.s. constante. Montrer que (X,,,Y;,) £, (X,Y).

Solution. 1. On utilise le théoreme de Paul Lévy. On définit ®x, y, la fonction ca-
ractéristique du couple (X,,Y},,) et on a :

Dx, v, (,t) = Px, (1) @y, (') — Cx () @y (t') = P(xv)(t,1).

2. Ce n’est pas vrai en général : considérons X,, = Z = Y, ou Z suit une loi Gaussienne

centrée. Comme Z est symmétrique on a X, £, _Z. Mais si on avait (Xn,Y,) —

(—=Z,Z), alors on aurait X,, +Y,, — —Z + Z = 0 alors que la loi de X, +Y,, est la loi de
2Z. Contradiction.



3. On montre que E[f(X,,Y,,)] converge vers E[f(X,Y)] pour toute fonction continue a
support compact. Posons a € R tel que Y = a p.s. On a alors Y,, converge en probabilité
Vers a.

L’inégalité triangulaire implique que

[ELf (Xn, Yn)] = E[f (X, a)]| < [E[f(Xn, Ya)] = E[f(Xn, a)]| + [E[f(Xn, a)] = E[f(X, a)]]

On sait que f(.,a) est une fonction continue bornée, donc la convergence en loi de (X,,, a)
vers (X, a) implique que

lim E[f(Xp,Ys)] — E[f(Xn,a)] = 0.

n—-4o00

Il reste donc & majorer [E[f(X,,,Yn)] — E[f(X,,a)]|. On sait que f est continue & support
compact, donc en particulier f est uniformément continue. Pour € > 0, il existe § > 0 tel
que

H(x,y) - (1'/,3//)”1 <= ’f(xvy) - f(xlay/)‘ <e

On écrit alors que

ELf(Xn, Yn)] — E[f (Xn, a)]| < E[f(Xn, Yn) — f(Xn, a)]|
S E[f(Xn, Ya) — f(Xn, a)”1|Yn—a\§6 +E|f(Xn,Yn) — f(Xnaa)]|1\Yn—a|>§
< €+ 2|\l ooP(|Yr — a] > 3]

Le dernier terme tend vers 0, pour toute valeur de §, donc pour tout € > 0, il existe un

entier a partir duquel
ELf(Xn, V)] = E[f (X, 0)]] < e
D’ou le résultat.
Exercice 8. Soit (Xn)n21 une suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable, de moyenne m et de
variance 02 > 0. En notant X, = 1 3" | X; et 62 = L. 3" | (X; — X,,)?, montrer que

JRAn T Lo A0, 1),

On n—oo

Solution. Commencons par étudier le comportement limite de 62 quand n — +oo.

(n—1)dp =Y (X — Xn)?

k=1

= Z(Xk —m)? +2 Z(Xk —m)(m — X,) +n(m— X,)?
k=1 k=1

= (X —m)® —n(m - X,)*
k=1

Donc
n—1, 1 - 2 7 \2
=— Xy — —(m—-X,

Ll E[(X; —m)?] — 0 = Var(X;) =: 02,

ou la limite est donnée par la loi des grands nombres. Par suite, 6,, — ¢ presque surement.
Notons Z,, = v/n(X,,—m) qui converge en loi, d’apres le théoréme limite central vers une variable
aléatoire gaussienne Z ~ N(0,02). D’aprés le lemme de Slutsky, le couple (Z,,5,!) converge

en loi vers (Z,0~!). En particulier, la fonction produit étant continue, f" £, Z/o ~N(0,1).

n



Exercice 9. On considére une suite de v.a. indépendantes de loi i et on pose
M,, = max(X1,...,Xp).

1. Démontrer que si p est la loi uniforme sur [0, 1] alors n(1 — M,,) converge en loi vers une
limite a déterminer.

2. On suppose que u est la loi de Cauchy standard, de densité

1
u(dr) = mdm.

Montrer que n/M, converge en loi vers une limite & déterminer.
Solution. 1. On calcule
t
Pn(l—M,) <t]=P(M, >1——-)=1—(1—-t/n)".
n

La limite de ce dernier terme est 1 — e, Ainsi, la variable n(1 — M,,) N E(1).

2. On suppose t < 0, on a alors
P(n/M, <t) <P(n/M, <0)=P(M, <0)=2"".

Ainsi, pour t <0, on a P(nM, ! <t) — 0 lorsque n — +o0.
On consideére ensuite ¢ > 0 et on vérifie que

P(n/M, <t)=P(n/M, <tM, <0)+P(n/M, <tM,>0)<2"+P(M, >n/t)

Un calcul direct donne que

P(M, = n/t) =1 - ( / /d””)> =17 (5 + Atan(n/1))"

oo T(1+ 22
On utilise alors que
Atan(z) =7/2 — 271 + o(z™?) xr — +o00.

On obtient alors que
P(M, >n/t) — 1 —e ¥/

Ainsi, on a que n/M,, N E(1)m).



