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PC 8 : Estimation

Exercice 1 (Méthode de Monte Carlo). Soit g : [0,1] — [0, 1] une fonction mesurable et bornée.
On souhaite calculer m = fo x)dz. On pose 02 := f01g2($) dx —m?. Soient X etY des v.a.r.

i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. On pose

9(X) +9(1-X)
5 :

1. Calculer lespérance et la variance de U, V, W, et comparer les variances ;

U:]-Ygg(X)a V:g(X)> et W=

2. Proposer trois méthodes de type Monte-Carlo pour calculer m ;

3. On suppose dans la suite que g est monotone. Veérifier que E(g(X)g(l — X))
Indication : on pourra d’abord montrer que (g(x) — g(y))(g(1 —x) —g(1 —y)) <
tous x,vy.

< m?2.
0 pour
4. Soit (Xi);>, une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], et les estimateurs de m

1 2n 1 n
=5 ;gm) et Bn=—> (9(Xi)+g(1-Xy)).
1=

2n 4
=1

Lequel posséde la plus petite erreur quadratique moyenne ?

5. Dans le cas ou g(x) = x2, déterminer le nombre n de simulations nécessaires garantissant
une précision relative de 1% sur le calcul de m avec A, et B,,.

Solution. 1. Comme U? = U (Bernoulli) on a Var(U) = E(U)(1 — E(U)). a présent,
1
E(U) =P <g(X)) = // 1y<y(z) doy = / g(x)dr=m et Var(U)=m(l—m).
[0,1]2 0
Par le théoréeme du transfert

1 1
E(V):/Og(a:)da,‘:m et E(VZ)Z/ng(:U)d:L' donc Var(V) = o2

Comme X et 1 — X ont méme lot on a par linéarité de l’espérance

+m?) + g(1—2x)d
E(W)=m et E(W?) = (0% +m? f02 @) dw
et donc
2 om?)+ g(1 —x)dx
Var(W) = o f02 )
Comme g prend ses valeurs dans [0, 1], il vient que V' a une plus petite variance que U
car

1
Var(U) —Var(V) = / g(z)(1 —g(x))dx > 0.
0
D’autre part, la comparaison des variances de V et W donne :

Jy9(@)(g() —g(1 ~x)) de

Var(V) —Var(W) =



2. Par la LGN forte on a p.s.

= lim #H1<i<n:Y;, <g(X;

n—00 n

Do i L3 g0 = 1w LS (o0 ta(-x)
=1 ;

3. Comme g est monotone, on a (g(x) —g(y))(9(1 —x)—g(1—y)) < 0 pour tous z,y et donc
E(g(X)g(1 = X)) +E(g(Y)g(1 - Y)) — 2E(g(X))E(9(Y)) < 0, ¢’est-a-dire E(g(X)g(1 —
X)) <m?. Il en découle que Var(W) < %2 w#(v)

4. EQM () := E((rh — m)?) = Var(m) + (E(h) — m)%. (EQM=Variance+CarréDuBiais).

Les estimateurs A, et B, sont sans biais. On a EQM(A,) = % et EQM(B,) =

VMT(W) < % Mais A,, nécessite un échantillon deux fois plus gros que B,,.
5 m]\n/ﬁiw = 155 donne n = 521‘722, Pour g(z) = x* il vient m = § et 0* = -& et doncn ~ 40

avec Ay, et en fait plus de 16 fois moins avec By, car il s’avére que Var(W) = ﬁ.

Exercice 2 (Maximum de vraisemblance). On observe un échantillon (X1,...,Xy).

1. Donnez Uestimateur du mazimum de vraisemblance dans le cas :

i) (Xihiziza "% B(p),p €]0,11.
i) (Xi)1<i<n g P(N), A > 0.
i) (X;)1<i<n =" €(0),0 > 0.
2. Donnez une convergence en loi non dégénérée de l’estimateur dans les 8 modéles précé-
dents.

Exercice 3 (Comparaison d’estimateurs). Soit (Xy),>; des v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur
[0, 6].
1. étudier la convergence, le biais, la variance, le risque quadratique moyen, et la fluctuation
asymptotique de 'estimateur my, = 2(X1 + ---+ X,,)/n de 0.
2. Montrer que [’estimateur de maximum de vraisemblance de 0 est M,, = max(Xy,..., X,).
3. Montrer que Uestimateur M, a pour densité (n/0)(x/0)" 1o g () puis calculer E(M,)
et Var(My,). Comparer avec l’estimateur moyenne empirique my,.

4. Montrer que M, E) 0, puis que la convergence est en fait presque sAzre.

5. Montrer que W,, = n(M, /60 — 1) converge en loi quand n — oo, et déterminer la limite.

Solution. Pour un estimateur 6, de 0, Uécart quadratique moyen posséde toujours une dé-
composition (carré-du- )biais—variance : E((0, — 0)2) = (E(0,) — 0)2 + Var(6,). Cela dé-
coule du théoréme de Pythagore dans L*> : E(Z — 0)?) = Var(Z) + (E(Z) — 0)%. Note :
Var(Z) = arg min.cg E((Z — ¢)?).

1. La LGN entraAdne que m, — 6 p.s. L'estimateur n'est pas biaisé : E(m,) = 0. La
variance est égale a Uécart quadratique moyen, et vaut 2Var(X;) = g—i = 0(2). La
fluctuation asymptotique est gaussienne, de vitesse \/n, car par le TCL, \/n(m,, — ) LN
N(0, %) L’intervalle de confiance asymptotique s’obtient avec le résultat de fluctuation.
Nul besoin du lemme de Slutsky car linversion en 0 est facile ici : si Z ~ N(0,1) et

J CR,

V3
Tout intervalle J tel que P(Z € J) =1 — « fournit l’intervalle de confiance I = m, /(1 +
(3n)*1/2J) de niveau 1 — « pour 0. On peut chercher a choisir J de sorte que I soit petit ;



2. Fy,(z) = (l’/@)nl[[)’g] + Lg.00] €t fur,, (x) = le\/[n (x) = (n/@)(m/ﬁ)"fll[oﬂ] (x). Par consé-
quent, E(M,,) = ;150 et Var(M,) = mw = (9(711—2) L’estimateur M,, est baisé
(et asymptotiquement sans biais), mais il est plus rapide que m,. L’écart quadratique

2 102
moyen de M, vaut (E(M,) — 9)2 + Var(M,) = (nil)2 + (n+1)29(n+2) - (n+1)2(n+2)02 -
O(2) 5

TL2
3. Pour tout € > 0 assez petit, P(|Mp,—0| > ¢) =P(M,, < 0—¢) = ((0—¢)/0)". Cela donne la
convergence en probabilité de M, vers 0, et méme la convergence p.s. en utilisant le lemme
de Borel-Cantelli pour ¢ fixé (il faut ensuite poser ¢ = 1/k et faire Ny ). Alternativement,
comme p.s. (My),,~, est positive croissante et magjorée par 0, elle converge p.s. et dans L!
vers une v.a.r. < 0 de moyenne lim,_,oo E(M,,) = 0, qui est forcément égale p.s. a 0 ;

4. By, (x) = P(M,, < 8(1+z/n)). Ainsi, Fw, (x) = 1 six > 0, tandis que si x < 0 alors,
pour n > 1, Fy, (x) = (1 + x/n)" — e*. Ainsi, W,, — —W en loi quand n — oo, ol
W ~ Exp(1). L’intervalle de confiance asymptotique s’obtient avec la fluctuation : Pour
tout J C R, on a

P(—W e J)=P(W,eJ)=P@O e M,/(1+J/n)).

N’importe quel intervalle J tel que P(—W € J) = 1 — a fournit l'intervalle de confiance
asymptotique I = M, /(1 + J/n) pour 6. On peut choisir J tel que I soit petit.

5. Pour tout réel 6 >0, on a L(0; X1,...,X,) = 07" [[;_; 1po,0(Xk), qui vaut 0 si @ < M,
et qui décroit comme 0" si @ > M,,. Donc M, = argmaxp>o L(0; X1,...,X,).

Exercice 4 (Méthode de capture-recapture). On souhaite estimer le nombre N de poissons
vivant dans un bassin. Pour cela, on en péche k que l’on marque. Ensuite, on péche et on reldche
successivement n poissons et l’on compte le nombre X de poissons marqués parmi les n. Donner
Uestimateur du maximum de vraisemblance de N en fonction de X, n, k.

Exercice 5 (Régression linéaire). Soit X € M, ,(R), 8 € RP avec p < n. On définit
Y=X(+e¢,

ot € ~ Ny (0,0%I,). La matrice X est connue et on observe Y. L’objectif est d’estimer B. On
supposera que X est de rang mazimal, ce qui implique en particulier que X' X est inversible. La
vraisemblance d’un vecteur non indépendant est sa densité (qui généralise le cas ow les compo-
santes sont indépendantes).

1. Montrez B, l'estimateur du mazimum de vraisemblance, est caractérisé par

B € argmin||Y — X3|3.
BERP

2. En déduire que R
f=(X'X)"'X'Y.

3. Donnez la loi de 3.

4. On admet le Théoréme de Cochran : Si (V;)i<i<n est une décomposition orthogonale en
somme directe de R™ et que (Ily,)1<i<n sont les matrices de projection associées, alors, si
Z ~ Ny (0,0%1,),
o Iy, Z,--- |11y, Z sont des vecteurs aléatoires indépendants de loi Nn(O,a2HVi).
o Pour tout 1 <i <mn, ||Ily,Z|3 suit la loi 02X227i ot p; est la dimension de V;.



Donnez la loi de : .
2 Y - X33

)

n—p
et en déduire qu’il s’agit d’un estimateur sans biais et convergent (lorsque n — +00) de
o2.
Solution. 1. La log-vraisemblance associée a (Y)1<i<n $’écrit
Y - X383

~log(0) — plog(2r) — >

Mazimiser la log-vraisemblance revient & minimiser |Y — X 3.

2. On remarque que minimiser ||Y — X ||3 revient a projeter linéairement Y sur [’espace
vectoriel engendré par les colonnes de X . 8 vérifie

(Y — X3, XB)gn =0, VBERP «— (X'(Y — XB),B)re =0, V3 eRP.

On en déduit que B vérifie :
XY = X'X3,

et comme X'X est supposé inversible,
g=(X'X)"'X'Y.
3. Ona
B=X'X)'X'(XB+e)=F+ (X' X)X,
Etant donné que e ~ Ny,(0,0%1,,), on en déduit que

B ~ Np (ﬁ’UQ(XIX)_l) :

4. Par construction, XB est la projection orthogonale de Y sur l’espace vectoriel engendré
par les colonnes de X. On a la décomposition orthogonale :

e=Y - XB=(XB-XB)+ (Y - Xp),

ot XB — X est la projection orthogonale de Y — X 8 sur l’espace vectoriel engendré par
X et Y — X sur son supplémentaire orthogonal de dimension n — p. On en déduit, par
le théoréme de Cochran, que

|Y - XBI3 2
n—p n—p

Puisque E (X,%_p) =n—pet Var()c'z_p) =2(n —p), on en déduit :

E (6%) = o?
et )
2
Var(6®) = 7.
n—p

Lerreur quadratique moyenne tend vers 0 ce qui implique la convergence L? de ’estimateur
et donc en probabilité.



Exercice 6 (Données censurées). Soit (X;, C;)i<i<n une i.i.d. de variables aléatoires indépen-
dantes. On suppose de plus que X; est indépendante de C;, pour tout i. Enfin, on suppose que X3
admet la densité x — f(x;0) par rapport G une mesure pu (discréte ou Lebesque) pour un 6 € ©
inconnu. On suppose que C1 admet également une densité par rapport a u, qu’on notera g et qui
est tnconnue.

On s’intéresse a ’estimation de 0 € ©, mais on n'observe pas les X; directement. On observe
seulement :

(Yi, Zi)1<izn = (min(Xs, Co), Lix,<ci))  cicn -
Ici, C; est appelée une variable de censure, c’est a dire que si elle est plus petite que X;, on

n'observera pas X; (elle sera censurée), mais on aura linformation partielle que X; > C; car
on sait st Y; vaut X; ou Cy;. L’objectif est d’estimer 8 € © grace auxr seules oberservations de

(Yi, Zi)1<i<n-
1. Soit A € B(R) et B € P({0,1}). Montrez que

PieAzieB) = [ [Fusfo)' " [Gw)iwo] duw)d +5)(),

ot F est la fonction de survie associée o X1 et G(y) = P(C < ).

2. En déduire que mazximiser la vraisemblance revient a résoudre le probléeme :

9 G 50 [ (v 0))
c areirgaxil;[l[F(y )] [f(yi;0)]

Remarque : La loi de C1 n’intervient pas dans ’expression ci-dessus. En fait, ce résultat
est aussi valide sans I’hypothése que la loi de Cy soit dominée par la méme mesure u, en
revanche, ’hypothése d’indépendance entre les X; et les C; est fondamentale.

3. On suppose que (X;)1<i<n g E(0), 6 > 0 est la date de mariage aprés 18 ans d’individus
pris au hasard et C; leur date de déceés et indépendantes des X;. On ne fait pas d’hypo-
these supplémentaire sur la loi de (C;)1<i<n. On observe les réalisations (y;, zi)i1<i<n des
variables aléatoires (min(X;, Cj), 1{X¢SC’¢})1§,§”'
Donnez Uestimateur du mazimum de vraisemblance 6.

4. Montrez que cet estimateur est fortement convergent. Indication : on pourra montrer que
tout ¢ > 0, E(min(X,¢)) = [5(1 — F(x;0))dx.

5. On introduit l'estimateur naif qui consiste a supprimer les données censurées (on ne
conserve que les données ou X; < C;), c’est a dire :

g — 2im1 % '
Z?:l xi]‘{xigci}

Montrez que cet estimateur n’est pas convergent.

Solution. 1. Soit A € B(R). D’une part :
P(Yi € 4,20 = 1) = [ [ Latumingo,e)1c f(@i0)g(e)dnlz)dulc)
~ [14@)f@:0) [ Lucag(dn(c)duta)
- [ H@o)C@into).



D’autre part :
P(Yi € 4,20 =0) = [ [ Latuingo, o)1) f(wi6)g(e)dnlz)dutc)
— [14©9(0) [ 1em s )au)u(c)
_ /A 9(e)F (x: 0)dp(c).

Soit B € P({0,1}), on en déduit :

PieazieB) = [ [Fuog)' " [Gw)iw)] duw)is +5)(),

2. Comme la suite observée est i.i.d., par construction la vraisemblance est :

ﬂ F(yi;0)g(y)] {f(yz, 0)G yz] <HT@/Z, el ) <f[ g(y)) 7 [G

=1

Le second produit ne dépend pas de 6 € O, on en déduit le résultat.

3. On a f(y;,0) = 0exp(—0y;) et F(y;,0) = exp(—0y;). En passant au logarithme on cherche
a maximiser :

n

n n n
> (1= z)log [F(yi; 0 Zz@ log[f(yi;0)] = =0 (1 —z)yi+ ) zilog(6) =0 zuyi
P i—1 i=1 i=1
= Zzilog(ﬁ) — HZyZ-.
=1 =1

La condition du premier ordre donne :

b iz
= L=l
Zi:1 Yi

1l s’agit du nombre d’obervation sur la durée totale observée. Si on n'observe aucune cen-
sure (z; = 1 pour tout i), alors on retrouve l'estimateur du mazimum de vraisemblance
classique de l'observation directe de (X;)1<i<n-

4. On a (indication)

+oo
E(min(X,c)) = /0 min(z, ¢)dPy(zx)

_ / o / 1 didPy(x)
/ / o 1{gory APy () dt
- [[a= o

P(X <O)
E(min(X,C))’

Par la loi des grands nombres, on a

6%



Le numérateur, se réécrit :
/ / 1(s<dP(z)dPc(c) = / F(0;¢)dPo(z) = / (1— e %)dPc(c).
Le dénominateur se réécrit :
E(min(X,C)) = / / min(z, ¢)dPy(z)dPc(c)
= //Oca — F(x;0))dzdPo(c)
= / /O Ce*"xda;dpc(c)
= ;/(1 — e Y dPo(c).

On en déduit R
025 0.

5. Par la lot forte des grands nobres, le dénominateur converge vers :

E(X1(x<cy) = E(X | X < C)P(X < C).

Ainsi, on en déduit :

Or, par construction,

ainsi, on surestime 0.



