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L3 MMESI Intégration et Probabilités 2

TD1 - Variables aléatoires

Exercice 1. Soit X une v.a. réelle.
1. Préciser le lien entre densité et fonction de répartition.

2. Soit r > 0, on suppose que X ne prend que des valeurs positives, démontrer alors que
+oo
EX" = / re” T 'P(X > x)da
0

Exercice 2. Soit X une v.a. rélle a valeurs dans £ C R et f une fonction mesurable de E dans R. On
définit Y = f(X).

1. On suppose que X a une densité et que f est injective et C'. Quelle est la loi de Y?

2. Si X suit une loi N'(m, o2, quelle fonction f assure que Y ~ N(0,1)?

3. Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]., montrer que — In(U) suit une loi exponentielle de parametre 1.
1

4. Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]., montrer que tan(m(U — 3)) suit une loi de Cauchy de densité

1

m(14+x2)"
5. Soit U de loi uniforme sur [0, 7], trouver la loi de sin(U).
6. Soit U de loi uniforme sur [—1, 1], donner la loi de

(a) |U]

(b) U®

(c) 3log(14+U)/(1-1U)
7. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normales A(0, 1).

(a) Donner la loi de X/Y.
(b) En déduire la loi de 1/Z si Z est une variable aléatoire de Cauchy.

Exercice 3. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi exponentielle de parametre 1.
1. Donner la densité du couple (X,Y).

2. Calculer la densité du couple (X, X +7Y).

3. Calculer la densité de X + Y.

Exercice 4. Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi de densité f(x) = w%l[l’Jroo[. On pose U = XY
et V==X,
Y

1. Calculer la densité du couple (U, V). Les v.a. U et V sont-elles indépendantes ?
2. Calculer les lois de U et de V.

3. Calculer E( V\%)

Exercice 5. Soit X, X5 et X3 trois v.a. indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1. On pose
S1=X1, S8 =X1+Xset S3=X; +Xo+ X3; U = %, Uy = %3 Calculer la loi du triplet (Uy, Us, S3). Puis
celle de (Uy, Us).

Exercice 6. Pour tout a > 0, on pose I'(a) = fooo e~ 2% dx. Un variable aléatoire réelle est dite v.a.r.
gamma de parametre a et A (a > 0, A > 0), notée G(a, ), si sa loi a pour densité par rapport & la mesure de
Lebesgue 7,,» ol

AT T, .a—
Yar(x) = F(a)e Az 11]07_5_00[(@.




1. Vérifier que I'(a) est définie pour a > 0, montrer que I'(a 4+ 1) = aI'(a) et calculer I'(n) pour n € N*.
2. Soit X une v.a.r. de loi G(a, \). Calculer E(X) et Var(X).
3. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de lois respectives G(a, A) et G(b, A).

(a) Montrer que X +Y et XL_H/ sont indépendantes et calculer leur loi de probabilité. En déduire que

1
Bla,b) = /o 21— 2) e = =7

(b) Donner la loi de probabilité de 3.
¢) Soient X1, ..., X,, n v.a.r. indépendantes de méme loi exponentielle de densité Ae 1y 4 [, donner
10,+00[
la loi de probabilité de S, = X1 + ... + X,,.

4. Soient Y7, ...,Y, n v.a.r. indépendantes gaussiennes centrées réduites.

(a) Montrer que Y a la loi G(3,1). En déduire la valeur de I'(3).

(b) En déduire la loi de Y2 + ... + Y,2 et calculer E(Z) et Var(Z2).

Exercice 7.
Soit (€2, P) un espace probabilisé discret et X une v.a. définie sur & valeurs dans N. On définit la fonction

génératrice par

o

=

Gx(s) =Es¥ =) P(X = k)s"
keN

Démontrer que Gx est bien définie sur [—1;1].
Montrer que Gx caractérise la loi de X.
Si la loi de X posséde deux premiers moments, démontrer qu’alors Gx est de classe C2. Montrer alors que

G()=E(X) et E(X?)=G"x(1)+G%(1).

. Donner l'expression de la fonction génératrice dans les cas suivants:

e Loi de Bernoulli B(p)

e Loi Binomiale B(n,p).

e Loi de Poisson P(A).

e Loi géométrique G(p).

Dans le cas ou X et Y sont indépendantes, démontrer que
Gxyyv = GxGy.

En déduire le lien entre la loi Binomiale et la somme de lois de Bernoulli.
Meéme question pour la somme de lois de Poisson.
Une application sur le pipage de dés

1. Quelle est la fonction génératrice de la loi uniforme sur {2,3,...,...12}.

2. Soient X; et X3 2 v.a. indépendantes sur {1,2,...,6}. En étudiant les racines du polynéme Gx,Gx,,
montrer que la loi de X7 + X3 ne peut étre uniforme sur [2,12].

3. Peut-on piper deux dés indépendants de maniére & obtenir toutes les sommes entre les 2 dés équiprobables.



