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L3 MMESI INTEGRATION-PROBABILITES 2
TD 4 Espaces L?, Intégration

Exercice 1. Soit f et g deux fonctions mesurables positives sur un espace (X, T, 1), qui vérifient fg > 1.
Montrer que [ fdp [y gdp > p(X )2. Que peut on dire d’un espace mesuré (X, T, u1), sur lequel on peut trouver
une fonction f mesurable, telle que f et 1/f sont intégrables?

Exercice 2. Soit f une fonction mesurable sur un espace (X, T, u).. Pour 1 < p < oo, on pose

¢(p)=/X|f|pdu

et I ={p € [1,+00,(p) < oo}
1. Montrer que I est un intervalle.

2. Etudier le cas de la fonction z — N x>0,

1
1+[log(z)])’
3. puis de la fonction x — ™%, = > 0.

4. Trouver f,g € L>(R) avec fg ¢ L*(R)
Exercice 3. Montrer en utilisant 'inégalité de Holder que, pour tout a > 0,

“ —1 9z 3 1 92a
z2e“Ydr < —ase ®.
0 2

Exercice 4. Soit (X, T, u) un espace mesuré de mesure finie et f € L>°(X). On se propose de démontrer
que
i 1, = 1l

1

1. Montrer que, pour tout réel p > 1, || f[|, < [[f]l,, (w(X))?.

2. Montrer que si || f||,, (f) =0 alors f =0 p presque partout.
Soit donc maintenant f tel que || f|| ., > 0.

3. Soit € € R tel que 0 < e < [|f| . On pose

Se={zeX, [fle—35 <@ <flluo}

N ™

(a) Montrer que S¢ est mesurable, de mesure strictement positive.

(b) Montrer que, pour tout réel p > 1,
£ 1
111, 2 (1l = 5 )(Se)7-

(c) En déduire que pour p assez grand, ||f|, > [ fll — &
(d) Conclure.
4. Soit (X, T, u) un espace de probabilité et une application f: X — RT, p-intégrable.
(a) Montrer que p — || f]|, est croissante sur ]0, +oo[, bornée sur |0, 1].
1

(b) Montrer que si u({f > 0}) < 1 alors lirg+ (f Vi d,u> " =0.

p—
(c) Etablir que lim [ fPdu = u({f > 0}).

p—0t

(d) On suppose que f: X —]0,+00| est u-intégrable ainsi que In(f).



e En utilisant I'inégalité valable pour tout p €]0,1[ et = €]0, +o0| :

P —1

<ot o)

prouver que lim [ %d,u = [In(f)dp.
p—0+

1
e Enfin montrer ’aide des résultats précédents que 11I()31+ (f Nl d,u) " =exp (f ln(f)du)
p—

Exercice 5. Soit (X, 7T, u) un espace mesuré et f: X —s RT une fonction intégrable. Pour tout entier
positif n, on note f, :  — min(f(x),n).

1
1. Montrer que pour tout n, f, € L*(X, u) et f, Ly

n——+oo

2. En déduire que 'ensemble des fonctions bornés de L'(X, ) est dense dans L!(X, p).

Exercice 6. Soit p €]1,400[ et f une fonction continue bornée de [0, +oo] dans R appartenant &
LP([0, +00[). On pose alors

siz>0et F(0)= f(0).
1. Montrer que F est continue sur R, dérivable sur ]0, +oo], et pour z > 0,

2F'(z) = f(x) — F(x).

2. On suppose de plus que, dans cette question, f est nulle en dehors du compact [0, n], pour n > 1.

e Montrer qu’il existe une constante positive C' tel que, pour tout x > 0,

C

P <

e On suppose que la fonction f est positive. En remarquant que, pour x > 0,
FP(z) = FP~Y () f(z) — aFP~H (2) F'(2),

et en utilisant une intgration par partie sur l'intervalle [%, n], montrer que

= P __pP > p—1
/O F(t)dt—p_l/o FP=Y (1) f(t)dt.

e En déduire I'inégalité
p
], < o1 111, - (1)

3. En approchant f par une suite de fonctions (fy,),>1 continues, telles que pour tout n, f, est nulle en
dehors du compact [0,n + %], montrer que (1) reste valable sans le cas général.

Exercice 7. Soit y une mesure finie définie sur un espace (X, A (ie. u(X) < +oo) et f : X — R% une
fonction mesurable. On suppose qu'il existe un réel p > 0 tel que f € LI(X).

1. Montrer que f € £9(X) pour tout ¢ < p.

2. Montrer que limg 0,450 || f]|§ = p(X) et en déduire que

lim

fll, = “+o0 si p(X)>1,
q—0,g>0 "7 1

0 si w(X) <1

3. Soit x > 0, montrer que la fonction ¢ :R* — R définie par ¢(q) = % est croissante.



4. En déduire que la fonction (log f)4+ ou (a);+ = max(a,0) est intégrable et

lim /fq_ld —/10 fd
—0,0>0 [y ¢ H= x g Jap

en posant [ log(f)du = [ (log(f))—dp € [—oo, +00].

5. Si u(X) = 1, montrer que

iim 1l = exp [ log fan
X

q—0,g>0

Exercice 8. On se place sur R muni de la mesure de Lebesgue. Soient p,q > 1 tels que % + % =1.

1. Etablir I'inégalité de Young
a? e
Ya,b >0, ab< — 4+ —
p q

et montrer qu’il y a égalité si et seulement si aP? = b1.

2. Soient h € L(R), et f, g deux fonctions mesurables positives telles que f9 et g < h p p.p.. Montrer

Pégalité
g J-anan={ [ [h—fp]du}l/p {/ [h—fq]du}l/q

et qu’il y a égalité si et seulement si fP = g7 u p.p.



