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Endomorphismes

Exercice 1 : Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer noyau et
image:

1.
{
f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x− y + z, x+ y − z)

2.
{
g : R4 → R3

(x, y, z, t) 7→ (x− 2y + z + 3t, x+ y − 2z, t− 4z)

Écrire la matrice de f et de g dans la base canonique.

Exercice 2 : Soit les vecteurs colonnes (on identifie dans cet exercice R3 avec l’ensemble des
vecteurs colonnes à trois composantes)

u =

 1

0

1

 , v =

 0

1

1

w =

 1

0

0


1. Montrer que {u, v, w} est une base de (R3,+, ·).

2. Donner les coordonnées de la base canonique e1, e2, e3 de (R3,+, ·) dans la base
B = {u, v, w}.

3. Soit f un endomorphisme de (R3,+, ·) donné par

f(e1) = e1 + 2e2 + 3e3
f(e2) = e2
f(e3) = 2e2 + 3e3.

Donner la matrice de l’endomorphisme dans la base canonique et dans la base B.

Exercice 3 : On considère les sous espaces vectoriels de (R4,+, ·) suivants:

F = {(x, y, z, t) ∈ R4 : x+ 0, y + z = 0},
G = {(x, y, z, t) ∈ R4 : y = 0, t− z = 0}.

1. Montrer que F ∩G = {0}.

2. Démonter que F ⊕G = R4. En déduire une base B de R4 formée des vecteurs de F
et de G.

3. On définit p, la projection sur F parallèlement à G, par l’unique endomorphisme
vérifiant

p(v) = v ∀v ∈ F,
p(w) = 0 ∀w ∈ G.
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Justifier pourquoi ces deux relations permettent de définir un unique endomor-
phisme. On définit s, la symétrie par rapport à F parallèlement à G, par

s = −id4 + 2p

Écrire la matrice de p et s dans la base B.

4. Écrire la matrice de p et s dans la base canonique.

Exercice 4 : Soit (E,+, ·) un R-espace vectoriel et f un endomorphisme. Démontrer: si
pour tout v ∈ E les vecteurs v et f(v) sont liés alors il existe λ ∈ R tel que

f = λ idE.

Exercice 5 : Soit (E,+, ·) un R-espace vectoriel de dimension n ∈ N\{0} et E = {e1, . . . , en}
une base de E. On définit l’application linéaire g : E → E en posant pour tout i = 1, . . . , n

g(ei) =

{
ei + ei+1 si 1 < i < n

ei si i = n.

On définit par F l’ensemble des endomorphismes de E tels que

f ◦ g = g ◦ f.

1. Écrire A = MatE(g), i.e. la matrice de g dans la base E .

2. Montrer que pour n = 1: F contient tous les endomorphismes de E.

3. Pour regarder le cas n = 2: caractériser toutes les matrices B ∈M2,2(R) telles que

AB = BA.

Utiliser cette caractérisation pour décrire F .

Exercice 6 : Soit

ψ : R2[X] → R2[X]

P 7→ ψ(P ) = 2XP − (X2 + 1)P ′

1. Montrer que ψ est bien définie et que ψ est un endomorphisme de R2[X].

2. Déterminer le noyau et l’image de ψ.

3. Écrire la matrice de ψ dans la base canonique de R2[X].

4. Soient P0, P1, P2 les polynômes de R2[X] définis par

P1(X) = (X − 1)(X − 2), P2(X) = X(X − 2), P3(X) = X(X − 3).

Montrer que Vect{P1, P2, P3} = R2[X].

5. Écrire la matrice de ψ dans la base {P1, P2, P3} .
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