COURS/TP - AGREGATION EXTERNE DE
MATHEMATIQUES - CHAINES DE MARKOV

Référence : Grimmett-Stirzaker, Feller, ou Ouvrard (tome 2).

1 Propriétés de Markov

Soit X une chaine de Markov a valeurs dans F = {1,2,3}. On suppose la chaine homogéne
de matrice de transition

0 1/3 2/3
M=|1/2 1/4 1/4
1/2 1/2 0

1. Soit f la fonction qui & une séquence de EN associe 0 si les trois premiers termes sont
tous différents de 1 et 1 sinon. Calculer

EXY [£(0n(X))]

2. Soit T le temps d’atteinte de 1 pour la chaine X. Justifier le fait que pour tout i € F,
Pi(T < 00) = 1.
Calculer Pespérance conditionnelle EXT [f(07(X)))].

2 Processus de naissance et de mort discret avec barriéres élas-
tiques, probléme de Dirichlet

Il s’agit de modéliser I’évolution de la taille d’une population dans laquelle a chaque instant n
peut apparaitre ou disparaitre un élément et ceci avec une probabilité qui dépend de la taille
de la population X,. On modélise ainsi le phénoméne par une chaine de Markov homogéne
telle que

M(z,z+1) =p, M(z,x —1) =gy M(z,x) = rs.
Bien stir, on a p, > 0,9, > 0,7, >0et pp +q, + 7, = 1.
Soient a,b € N tels que 0 < a < b. On note T}, le temps d’entrée en = de la chaine de Markov.

1. Montrer que pour tout x, on a

Po(Ta < Tp) = M(w,0) + > Pu(Ty < Ty)M(x, 2)
z#a,b

2. On suppose que a = 0 et que a, b sont des barriéres réfléchissantes :
qo =0, pp =0, e >0 ry > 0.

On suppose en plus que p, > 0 pour tout x €]0;b[. On note f(x) = Py(Ty < Tp). Dé-
montrer que f est solution d’une équation de récurrence du second ordre avec conditions
aux limites.

3. Calculer explicitement f(x) pour x €]0;b[ en fonction de la suite de terme général a,

donnée par
q1-.-qz
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3 Jeu de pile ou face et chaine de Markov

On effectue une suite de jets d’une piéce non nécessairement équilibrée et on s’intéresse aux
résultats obtenus lors de deux jets consécutifs. En particulier, on étudie la variable aléatoire
donnant le nombre de coups nécessaires pour obtenir pile lors de deux jets consécutifs. Soit
(X,) le processus de tirage aléatoire a 'étape n de paramétre p tel que P(0) = p. On définit
Y, = (Xp, Xnyt1) et Fp, la tribu engendrée par (X;,)pen-

On note E l'ensemble des réalisations de Y :

o

A

] = (1,0) Qg = (1, 1) a3 = (0,0) gy = (0, 1).

. Quelle est la loi de X 7

Calculer pour toute fonction réelle f sur E E [f(Y;,+1)|F]. En déduire que (Y;,)nen est
une chaine de Markov.

Donner la matrice de transition de Y et vérifier alors que M™ = M?2.
Déterminer le graphe associé a cette chaine et spécifier les classes de communication.
Déterminer la nature et la période des points de FE.

On étudier sous la probabilité P, la loi du premier temps de passage 1" de la chaine en
as. Pour cela, on note

fr(i) = Po, (T = k).
Démontrer que la suite fj est solution d’une équation de récurrence d’ordre un.

En déduire que la suite des probabilités fx(1) est solution de 1’équation de récurrence
d’ordre 2 :

Tk = QTk—1 + PaTi_2.

8. Déterminer deux solutions particuliéres et la valeur de la probabilité f(1).

9. Calculer le temps moyen E,, [T7].

10.

Justifier I'existence d’une unique probabilité invariante et la calculer. En déduire le
temps moyen E,,[T] et le comparer a E,, [T].
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