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5.4.2 Équilibres instables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.4.3 Equation de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Chapitre 1

Stabilisation des châınes de Markov

1.1 Espace d’état finis

1.1.1 Quelques notations et définitions

Notation 1.1.1 (Espace d’états) On note E l’espace d’états fini de cardinal N .

Définition 1.1.1 (Transitions Q) pXnqn est une chaine de Markov homogène à valeurs
dans E de matrice de transition Q, c’est-à-dire

PrXn�1 � j|Xn � is :� Qi,j.

Dans tout ce paragraphe, on supposera que pXnqn est une chaine irréductible, c’est à
dire

@px, yq P E Dnx,y | Qnx,y
x,y ¡ 0.

Remarque 1.1.1 Comme E est fini, la chaine est donc récurrente puisqu’irréductible.

Notation 1.1.2 (Pµ et Eµ) On notera dans toute la suite Pµ et Eµ les probabilités et
espérances conditionnellement au fait que X0 est initialisée avec une loi µ.

Notation 1.1.3 (µg) De même, pour toute fonction réelle g définie sur E, µg est la
moyenne de g selon µ :

µg :�
¸
xPE

µpxqgpxq.

Notation 1.1.4 (µQ) La multiplication à gauche de Q par un vecteur µ de RN corres-
pond à

@i P J1, NK pµQqpjq �
Ņ

i�1

µpiqQi,j

Cette notation prend particulièrement du sens lorsque µ est une distribution de probabi-
lités puisqu’alors µQ correspond à la loi de X1 lorsque X0 � µ.
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Notation 1.1.5 (Qf) Lorsque f est une fonction de E, Qf désigne la multiplication à
droite de Q par f :

@x P E pQfqpxq �
ņ

j�1

Qx,jfpjq

Cette notation désigne principalement l’image de f par Q : c’est-à-dire la moyenne de
fpX1q conditionnellement à X0 � x.

Dans tout ce cours, on s’intéressera au comportement en temps long de la chaine
pXnqn, de sa mesure µn :� µQn, et ce quelle que soit l’initialisation de X0.

Définition 1.1.2 (Mesure invariante π) On notera π une mesure invariante de pXnqnPN
une distribution de probabilités vérifiant l’équation de point fixe

πQ � π.

On se retreindra par la suite aux situations où π n’est pas uniformément nulle.

Lorsque E est fini et irréductible, nous montrerons qu’il existe une et une seule mesure
invariante pour la chaine de Markov. Ce genre de résultat se généralisera dans des solutions
plus générales sous d’autres conditions. Enfin, l’étude de la stabilité de pXnqnPN consiste
à regarder dpµn, πq lorsque n ÝÑ �8.

1.2 Mesures invariantes (E fini)

Lemme 1.2.1 (Existence de mesure invariante, cas fini) Lorsque E est fini, il y a
toujours existence de mesure invariante pour la chaine de Markov homogène de transition
Q.

Preuve : La démonstration est assez simple. On considère la suite νn définie par

νn :� 1

n

ņ

k�1

µQk.

pνnqnPN est une suite de mesures de probabilités sur E. Comme E est fini, le simplexe SE
des probabilités sur E est fermé et borné donc compact. On peut donc extraire de pνnqnPN
une sous-suite convergente vers ν8. Cette mesure de probabilités satisfait

ν8 � ν8Q,

en passant à la limite dans le calcul de νnQ puisque νnQ � νn � 1
n
rµQn � µsQ. �

Lemme 1.2.2 Si Q est irréductible, alors toute mesure invariante π satisfait πpxq ¡
0, @x P E.

Preuve : On sait que π est une mesure de probabilités donc Dx0 P E tel que πpx0 ¡ 0. Par
ailleurs, pour tout y P E, on a toujours un chemin joignant x0 à y en un nombre fini nx0,y

d’étapes puisque la chaine est irréductible. Puis, on sait que π � πQk, pour tout entier k.
Donc

πpyq � pπQnx0,yqpyq ¥ πpx0qQnx0,ypx0, yq ¡ 0.

Cela permet de conclure la preuve. �
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Définition 1.2.1 (Forme de Dirichlet) Étant donnée une mesure π, on définit la forme
de Dirichlet associée à la chaine Q comme

Epfq :� 1

2

¸
px,yqPE2

πpxqQpx, yqrfpxq � fpyqs2 � 1

2
Eπ

�rfpX1q � fpX0qs2
�
.

Lemme 1.2.3 Si f est une fonction harmonique (i.e. vérifiant Qf � f) et si la chaine
est irréductible, alors f est constante.

Preuve : On sait que π ¡ 0 sur E puisque la chaine est irréductible. On calcule la forme
de Dirichlet :

2Epfq � Eπf 2pX1q � Eπf 2pX0q � 2EπfpX1qfpX0q
� 2rπf 2 � πpfpQfqqs
� 2rπf 2 � πpf 2qs
� 0

Par ailleurs, si Qpx, yq ¡ 0, alors fpxq � fpyq puisque Epfq � 0. Par ailleurs, pour tout
couple x, y, on peut trouver un chemin joignant x à y pour la transition Q et dans ce cas
fpxq � fpyq. Autrement dit, f est constante. �

En utilisant le lemme précédent, on peut alors déduire le théorème important d’unicité
de mesure invariante.

Théorème 1.2.1 Si E est fini et Q irréductible, il existe une unique mesure invariante
pour la chaine.

Preuve : On sait qu’une mesure invariante au moins existe d’après le Lemme 1.2.1. Toute
mesure invariante vérifie π � πQ et donc πt est un vecteur propre de Qt associé à la valeur
propre 1.

Par ailleurs, le lemme 1.2.3 nous montre que l’espace propre associé à la valeur propre
1 de Q est de dimension 1 et ne contient que les fonctions constantes. Ainsi, comme Q
et Qt ont des espaces propres qui ont les mêmes dimensions, on en déduit que l’espace
propre de Qt associé à la valeur propre 1 est de dimension 1. Ainsi, il n’y a qu’une mesure
invariante puisque dans cet espace, il y a au plus une mesure de probabilités. �

On peut donner d’autres preuves de ce résultat en utilisant un argument de retour-
nement du temps. On y reviendra durant la description de l’algorithme de Metropolis-
Hastings.

Quelques petites illustrations :
Exercice On considère une châıne sur un espace E � t0, 1u à deux éléments pour

laquelle

Q �
�

1� a a
b 1� b



.

1/ Identifier la mesure invariante.
2/ On initialise la châıne sur la loi µ. Démontrer que

PpXn � 0q � b

a� b
� p1� a� bqn

�
µp0q � b

a� b



.

3/ Retrouver la mesure invariante par le biais
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1.3 Convergence (E fini)

Cette section aborde la question fondamentale de la convergence vers sa mesure sta-
tionnaire d’un processus irréductible et récurrent.

1.3.1 Ergodicité

Le premier résultat décrit une convergence au sens de Cesaro.

Théorème 1.3.1 (Théorème ergodique) iq Pour toute loi initiale µ, si E est fini et
Q irréductible, alors les moyennes empiriques µn � 1

n

°n
k�1 µQ

k convergent vers π.
iiq De même, pour toute fonction f , on a

νnf :� 1

n

ņ

k�1

Qkf ÝÑ πf lorsque n ÝÑ �8.

Preuve : iq On sait que les valeurs d’adhérence de pµnqnPN sont invariantes, et comme il
n’y a qu’une seule mesure invariante, on en déduit la convergence de pµnqnPN vers π.

iiq De même, en considérant f : E ÞÑ R, on constate que les limites possibles de νnf
sont nécessairement harmoniques donc constantes. pνnfqnPN vit dans un espace compact
puisque

sup
xPE

Qfpxq � sup
xPE

¸
yPE

Qx,yfpyq ¤ }f}8.

Considérons une extraction ϕ telle que νϕpnqf ÝÑ c, où c est une constante. On sait
que πQk � π donc πνϕpnqf � πf . Si on passe à la limite dans l’égalité précédente, on en
déduit alors par convergence dominée que πνϕpnqf ÝÑ πc � c. Finalement, c � πf . �

Il est difficile d’obtenir plus même dans le contexte où E est fini puisque si on se place

sur t0, 1u avec comme matrice Q �
�

0 1
1 0



, on ne peut espérer une convergence en loi

vers la loi uniforme sur t0, 1u puisque pX2pqp et pX2p�1qp oscille en loi entre δX0 et δ1�X0 .

1.3.2 Apériodicité

Définition 1.3.1 On note Mi,i :�  
n ¡ 0 | Qn

i,i ¡ 0
(

On définit la période d’un point
i comme le plus grand commun diviseur de Mi,i.

Lorsque Q est irréductible, tous les points ont la même période. Sinon, ce résultat au sein
de chaque classe d’irréductibilité.

Définition 1.3.2 (Apériodicité) On dit que Q est une chaine apériodique si la période
de la chaine est 1.

En fait, l’hypothèse d’apériodicité + irréductibilité est équivalente à l’hypothèse d’irréductibilité
forte :

Dn0 ¡ 0 @n ¥ n0 @px, yq P E2 Qnpx, yq ¡ 0.

On peut alors démontrer le résultat suivant.
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Théorème 1.3.2 Si Q est fortement irréductible, alors il existe α P p0, 1q et c une
constante positive telle que

sup
A�E

|µQnpAq � πpAq| :� dV T pµQn, πq ¤ cαn.

1.3.3 Dynamique symétrique

La situation d’une dynamique symétrique joue un rôle relativement particulier dans
le contexte des dynamiques markoviennes (chaines ou processus).

Définition 1.3.3 On dit que π est symétrique pour la dynamique de Q si

@px, yq P E2 πpxqQpx, yq � πpyqQpy, xq.

On démontre facilement que si π est symétrique, alors elle est invariante, et dans le cas de
chaine irréductible c’est donc la seule mesure invariante symétrique. Le point important
est de ramener l’étude de µQn a une étude purement spectrale (et donc algébrique). Cela
permet alors de calculer explicitement la puissance n-ième de Q.

Notation 1.3.1 (Produit scalaire x, yπ) On munit l’ensemble des fonctions définies
sur E d’une structure hilbertienne :

xf, gyπ �
¸
xPE

fpxqgpxqπpxq

Lorsque π est symétrique pour Q, une remarque fondamentale est le calcul suivant :

xQf, gyπ �
¸
xPE

gpxqpQfqpxqπpxq

�
¸
xPE

gpxq
�¸
yPE

Qpx, yqfpyq
�
πpxq

�
¸
yPE

fpyq
¸
xPE

gpxqπpxqQpx, yq

�
¸
yPE

fpyq
¸
xPE

gpxqπpyqQpy, xq

�
¸
yPE

fpyqπpyq
¸
xPE

Qpy, xqgpxq

�
¸
yPE

fpyqπpyqpQgqpyq

� xf,Qgyπ
Ainsi, Q est une matrice auto-adjointe pour x, yπ. Elle est donc diagonalisable dans une
base orthonormée de vecteurs propres ξ1, . . . , ξN , associés aux valeurs propres réelles
λ1, . . . , λN . Le comportement de Qn est donc guidée par la valeur propre de plus grand
module.
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Lemme 1.3.1 Lorsque Q est fortement irréductible et π-symétrique, le spectre de Q se
décompose en 1 � λ1 ¡ λ2 ¥ λ3 . . . λN ¡ �1.

Preuve : La preuve est très simple : on commence par ordonner par ordre décroissant les
valeurs propres de Q. On sait que Q est une contraction de `8pJ1, nKq : }Qf}8 ¤ }f}8,
ce qui prouve :

@j P J1, nK |λj| ¤ 1.

Par ailleurs, 1 est valeur propre de Q associée au vecteur constant ξ1 � p1, . . . , 1q et nous
savons d’après le Lemme 1.2.3 que l’espace propre est de dimension 1.

Enfin, puisque Q est fortement irréductible, il existe n0 tel que Qn0px, yq ¡ 0, pour
tout couple px, yq. Un rapide calcul montre Q2n0 est également une matrice à coefficients
strictement positifs et donc Q2 est également fortement irréductible. Ainsi, 1 est valeur
propre de Q2 d’ordre 1 et donc �1 ne peut être valeur propre de Q. Cela achève la preuve.
�

On peut alors énoncer le théorème fondamental suivant.

Théorème 1.3.3 Lorsque Q est fortement irréductible et π-symétrique, alors pour toute
fonction f :

V arπpQnfq ¤ ρ2nV arπpfq,
où ρ � |λ2| _ |λN | et V arπpgq � πg2 � pπgq2 � °

xPE πpxqrgpxq � πgs2.

Ce théorème montre alors la convergence de Qnf vers πf à vitesse exponentielle. Quelle
que soit la loi initiale µ, EµfpXnq se rapproche donc très rapidement de πf puisque
πQn � π.
Preuve : Pour f donnée, on considère g � f � πf et on montre que V arπpQngq tend vers
0 à vitesse exponentielle. C’est évident : en effet, πg � 0 de sorte que g se décompose en

g �
Ņ

i�2

xg, ξiyπξi.

Donc

Qng �
Ņ

i�2

xg, ξiyπλni ξi.

Finalement,

xQng,Qngyπ �
Ņ

i�2

xg, ξiy2
πλ

2n
i ¤ ρ2nxg, gyπ.

Puis, on remarque que xg, gyπ � πg2 � V arπpgq car πg � 0. De même, on a

xQng,Qngyπ � πpQngq2 � V arπpQngq
car πQng � πg � 0, cela termine la preuve du thérorème. �

On peut retravailler un petit peu la formulation du théorème précédent pour en déduire
un résultat de convergence en variation totale de la loi de Xn vers π.

Corollaire 1.3.1 Si Q est π-symétrique et fortement irréductible, alors

dV T pµn, πq ¤ ρn

2
a

minxPE πpxq

6



En substance, on va démontrer que la convergence au sens L2 entraine une convergence
en variation totale. Ceci est vrai en utilisant un raisonnement du type

2dV T pµ, νq �
¸
xPE

|µpxq � νpxq| �
¸
xPE

µpxq
����νpxqµpxq � 1

���� ¤
gffe¸

xPE

����νpxqµpxq � 1

����
2

µpxq

Preuve : On rappelle la définition de la distance en variation totale :

dV T pµn, πq :� sup
A�E

|µnpAq � πpAq| .

On considère donc un sous-ensemble A de E et on calcule

µnpAq � πpAq � pµQnq1A � π1A � µpQn1Aq � π1A � xµ
π
,Qn1Ayπ � x1E, 1Ayπ

Puis, on utilise la π-symétrie de Q et le fait que Qn1E � 1E pour avoir que

µnpAq � πpAq � xQnµ

π
, 1Ayπ � xQn1E, 1Ayπ � xQnpµ

π
� 1Eq, 1Ayπ (1.1)

On peut soustraire dans le membre de droite une fonction constante c puisque

xQn
�µ
π
� 1E

	
, cyπ � c

¸
xPE

�
Qnpµ

π
qpxq � 1

�
πpxq � c

¸
xPE

pπQnqpxqµ
π
qpxq � c � 0.

En choisissant alors c � πpAq dans (1.1), on obtient

µnpAq � πpAq � xQnpµ
π
� 1Eq, 1A � π1Ayπ ¤

c
V arπ

�
Qn

µ

π

	a
V arπp1Aq,

et le théorème précédent assure que

µnpAq � πpAq ¤
ρn
b
V arπ

�
µ
π

�
2

puisque la variance de 1A est majorée par 1{4. On peut alors conclure la preuve en écrivant
que

V arπ

�µ
π

	
¤

¸
xPE

µ2pxq
πpxq ¤

°
xPE µ

2pxq
minxPE πpxq ¤

°
xPE µ

2pxq
minxPE πpxq ¤

1

minxPE πpxq .

�

1.3.4 Formulation variationnelle et forme de Dirichlet

Dans la situation où Q est π-symétrique, on voit aisément que Q2 est une matrice
positive au sens où xQ2f, fyπ ¥ 0, la nullité n’étant alors possible que si xf, 1Eyπ � 0 (f
de moyenne nulle).

Définition 1.3.4 (Positivité) On dit que Q est positive lorsque pour toute fonction f
de E, on a xQf, fyπ ¥ 0.
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Bien entendu, λN ¥ 0 et on sait alors que ρ � λ2. 1 � ρ est donc ici le trou de spectre
entre la plus grande valeur propre 1 et la seconde plus grande λ2. La forme de Dirichlet
est

Epfq � 1

2
Eπ rfpX1q � fpX0qs2 � πpf 2q � πpfQfq � xpId�Qqf, fyπ.

Bien entendu, on a Epfq � °N
i�2p1� λiqxf, ξiy2

π et par le théorème de Pythagore, on a

Ņ

i�2

xf, ξiy2
π � }f}2

π � xf, ξ1y2
π � xf � πf, f � πfyπ � V arπpfq.

Ainsi, on obtient l’inégalité de Poincaré :

Epfq ¥ p1� λ2qV arπpfq.
et la constante cP � 1� λ2 est la meilleure (plus grande) constante telle que

V arπpfq ¤ 1

C
Epfq.

Dit autrement, la meilleure constante de décroissance exponentielle de la distance L2 est
aussi donnée par

1� ρ :� cP :� sup
f |πf�0

Epfq
V arπpfq .

Plus cP est grand et meilleure est la vitesse de convergence puisque ρ est très ! décollé "

de 1.

1.3.5 Sortir du cas symétrique

L’hypothèse de symétrie simplifie grandement l’étude de µQn. En réalité, dans le
cas très particulier de E fini, les résultats continuent à être vrais même si Q n’est plus
symétrique. Nous allons établir en effet le résultat suivant (déjà énoncé dans le théorème
1.3.2).

Théorème 1.3.4 Si E est fini et Q fortement irréductible, il existe α P p0, 1q et c une
constante positive telle que pour toute mesure µ initiale

sup
A�E

|µnpAq � πpAq| ¤ cαn.

Preuve : Nous allons démontrer que pour toute fonction f de E, on a V arπpQnfq ¤
ρnV arπpfq. On considère H l’hyperplan des fonctions de moyenne nulle intersecté avec la
boule des fonctions de norme inférieure à 1 :

H � tf : E ÞÑ R | πf � 0 }f}π ¤ 1u .
Si g � Qf , alors πg � πf � 0 si f est dans H. De plus,

}g}2
π �

¸
xPE

QfpxqQfpxqπpxq �
¸
xPE

πpxq
�¸
yPE

Qpx, yqfpyq
�2

.
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En utilisant à nouveau πQ � π et l’inégalité de Jensen, on obtient alors

}g}2
π ¤

¸
xPE

πpxq
¸
yPE

Qpx, yqfpyq2 ¤ }f}2
π (1.2)

Ainsi, H est stable par Q. On considère alors la ! norme "de Qn0 définie par

ρn0 :� sup
fPH

}Qn0f}2
π

}f}2
π

H étant compact, on sait que cette borne supérieure est atteinte et nous savons que ρn0 ¤ 1
d’après (1.2). Supposons donc ρn0 � 1, il existe g telle que V arπpQn0gq � V arπpgq.
On a donc égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui implique alors que g est
constante sur chaque support de Qn0px, .q, mais ce support est E donc nécessairement g
est constante, puis nulle, ce qui est impossible. Ainsi, ρn0   1 et

@k P N }Qn0kf}2
π ¤ ρkn0

}f}2
π.

Par conséquent,
@n P N }Qnf}2

π ¤ pρn0qn{n0�1 }f}2
π

On peut alors conclure en utilisant le même argument que dans la preuve du corollaire
1.3.1. Cependant, Q n’est pas supposé ici symétrique. Pour contourner cette difficulté, on
peut introduire Q� défini par

Q�px, yq � Qpy, xqπpyq
πpxq .

On peut rapidement constater que Q� est l’adjoint de Q dans `2pπq et }Q �n f}π possède
également une décroissance exponentielle et adapter la preuve du corollaire 1.3.1. �

1.4 Châıne de Markov à espace d’états dénombrables

1.4.1 Prolégomènes

Objectifs La vocation de ce paragraphe est de présenter une méthode de preuve incon-
tournable pour trouver des vitesses de convergence dans des situations pas nécessairement
symétrique. Il s’agit des méthodes de couplage. Cette technique de preuve trouve de
nombreux échos aussi bien dans les ! conditions de Doeblin " que dans les méthodes ! à
la Meyn-Tweedie ". Par ailleurs, la technique de couplage n’a rien de très commun avec
les méthodes spectrales présentées précédemment, et s’étend simplement aux situations
en temps continu.

Ce qui n’est a priori plus vrai On va commencer à nouveau par rappeler qu’on
se place dans une situation où Q est irréductible. Et on suppose par ailleurs qu’il y a
au moins une mesure invariante. Cette hypothèse n’est bien sûr pas toujours réaliste : la
marche aléatoire symétrique sur Z n’a que la mesure de comptage sur Z comme mesure
stationnaire, et cette mesure ne peut être normalisée en mesure de probabilités.
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Ce qui reste vrai Lorsque Q est irréductible et π invariante, alors π charge positive-
ment tous les points de E, les fonctions harmoniques sont toujours constantes et la mesure
de probabilité stationnaire pour Q est bien entendu unique.

Nous énonçons sans preuve quelques résultats classiques.

Proposition 1.4.1 iq Pour une chaine irréductible, tous les points de E ont la même
période.

iiq S’il existe pour chaque x P E un entier npxq tel que Qnpx, xq ¡ 0 dès lors que
n ¥ npxq, alors la chaine est apériodique.

iiiq Réciproquement, si Q est irréductible et apériodique, elle satisfait la propriété
précédente.

ivq Si Q est irréductible sur E avec une mesure invariante, alors le temps d’atteinte
de y satisfait :

@x P E Px pTy � �8q � 0

Preuve de iv : Nous démontrons d’abord le résultat pour y � x, c’est à dire pour le temps
de retour en x. On note Npxq le nombre de passages en x de la chaine.

Npxq �
¸
n¥1

1Xn�x,

et bien sûr
EπNpxq �

¸
n¥1

πpxq � �8.

On note T kx le temps de k-ième retour en x. La propriété de Markov forte implique
que

Px
�
T kx   �8� � Px

�
T 1
x   �8�k

:� αk.

Puis,

EπNpxq �
¸
y

πpyq
� 8̧

k�1

PypT kx   �8q
�
�
¸
y

πpyq
� 8̧

k�1

αk�1 � PypT 1
x   �8q

�

Comme tout est positif, le théorème de Tonnelli implique que

EπNpxq � 1

1� α
Pπ pTx   �8q .

Cela montre donc que α � 1.
Étudions désormais le cas où x � y : Py

�
T 1
x   T 1

y

� � β ¡ 0 sinon on ne pourrait
jamais aller en x partant de y, ce qui est impossible car Q est irréductible. Ainsi, on a par
la propriété de Markov que

Py
�
T ky   T 1

x

� � p1� βqk.
Ainsi,

lim
kÑ�8

Py
�
T ky   T 1

x

� � 0.

Comme on sait que T kx ¥ k, on en déduit alors que

lim
kÑ�8

Py p  Tx � �8q � 0.

�
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1.4.2 Méthode de couplage

La méthode de couplage consiste à considérer non pas l’évolution trajectorielle d’une
chaine de Markov pXnqnPN mais de deux chaines pXn, YnqnPN.

Un premier résultat de couplage permet de donner un résultat de convergence en loi
de la chaine vers sa mesure stationnaire.

Théorème 1.4.1 Si Q est irréductible, apériodique et possède une unique mesure inva-
riante π, alors pour toute loi initiale µ sur E dénombrable, on a

sup
A�E

|PµpXn P Aq � πpAq| ÝÑ 0 lorsque n ÝÑ �8.

Preuve : On considère la chaine pXn, Ynq de transition Q b Q de loi initiale µ b π et
on considère le premier temps T où la chaine atteint la diagonale, i.e.

T :� inf tn ¥ 0 | Xn � Ynu .
Fixons donc x P E :

PµbπrXn � xs � PµbπrXn � x, T ¡ ns � PµbπrXn � x, T ¤ ns
� PµbπrXn � x, T ¡ ns � PµbπrT ¤ n,PpXT ,YT qpXn�T � xqs

où la dernier égalité provient de la propriété de Markov forte via le fait que T est fini p.s.
Par ailleurs, on sait que XT � YT par définition du temps d’arrêt T et comme les châınes
pXnq et Yn ont même noyau de transition Q, on a alors que

Ppy,yq pXk � xq � Ppy,yq pYk � xq , @k ¥ 0.

On a donc

PµbπrXn � xs PµbπrXn � x, T ¡ ns � PµbπpT ¤ n,PpXT ,YT qpYn�T � xqq
� PµbπrXn � x, T ¡ ns � PµbπpT ¤ n, Yn � xq
¤ PµbπrT ¡ ns � PµbπpYn � xq.

Enfin, comme Y est initialisée sur sa loi invariante, on a

@n ¥ 0 PµbπpYn � xq � πpxq.
On retiendra surtout que PµbπrXn � xs � πpxq ¤ PµbπrT ¡ ns et comme on peut
permutter le rôle de X et Y , on en déduit que

|PµbπrXn � xs � πpxq| ¤ 2PµbπpT ¡ nq.
Puis, on applique le ivq de la proposition précédente à la châıne produit et au point
a � pz, zq P E2 : on sait qu’on atteint la diagonale presque sûrement puisque la chaine
couplée est irréductible.

On peut également procéder à la même preuve en sommant sur les x de A pour obtenir
exactement de la même manière |PµbπrXn P As � πpAq| ¤ PµbπpT ¡ nq. �

Remarquons une légère imprécision laissée de côté pour un soucis de simplicité de
lecture : il faut en effet démontrer que la chaine couplée est irréductible dès lors que les
chaines marginales sont irréductible et apériodiques. Ce point est laissé à la charge du
lecteur.
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1.4.3 Théroème de Doeblin

La vocation de ce fameux résultat est de donner une version quantitative du théorème
précédent en proposant des vitesses de convergence.

Théorème 1.4.2 On suppose Q irréductible et telle qu’elle satisfait la condition de Doe-
blin pour un certain entier n0 :

Dm PM�
1 pEq Dα ¡ 0 @px, zq P E2 Qn0px, zq ¥ αmpzq.

Alors, il existe c ¡ 0 et ρ   1 tels que

dV T pµn, πq ¤ cρn.

Nota Bene : a priori, Q n’est pas irréductible. Preuve La preuve se déroule en trois
étapes.

Étape 1 On se ramène d’abord au cas où n0 � 1. Posons P � Qn0 et supposons qu’on
sache démontrer que

dV T pµP k, πq ¤ cρk,

pour toute mesure initiale µ. Alors, on sait que pour µQn � µQkn0�j � µQjP k par division
euclidienne de n par n0. On note donc νj � µQj, pour j P J1, n0K et on sait qu’il existe cj
et ρj tels que

@k P Z dV T pνjP k, πq ¤ cjρ
k
j

En considérant alors c ��n0

j�1 cj et ρ ��n0

j�1 ρj, on montre facilement que

sup
A�E

|µQnpAq � πpAq| ¤ c

ρ

�
ρ1{n0

�n

Étape 2 On va maintenant établir le résultat pour n0 � 1 et on introduit un couplage.
F � E�t0, 1u et Zn � pXn, Ynq est une chaine de Markov sur F définie par les transitions :

Rppx, yq, px1, 1qq � αmpx1q et Rppx, yq, px1, 0qq � Qpx, x1q � αmpx1q.
La condition de minoration de Doeblin assure que R est un noyau de transition Markovien.
Le temps de couplage est défini par

τ � inf tn ¥ 1 | Yn � 1u .
Comme Ppx,yqpY1 � 0q � 1� α, alors Ppx,yqpY1 � 0, Y2 � 0, . . . Yn � 0q � p1� αqn et τ est
p.s. fini. Ensuite, on voit facilement que

Ppx,0q pXτ � x1q �
8̧

n�1

Ppx,0qpY1 � . . . , Yn�1 � 0, Yn � 1, Xn � x1q �
8̧

n�1

p1�αqn�1αmpx1q � mpx1q.

De même,

Ppx,0q pXn � x1, τ ¤ nq �
ņ

k�1

Ppx,0q pτ � kq�PXτ ,1pXn�k � x1q �
ņ

k�1

p1�αqk�1αpmQn�kqpx1q.

Cette dernière expression est d’ailleurs indépendante de x, le point d’initialisation une
fois que la chaine a couplé (Y � 1). La probabilité précédente est notée ppx1, nq.
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Étape 3 On considère A � E et deux lois initiales µ et ν. On a

pµQnqpAq � pνQnqpAq � PµpXn P Aq � PνpXn P Aq
�

¸
xPE,x1PA

Ppx,0qpXn � x1qrµpxq � νpxqs

�
¸

xPE,x1PA
Ppx,0qpXn � x1, τ ¡ nqrµpxq � νpxqs

�
¸

xPE,x1PA
Ppx,0qpXn � x1, τ ¤ nqrµpxq � νpxqs

�
¸

xPE,x1PA
Ppx,0qpXn � x1, τ ¡ nqrµpxq � νpxqs �

¸
xPE,x1PA

rµpxq � νpxqsppx1, nq

�
¸

xPE,x1PA
Ppx,0qpXn � x1, τ ¡ nqrµpxq � νpxqs couplage

¤ p1� αqn
¸
xPE

|µpxq � νpxq|

On en déduit alors par symétrie que

dV T pµQn, νQnq ¤ p1� αqn. (1.3)

En considérant ν � µQk, on déduit que pµQnpAqqnPN est une suite de Cauchy donc conver-
gente vers πpAq. En passant à la limite sur k dans (1.3), on obtient alors la conclusion.
�

1.5 Extensions

Les exemples suivants pourront être considérés lors d’une étude personnelle puis faire
l’objet d’un petit travail de synthèse exposé en fin de cours. Les plans suivants ne sont
aucunement impératifs, tout comme leur contenu. Certains sont sans doute plus éloignés
du cours ci-dessus que d’autres.

1.5.1 Urnes d’Erhenfest

A - Bibliographie Ce modèle est décrit précisément dans les ouvrages :
[FF02] D. Foata et A. Fuchs Processus stochastiques, Dunod, 2002.
[KS60] J. G. Kemeny et J. L. Snell Finite markov chains, Van Nostrand, 1960.
ou dans l’article
[K47] Mark Kac Random Walk and the Theory of Brownian Motion, The American

Mathematical Monthly, Vol. 54, No. 7, Part 1, 369-391.

B - Modèle et Premières propriétés N particules sont placées dans 2 récipients A
et B. A chaque instant, on choisit une particule au hasard et on la change de récipient.
On appelle Xn le nombre de particules dans le récipient A au temps n.

Établir que Xn est une châıne de Markov et écrire sa matrice de transition. Donner
les caractéristiques dynamiques de la châıne de Markov.
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C - Équilibre Montrer que la loi binomiale donnée par

@k P J0, NK πNpkq � Ck
N2�N

est symétrique pour le modèle.

D - Théorique et Pratique
– Programmer des scripts Matlab générant des trajectoires de telles châınes (en par-

tant par exemple d’une distribution initiale µ0 qui est une masse de dirac en un
certain k0).

– Tracer sur un même graphique l’histogramme empirique des pXiq obtenus à la ques-
tion précédente, et la distribution de probabilité invariante bN . Quel résultat illustre-
t-on ainsi ?

– A-t-on convergence de Xn vers µ ? On définit la mesure µn par

µn � pµ0 � µ0P � � � � � µ0P
nq

n

Tracer sur le même graphique les courbes n ÞÝÑ |µ0P
n � µ|L1 et n ÞÝÑ |µn � µ|L1 .

Qu’observe-t-on ?

E - Théorique Proposer une décomposition spectrale de la matrice de transition. À
quelle condition sur la distribution initiale a-t-on convergence vers πN ?

1.5.2 Protocole Aloha

A - Bibliographie On consultera avec profit la référence suivante :
[B99] P. Brémaud Markov Chains : Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation, and

Queues Series : Texts in Applied Mathematics, Vol. 31, Springer, 1999.
Le point clef de l’étude consiste en l’utilisation d’une propriété de stabilité, à savoir

le théorème de Foster-Lyapunov et un de ses corollaires, le lemme de Pake. Nous serons
également amené à utiliser un critère proche pour les processus à temps continu.

B - Modélisation du protocole de communication Ce protocole décrit un canal de
transmission de données partagées entre de nombreux utilisateurs. Les utilisateurs, chacun
avec un message, désirent accéder à un seul canal de communication pour transmettre leur
message. Voici comment ce canal de communication fonctionne.

Les transmissions sont découpées en paquets (slots en anglais) de taille fixe. Le temps
est donc discrétisé, chaque unité de temps permettant l’émission d’un paquet. Les utili-
sateurs sont synchronisés sur ces temps. Le canal lui-même ne peut laisser passer qu’une
seule émission à la fois et le temps nécessaire à la transmission du message est considéré
négligeable ou petit devant l’intervalle de temps disponible pour la transmission. Par
conséquent, si deux messages ou plus sont émis en même temps dans le canal, ceux-
ci collisionnent et aucun des messages n’est alors transmis. A tout instant, les stations
émettrices dispose des informations suivantes :

– le canal est silencieux (aucune émission)
– le canal transmet avec succés une émission
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– plusieurs émissions simultanées échouent (on entend du bruit). Dans ce dernier cas,
les stations émettrices sont bloquées et le paquet refusé est en attente.

Il faudra par conséquent retenir que :

1. Les messages ne peuvent être transmis qu’à des temps également espacés. L’inter-
valle de temps constant entre deux temps d’emission potentielle est appelé slot et
est suffisant pour la transmission d’un message.

2. Tous les messages bloqués nécessitent une retransmission et cette retransmission est
décidée, indépendamment des autres messages en attente et des événements passés
avec une probabilité ν Ps0; 1r. Cette étape de retransmission suit une loi de Bernoulli.

3. Tous les nouveaux messages se présentant pour la première fois aux utilisateurs sont
immédiatement passés dans le canal.

C - Mise en équation On notera Xn le nombre de messages en attente de retrans-
mission au temps n et le nombre d’arrivée de nouveaux messages au temps n est An.
Ces variables aléatoires An sont décrites par un processus de variables aléatoires i.i.d. de
distribution µ satisfiant

@n P N� EAn � λ,

où λ est alors appelé intensité du traffic.
Conditionnellement au fait que k messages sont en attente au slot n, calculer la proba-

bilité bkpiq que i d’entre-eux soient re-émis au slot suivant. Établir que Xn est une chaine
de Markov dont on donnera la matrice de transition.

D - Théorique et Numérique Simuler des trajectoires de Xn dans le cas où la dis-
tribution µ est une loi de Poisson de paramètre λ. Ces simulations correspondent au cas
non stabilisé. La procédure prendra en argument le paramètre λ ainsi que la probabilité
de re-émission ν. Démontrer que le processus Xn n’est pas stabilisé, c’est-à-dire qu’il n’est
pas récurrent positif.

E - Outil Ce modèle est une illustration de la théorie des fonctions de Lyapunov pour
les chaines de Markov. On démontrera le lemme suivant.

Théorème 1.5.1 (Lemme de Pake) Soit Xn une châıne de Markov homogène irréductible
sur E dénombrable vérifiant

E rXn�1|Xn � is   �8
et tel que

lim sup
i ÞÑ8

E rXn�1 �Xn|Xn � is   0

alors la châıne est récurrente positive.

F - Théorique Pour contourner le problème d’instabilité, il parait naturel de jouer sur
les paramètres du système, en particulier celui de re-émission ν.

On fait évoluer le nouveau système en modifiant la règle de Bernoulli dépendant du
nombre k de messages en attente. On a alors ν � νpkq. Sachant qu’au slot n le nombre

15



de messages en attente est i, appliquer le lemme de Pake et démontrer qu’on doit établir
λ ¤ gipνpiqq � ε pour ε ¡ 0 avec

gkpνq � p1� νqkµp1q � kνp1� νqk�1µp0q
Trouver le choix optimal pour ν. Quelle condition doit-on imposer sur λ pour que le

protocole ALOHA soit stable ?

1.5.3 Modèle de Fisher-Wright

A - Bibliographie Les ouvrages suivants semblent incontournables :
[DJ06] J.-F. Delmas et B. Jourdain Modèles aléatoires : applications aux sciences

de l’ingénieur et du vivant, Mathématiques & Applications, vol. 57, Springer-Verlag, 2006.
[D08] R. Durrett Probability models for DNA sequence evolution, Probability and

its Applications (New York), Springer, New-York, 2008.
On pourra également consulter :
[EK86] S. Ethier et T. Kurtz Markov Processes, Characterization and conver-

gence, Wiley series in probability and mathematical statistics, New-York, 1986.
[N98] J. R. Norris Markov chains, Cambridge University Press, 1998.

B - Modélisation On souhaite étudier l’évolution de la fréquence d’un allèle dans une
population de petite taille pour un gène se présentant sous deux allèles A et B seulement.
On suppose que chaque individu possède un seul exemplaire du gène, sous la forme d’un
des deux allèles A ou B et qu’il le transmet à ses descendants (on parle de population
haplöıde). Présentons le cadre de notre modèle :

– le gène considéré se présente sous deux allèles distincts A et B,
– la taille de la population reste constante au cours du temps, égale à 2N ,
– les générations ne se chevauchent pas : à chaque instant k, la k-ième génération

donne naissance aux 2N individus de la pk � 1q-ième génération et meurt,
– chacun des enfants choisit son parent uniformément parmi tous les individus de la

génération précédente et indépendamment des autres,
– la reproduction à l’instant k ne dépend pas des reproductions précédentes.

C - Mise en équation On note Xn le nombre d’allèles A dans la population à la
génération n. Au vu des hypothèses ci-dessus, justifier la considération d’une suite de
variables aléatoires pXnqn¥0 à valeurs dans S � 0, 1, ..., 2N construite de la façon suivante :

L pXn�1|Xn, Xn�1, ..., X0q � B
�

2N,
Xn

2N



.

Décrire la châıne de Markov, identifier les états absorbants, interpréter rapidement. Le
phénomène d’absorption appelé perte de diversité allélique, doit être ici décrit et quantifié.

D - Absorption On peut étudier tout d’abord les positions d’absorption possible. On
pourra par exemple démontrer le théorème suivant

Théorème 1.5.2 Conditionnellement à X0 � i P J1, 2N � 1K, la châıne est absorbée en
N avec probabilité i{2N .
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De même, on peut s’intéresser au temps d’absorption partant de X0 � i. On définit
m2Npiq le temps moyen d’absorption. En utilisant la propriété de Markov, écrire une
équation implicite sur les pm2NpjqqjPJ0,2NK.

E - Numérique et Théorique Proposer une méthode Monte-Carlo afin d’approcher
les valeurs de m2n.

Lorsque le nombre N de personnes dans la population tend vers l’infini, il est possible
d’approcher les valeurs prises par la fonction m2n en considérant Zn � Xn{2N . Démontrer
le résultat suivant :

Théorème 1.5.3 Si z P r0, 1s est tel que Z0 � z et piNqN¥0 est une suite d ?entiers telle
que iN{N converge vers z quand N tend vers l’infini. Alors

mNpiNq � �2Npz log z � p1� zq logp1� zqq.

F - Modélisation, Numérique et Théorique pour aller plus loin On souhaite
prendre en compte un effet de sélection naturelle. On supposera que cette sélection natu-
relle provient d’une faculté d’adaptation et que cette adaptation ne dépend que du facteur
allélique d’intérêt (modélisation certainement très réductrice).

Proposer un modèle où un individu porteur de l’allèle A à 1� s fois plus de chance de
survivre que l’individu B.

Calculer alors les probabilités de lieu d’absorption (toujours 0 ou 2N). Quantifier l’effet
de la sélection s lorsque s est de l’ordre 1{2N .

1.5.4 Algorithme de Métropolis

A - Bibliographie Difficile de faire une liste exhaustive tant le sujet est vaste ! Une
analyse probabiliste fine se trouve dans les travaux de P. Diaconis et G. Lebeau.

[B99] P. Brémaud Markov Chains : Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation, and
Queues Series : Texts in Applied Mathematics, Vol. 31, Springer, 1999.

[DSC98] P. Diaconis et L. Saloff-Coste, What do we know about the metropolis
algorithm Jour. Comp. and Syst. Sci., 57 :20-36, 1998.

[D09] P. Diaconis, The markov chain monte carlo revolution. Bull AMS, 46 (2009),
179-205.

[H88] B. Hajeck, Cooling schedules for optimal annealing. Math. Oper. Res, 13,
311-329, (1988).

[L09] G. Lebeau, Introduction à l’analyse de l ?algorithme de Metropolis, Cours dis-
ponible http://math.unice.fr/~sdescomb/MOAD/CoursLebeau.pdf

[Y02] B. Ycart, Modèles et algorithmes markoviens, Mathématiques et Applications,
volume 39, Springer, septembre 2002.

B - Motivations Une des applications les plus spectaculaires des chaines de Markov
sur un espace d’états fini (en particulier de leur comportement en temps long) a sans
aucun doute été l’optimisation combinatoire, à travers ce qu’on appelle les algorithmes de
(Hastings-)Metropolis et de recuit simulé (simulated annealing).
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Étant donnée une distribution de probabilités π définie sur un espace d’états E, la
question étudiée par la méthode de Metropolis est de trouver un algorithme simulant une
approximation de cette distribution π en temps raisonnable.

Dans la situation particulière où πβ s’écrit sous forme de champs de Gibbs πβ9e�βU
avec U un potentiel explicitement connu et β ¡ 0. On parle alors d’algorithme de
Metropolis-Hastings. Comme on peut toujours se ramener à cette situation, il est légitime
de se retreindre à cette étude. On fera l’hypothèse simplificatrice que tout état x appar-
tient à E fini. Trouver un contexte pertinent où une simulation directe est impossible
et l’approximation Metropolis est incontournable (problème des N corps, voyageur du
commerce, ou autre).

C - Algorithme On suppose donnée une matrice de transition P sur E vérifiant l’hy-
pothèse de Doeblin. On impose en plus l’hypothèse de ! réversibilité " de la châıne

P px, yq ¡ 0 ðñ P py, xq ¡ 0 (1.4)

La stratégie adoptée consiste alors à :

– On tire X0 quelconque dans E.
– Étant donné une réalisation Xn � xn, on tire Yn�1 � yn�1 selon la loi P pxn, .q.
– On calcule le quotient

ρn � πβpyn�1qP pyn�1, xnq
πβpxnqP pxn, yn�1q

– On choisit alors Xn�1 � yn�1 avec la probabilité 1^ ρn et sinon on pose Xn�1 � xn.

Décrire le comportement en temps long de la châıne de Markov pXnqnPN.

D - Théorique et pratique L’objectif d’un tel algorithme est d’obtenir une mini-
misation asymptotique de l’énergie U . L’idée est de considérer une famille de lois de
probabilités sur E qui ! convergent "vers des masses de Dirac en les minima de U . Les
lois de probabilités sont exactement les πβ introduites dans le précédent paragraphe. On
notera m le minimum de E (pas nécessairement unique).

Démontrer que lorsque β tend vers �8, les distributions πβ chargent principalement
les minima de E . Proposer une implémentation numérique pertinente de l’algorithme
de Metropolis-Hastings avec un grand β. Illustrer numériquement le point théorique
précédent.

E - Recuit Simulé - Théorique et Pratique On cherche désormais à rendre pXnqnPN
inhomogène en temps en faisant varier (grandir) β avec n. On suppose que P est une
matrice de transition décrivant des lois uniformes sur les voisinages de chaque état de E.
Préciser les transitions. Étudier le spectre de la chaine de Markov à basse température,
c’est-à-dire lorsque T � 1{β � op1q. Montrer la convergence en choisissant judicieusement
le schéma de température constant par palier.

Programmer sur un exemple pertinent un algorithme de recuit simulé. Illustrer le fait
qu’une décroissance trop rapide de la température ne résout pas le problème d’optimisa-
tion.
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1.6 Conclusion

Dans le chapitre suivant, nous décrivons en temps continu un parallèle au cas des
chaines de Markov en essayant de retrouver les objets utilisés dans ce chapitre. Entre
autres choses, il s’agit du noyau de transition, de la forme de Dirichlet, la théorie spectrale
ou les méthodes de couplage.
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Chapitre 2

Stabilisation des processus de
Markov

2.1 Semi-groupe en temps continu

2.1.1 Introduction des concepts

On note E l’espace d’état, µ une mesure sur E
On définit un semi-groupe pPtqt¥0 qui va mimer en temps continu le rôle des probabi-

lités de transition pour les chaines de Markov.

Définition 2.1.1 (Semi-groupe) On définit un semigroupe de Markov sur E noté pPtqt¥0

comme une famille de noyaux de probabilités dépendant d’un paramètre t P R�, vérifiant

@pt, sq P R2
� P0 � Id et Pt � Ps � Pt�s.

Ce semi-groupe est entièrement décrit par son action sur les fonctions mesurables boréliennes :

Ptfpxq �
»
yPE

fpyqPtpx, dyq.

Remarque 2.1.1 Cette définition est à rapprocher de l’action de Q sur les fonctions sur
E pour les chaines de Markov.

On ne considèrera ici que les semi-groupes Fellerien : pour toute fonction f , t ÞÑ Ptf est
continue de R� dans L2pµq.

Étant donné ce semi-groupe, on associe un processus markovien pXtqt¥0. Ce processus
mime la dynamique de châıne de Markov :

ErfpXtq|X0 � xs � Ptfpxq.
On définit alors les mesures stationnaires.

Définition 2.1.2 (Mesures stationnaires pour pPtqt¥0) µ est invariante pour le semi-
groupe si pour toute fonction f on a»

xPE
Ptfpxqdµpxq �

»
xPE

fpxqdµpxq.

Ce qui se récrit en µpPtfq � µpfq.
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L’action en tout temps des transitions dans Pt laisse donc invariante µ au travers de
l’intégrale sur les fonctions de E.

Définition 2.1.3 Le générateur infinitésimal L associé au semi-groupe pPtqt¥0 est défini
par

Lf � lim
tÑ0

Ptf � f

t
.

Le générateur L est défini pour un ensemble de fonctions DpLq qui est son ! domaine ".

Il y a équivalence entre la donnée du semi-groupe pPtqt¥0 et son générateur L +
domaine DpLq puisque quasiment par définition :

BtPtf � LPtf � PtLf.

2.1.2 Parallèle avec les chaines de Markov

Lien fonctionnel Les transitions dynamiques de chaine de Markov sont données dans
une matrice Q (éventuellement infinie si E l’est). Le lien avec les semi-groupes de Markov
est précisé ci-après. On considère

Qt � etpQ�Idq � e�t
¸
n¥0

tn

n!
Qn

Si f est une fonction bornée de E, Qtf est bien définie. Par ailleurs, il est assez clair que

Qt�s � QtQs � QsQt.

De plus, si Q est irréductible, alors pour tout t ¡ 0, Qtpx, yq ¡ 0 pour tout couple px, yq
de E.

Les probabilités invariantes de Qt sont identiques à celles de Q et si Q est irréductible,
il n’y a qu’une seule probabilité invariante pour Qt.

Enfin, si L � Q� Id, alors on a immédiatement que

lim
t ÞÑ0

Qtf � f

t
� Lf.

Lien trajectoriel La relation trajectorielle entre le semi-groupe défini dans Qt et la
chaine de Markov est finalement assez simple. Introduisons une suite i.i.d. d’inter-temps
de sauts exponentiels de paramètre 1 et notons ces variables aléatoires pξjqj¥0. Le k-ième
temps de saut est alors

Tk �
ķ

j�1

ξj.

À chaque instant de saut, le processus pXtqt¥0 décide de transiter vers y avec la probabilité
de transition QpXTk , dyq. Le nombre de sauts avant t étant distribué comme une loi de
Poisson Nt de paramètre 1, on obtient alors que

PpXt � y|X0 � xqdy �
�8̧

k�1

PpXt � y|X0 � x&Nt � kqPpNt � kqdy �
�8̧

k�1

e�t
tk

k!
Qkpx, yqdy � Qtpx, dyq.

Ainsi, Xt correspond à une marche aléatoire dont les instants de saut sont aléatoires avec
une structure poissonnienne précise.
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Forme de Dirichlet Dans le paragraphe sur les châınes de Markov, nous avons vu le
rôle fondamental joué par les formes de Dirichlet pour la transition Q. Ce rôle sera tout
aussi important pour les processus.

Définition 2.1.4 (Forme de Dirichlet, Opérateur carré du champ) Étant donné un
générateur infinitésimal L associé au semi-groupe pPtqt¥0, on définit le carré du champ

Γpf, gq � 1

2
rLpfgq � fLpgq � gLpfqs .

Enfin, la forme de Dirichlet dans L2pπq est donnée par

Epf, gq �
»

Γpf, gqdπ.

Définition 2.1.5 (Symétrie) Le semi-groupe sera dit symétrique si on a dans L2pπq la
propriété d’adjoint : L � L�. Ceci est parfaitement équivalent à

xPtf, gyπ � xf, Ptgyπ.

Équation d’équilibre On a vu que la distribution d’intérêt π est invariante pour le
semi-groupe si

@f P DpLq @t ¥ 0 πpPtfq � πpfq.
En dérivant par rapport au temps, on obtient alors que

B ³
E
pPtfqpxqdπpxq

Bt � 0.

En permuttant (sauvagement) intégrale et dérivation, on obtient que

@f P DpLq
»
E

Lfdπpxq � 0.

Cette dernière équation permettra en général d’identifier la mesure stationnaire en utili-
sant L�, l’adjoint de L pour la mesure de Lebesgue :

L�π � 0.

2.1.3 Diffusion de Langevin-Kolmogorov

Un cas très fréquent de dynamique markovienne consiste à regarder les processus
donnés comme solution d’équations différentielles stochastiques avec drift et bruit gaus-
sien. En toute généralité, ces équations sont notées

@t ¥ 0 dXt � bpXtqdt� dBt, X0 � x. (2.1)

Nous ne discuterons pas ici d’éléments théoriques sur la construction de solutions faibles
ou fortes de telles équations. Remarquons juste que la formule d’Ito donne pour toute
fonction f assez régulière :

fpXtq � fpx0q �
» t

0

xbpXsq,∇fpXsqyds� 1

2

» t

0

∆fpXsqds�Mt,
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où pMtq est une martingale adaptée. Ainsi, par définition on a

Ptfpxq � ErfpXtq|X0 � xs � EfpXx
t q � ExfpXtq � fpxq�

» t

0

ExbpXsq,∇fpXsqyds�1

2

» t

0

∆fpXsqds.

Soit finalement l’expression du générateur infinitésimal :

Lfpxq � x∇fpxq, bpxqy � 1

2
∆fpxq.

Nous reviendrons en détail sur ce processus de diffusion drifté (2.1).

2.2 Existence et unicité des mesures stationnaires

Contrairement à la situation où E est dénombrable (et encore moins fini), l’existence
de mesure invariante est loin d’être une étape triviale pour les évolutions basées sur des
semi-groupes à valeurs dans R. Une excellente référence pour ce qui suit est sans doute
l’ouvrage

[K12] R. Khasminskii Stochastic stability of Differential Equations, Second Edition,
Stochastic Modelling and Applied Porbability, Springer.

Ce livre traite principalement du cas des diffusions pour les équations différentielles
stochastiques mais tout ce qui y est raconté peut avoir un formalisme type semi-groupe
très simple.

2.2.1 Non explosion

La propriété de non-explosion en temps fini est le B-A-BA attendu pour des systèmes
dynamiques qui ont vocation à se stabiliser en temps grand. La plupart du temps, lorsque
E est un R espace vectoriel, il convient de trouver une fonction de Lyapunov permettant
de controler les trajectoires du système dynamique.

Proposition 2.2.1 S’il existe ψ : E ÞÑ R deux fois dérivable positive telle que lim|x|ÞÑ�8 ψpxq �
�8 et telle qu’il existe une constante ψ positive vérifiant

Lψ ¤ Kψ,

alors
@x P E Pxrτ   �8s � 0.

Preuve : On définit τN � inftt ¥ 0 | ψpXtq ¡ Nu. Bien sûr, on a τ ¡ τN car la ligne
de niveau ψ ¤ N est compacte. On applique alors la formule d’Ito :

ExψpXt^τN q � ψpxq � Ex
» t^τN

0

LψpXsqds

¤ ψpxq �KEx
» t^τN

0

ψpXsqds

¤ ψpxq �KEx
» t

0

ψpXs^τN qds
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Le lemme de Gronwall permet alors de conclure que

ExψpXt^τN q ¤
ψpxqeKt
K

.

Par ailleurs, on a

NPxrτN   ts � ExrψpXt^τN1τN¤ts ¤ ExrψpXt^τN s.
En fin de compte, on a

PxrτN   ts ¤ ψpxqeKt
KN

ÝÑ 0 lorsque N ÝÑ �8.

On en déduit alors immédiatement que Pxrτ   ts � 0, pour tout t fini. �
Lorsqu’on considère les trajectoires obtenues par le biais d’EDS, il suffit d’avoir xx, bpxqy �

Op|x|2q par exemple pour que le choix ψpxq � |x|2 soit suffisant pour appliquer le résultat
de non explosion précédent. Bien sûr, une situation où xx, bpxqy devient négatif lorsque
|x| ÝÑ �8 permet d’être dans une situation encore plus favorable.

Exemple 2.2.1 (Système Linéaire) Assurément, le système stochastique le plus simple
est celui qui correspond à une équation différentielle du genre

dXt � AptqXtdt� dBt.

Bien sûr, si A est une fonction bornée, l’existence en temps fini est ”gratuite” puisque
la condition Lipschitz classique dans les EDS est satisfaite. Cependant, cette situation où
A est bornée est souvent mise en défaut dans des problèmes concrets et on consultera
avec profit [K12], exemple 1.1, p. 10 pour obtenir une version édulcorée d’hypothèses
garantissant la non explosion en temps fini.

Exemple 2.2.2 (Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck) Le second système classique
est un cas particulier du précédent :

dXt � �λXtdt� dBt, λ ¡ 0.

C’est un système avec drift linéaire vers l’origine, d’intensité λ. On vérifiera la pro-
priété de non explosion avec une fonction judicieusement choisie (un polynôme en x par
exemple). Par ailleurs, on identifiera la mesure invariante à l’aide du critère de la section
précédente au travers du calcul de l’adjoint du générateur du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck.

Enfin, il est évidemment possible d’écrire que Xt est en réalité égal à :

Xt � X0e
�λt �

» t

0

eλps�tqdBs,

Identifier à nouveau la mesure invariante de Xt ainsi que sa ”vitesse” de convergence.

Exemple 2.2.3 (Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck) Qu’en est-il pour l’EDS sui-
vante

dXt � �∇UpXtqdt� dBt.
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Exemple 2.2.4 (Oscillateur de Van der Pol) On considère le système différentiel

dXt � Vtdt et dVt � �VtfpXtq � gpXtq � dBt

On considère le cas où fpxq � x2 � 1 et gpxq � x. Alors, la fonction

V px, yq �
a
x2 � y2,

est une fonctino de Lyapunov pour le système et garantit la non explosion en temps fini.

2.2.2 Unicité de la mesure stationnaire

Ce résultat d’unicité est à rechercher dans le contexte de l’irréductibilité de la transition
définie dans pPtqt¥0. En effet, pour les châınes de Markov, c’est déjà l’irréductibilité de la
transition Q qui permet de donner des résultats d’unicité des distributions stationnaires
(voir le premier théorème du cours).

Nous allons volontairement nous placer dans un cadre simplifié où le générateur infi-
nitésimal L est elliptique et E � Rd et nous admettons que le semi-groupe Pt agit sur la
mesure initiale µ en lui conférant une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur E.
Cette densité au temps t est notée ptpx, yq. Ce genre de résultat un petit peu anecdotique
par rapport à ce cours est par exemple vrai dès que le système dynamique est elliptique
(covariance inversible devant le mouvement brownien dans une e.d.s.) ou hypo-elliptique
(conditions de Hormandër satisfaites localement).

La formule d’Ito s’écrit pour toute fonction f P DpLq :

Ex rfpXtqs �
» t

0

ExLfpXsqds.

Par ailleurs, on a

Ex rfpXtqs �
»
E

ptpx, yqfpyqdy et ExLfpXsq �
»
E

Lfpyqptpx, yqdy.

En différentiant par rapport au temps et en notant L� l’adjoint de L par rapport à la
mesure de Lebesgue, on obtient que la mesure au temps t vérifie l’e.d.p. :

Btptpx, yq � L�ptpx, yq.

Cette équation est l’équation backward de Kolmogorov (ou de Fokker-Planck). L� étant
elliptique, on en déduit alors que ptp., .q est une fonction C8 en tout temps t ¡ 0. Par
ailleurs, étant donnée une mesure invariante π (on confond ici mesure et densité par
rapport à la mesure de Lebesgue) pour L, elle est également strictement positive p.s.
puisqu’on peut vérifier la relation

πpzq �
»
E

ptpx, zqπpxqdx.

Nous venons d’établir la proposition :
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Proposition 2.2.2 Si L est elliptique ou hypo-elliptique, et si µ est la loi initiale de X0,
alors la mesure Ptµ est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue, de densité pt qui est
C8pEq. Par ailleurs, si on initialise en X0 � x, la densité px, yq ÞÑ ptpx, yq est C8pE�Eq.
Cette densité vérifie l’équation backward de Kolmogorov :

Bpt � L�pt.

Par ailleurs, si on a une dynamique dxt � bpxtqdt� dBt, alors on a

@t ¡ 0 @px, yq P E2 ptpx, yq ¡ 0.

Nous établissons maintenant un résultat d’unicité de mesure invariante lorsque le semi-
groupe est irréductible.

Lemme 2.2.1 Si une mesure π vérifie Ptπ ¤ π pour tout t ¡ 0, alors celle-ci est inva-
riante.

Preuve : La démonstration est très simple : on prend un ensemble mesurable A et on
remarque que pPtπqpAq ¤ πpAq et pPtπqpAcq ¤ πpAcq. Cela implique bien entendu l’égalité
des probabilités et donc que π est invariante. �

On passe maintenant au résultat d’unicité de mesure invariante qui est vrai dans des
situations un peu plus générale que ce qui est énoncé ici.

Théorème 2.2.1 (Théorème d’unicité de Doob) Si le semi-groupe est elliptique et
irréductible, alors il existe au plus une unique mesure invariante.

Preuve : On considère deux distributions invariantes π1 et π2 pour le semi-groupe. On sait
que ces deux distributions sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue.
On identifie ces deux mesures avec leurs densités (qui sont strictement positives sur E)
et on écrit

π1 � hπ2.

On suppose qu’il existe un x de E tel que hpxq � a ¥ 1. On considère νa � ph^p1�aq{2qπ2

et cette distribution satisfait

Ptνa � Ptph^ aqπ2 ¤ Pthπ2 � hπ2.

De même,

Ptνa ¤ Pthπ2 � Ptπ1 � π1 � hπ2.

Du coup, on a bien que

@t ¡ 0 Ptνa ¤ νa,

et νa est une mesure invariante d’après la proposition précédente. Ainsi, le semi-groupe
laisse invariante µa � p1 � aq{2π1 � νa mais µa � r1�a

2
� hs�π1. Cette mesure peut être

renormalisée en mesure de probabilité mais elle contient également un point x pour lequel
µapxq � 0. C’est impossible puisque Ptµa � µa qui implique la stricte positivité partout.
On obtient alors que h est identiquement égale à 1. Cela conclut la preuve de l’unicité. �
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2.2.3 Existence de mesures stationnaire

L’existence de mesure stationnaire est issue d’arguments qui seront également valables
pour les chaines de Markov à espace d’états plus que dénombrable. L’idée principale pour
établir un tel résultat revient à montrer que le processus markovien passe la plupart de
son temps dans un espace borné puis il convient d’utiliser un argument de type compacité
pour prouver l’existence d’une telle mesure invariante.

Il y a alors deux façons de procéder :
– la première technique consiste à démontrer que les mesures d’occupation aléatoires

d’une trajectoire, formées par

µn � 1

tn

» tn

0

δXsds

forment un ensemble tendu de mesures, ce qui permet d’extraire une sous-suite
convergente puis en déduire que la limite est stable par Pt. Ce genre d’arguments
est employé par exemple dans le livre
[EK86] S. Ethier et T. Kurtz Markov processes, characterisation and conver-
gence Wiley, New-York, 1986.

– La seconde méthode consiste à exhiber une mesure qui est invariante pour le proces-
sus markovien. La construction fait appel à la définition d’une châıne de squelette
pour le processus pXtqt¥0 et est utilisée dans
[K12] R. Khasminskii Stochastic stability of Differential Equations, Second Edi-
tion, Stochastic Modelling and Applied Porbability, Springer.
Comme cette construction est également fondamentale pour le problème des grandes
déviations de mesure invariante (chapitre 4) et le recuit simulé, nous aborderons
cette construction là.

Quelle que soit la méthode employée, il s’agit en général de trouver une façon d’estimer
les temps de retour dans les espaces compacts. Ceci est en général facile dès lors qu’on
a trouvé une ! bonne " fonction de Lyapunov. À noter que ces fonctions de Lyapunov
étaient déjà fondamentales pour prouver la non explosion du processus en temps fini.
Nous introduisons l’hypothèse de récurrence :

Hypothèse 1 pHRq : Il existe un ensemble U ouvert borné de E de bord Γ lisse tel que

1. pHR1q Dans U , le processus est elliptique, par exemple la matrice de diffusion est
non dégénérée de déterminant minoré.

2. pHR2q Pour tout compact K de EzU , le temps moyen τU issu de x P K pour rentrer
dans U est uniformément borné :

sup
xPK

ExτU ¤ TK   �8.

Nous supposons dans un premier temps que les conditions pHRq sont satisfaites et construi-
sons un ouvert U1 de frontière Γ1 vérifiant pHRq. Dans cet ouvert U1, on considère alors
un ouvert U de bord régulier Γ tel que U Y Γ � U1. Nous renvoyons à la figure 2.1 pour
une réalisation imagée.

On définit alors

τ0 � 0 et τ 11 � inftt ¥ 0 | Xt P Γ1u,
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U Γ

U1

Xpτ 11q

Γ1

Xpτ1q Xpτ 12q

Xpτ2q
x

Figure 2.1 – Construction de la chaine squelette.

puis par récurrence :

τn � inftt ¥ τ 1n | Xt P Γu et τ 1n�1 � inftt ¥ τn | Xt P Γ1u.
Par hypothèse, on sait que le processus est récurrent irréductible sur U1 puisque L y est
elliptique par pHR1q et toute excursion hors de U1 y revient irrémédiablement par pHR2q.
Ainsi, les temps τn et τ 1n sont finis presque sûrement.

Définition 2.2.1 (Châıne squelette) On définit la châıne squelette par

X̃i :� Xpτiq, @i ¥ 0.

La semi-groupe de transition pour X̃ sera noté P̃ :

ExfpX̃1q �
»

Γ1

P̃ px, dyqfpyq.

Par compacité de Γ1, on peut démontrer un résultat proche du théorème de Doeblin.

Proposition 2.2.3 La châıne de Markov est irréductible et récurrente sur Γ1. Elle admet
une unique mesure invariante µ̃ portée par Γ1 et il existe k P p0, 1q tel qu’uniformément
en γ P Γ1 : ���P̃ npx, γq � µ̃pγq

��� ¤ kn.

Nous allons ensuite construire à partir de µ̃ une mesure invariante pour le processus
pXtqt¥0, sisi ! On définit pour tout ensemble mesurable A le temps passé dans A par le
processus avant le premier retour dans Γ1 :

πpAq :�
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1

0

1XsPAds.

On a alors le résultat fondamental :
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Théorème 2.2.2 (Existence de mesure invariante) Sous les hypothèses pHRq, le pro-
cessus pXtqt¥0 possède π comme mesure invariante. De plus, cette mesure est de masse
finie et peut être normalisée en probabilité invariante.

Preuve : On considère f définie sur E et

πpfq �
»

Γ1

fpyqπpdyq �
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1

0

fpXuqdu.

Fixons désormais un temps t quelconque, on a alors par la propriété de Markov que

πpPtfq �
»
E

πpdxqfpXx
t q �

»
Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1

0

fpXt�sqds.

et un changement de variable u � t� s montre que

πpPtfq �
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» t�τ1

t

fpXuqdu

�
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1

0

fpXuqdu�
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1�t

τ1

fpXuqdu

�
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» t

0

fpXuqdu.

Pour le terme du milieu entre τ1 et τ1 � t, on peut tout conditionner par rapport à X̃1 et»
Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1�t

τ1

fpXuqdu �
»

Γ1

µ̃pdxqEx EX̃1

» t

0

fpXuqduloooooooomoooooooon
:�gpX̃1q

. (2.2)

Maintenant, on sait que µ̃ est stationnaire pour X̃ donc

µ̃pgq � µ̃pP̃ gq,
c’est à dire pour toute fonction ψ mesurable et bornée :»

Γ1

µ̃pdxqψpxq �
»

Γ1

µ̃pdxqExψpX̃1q. (2.3)

En utilisant l’invariance donnée dans (2.3) dans (2.2) avec ψ � g, on obtient»
Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1�t

τ1

fpXuqdu �
»

Γ1

µ̃pdxqgpxq �
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» t

0

fpXuqdu

En fin de compte, en reprenant l’expression finale obtenue pour πpPtfq et en supprimant
ce qui doit l’être, on trouve

πpPtfq �
»
E

ExfpXtqπpdxq �
»

Γ1

µ̃pdxqEx
» τ1

0

fpXuqdu �
»
E

πpdxqfpxq � πpfq.

La mesure π est donc invariante.
Pour obtenir le caractère fini de la mesure, il suffit de calculer πpEq. Mais on sait

d’après pHR2q que
sup
xPΓ1

Exτ1 ¤ TU1   �8.
La mesure est donc finie. �
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2.2.4 Controler les temps de retour dans les compacts

Où nous en sommes Nous donnons dans cette partie une méthode exploitant totale-
ment l’outil ! fonction de Lyapunov " pour obtenir que l’hypothèse pHRq soit satisfaite.

Le premier volet de pHR1q est une condition d’irréductibilité, nous avons vu que cela
mettait en jeu des propriétés de régularité du semi-groupe (ellipticité de L), et de contro-
labilité trajectorielle (on peut passer d’un point quelconque de E à un autre quelconque
avec probabilité strictement positive). Aussi, nous ne reviendons pas sur pHR1q. Attardons
nous plutôt sur la compactification réclamée par pHR2q.

La condition LV ¤ β � αV L’idée est de trouver une fonction V minorée (en fait
positive la plupart du temps), dite fonction de Lyapunov possédant la propriété V pxq ÞÑ
�8 lorsque |x| ÞÑ �8 telle que l’évolution de V pXtq a plutôt tendance à être bornée.

Si pour une telle fonction V pour laquelle nous avons l’existence de α ¡ 0 et β ¡ 0
tels que

LV ¤ β � α.

Fixons un compact K quelconque de E, comme V est coercive, on choisit et un ouvert U
tel que

@x R U αV pxq ¥ 2β. (2.4)

On définit τU le temps de rentrée dans U et τnU � τU ^ n qui est un temps d’arrêt borné.
La formule de Dynkin (Ito appliquée à un temps d’arrêt) montre que

@x P K ExV pXτnU
q � V pxq � Ex

» τnU

0

LV pXsqds

Avant τnU , le processus n’est pas dans U donc on peut appliquer (2.4) pour obtenir que

@x P K ExV pXτnU
q � Ex

» τnU

0

�LV pXsqds � V pxq,

d’où

@x P K V pxq ¥ βEx
» τnU

0

1ds � βExτnU .

Nous obtenons alors par convergence monotone la borne :

sup
xPK

ExτU ¤ supxPK V pxq
β

. (2.5)

Nous avons donc établi le théorème

Théorème 2.2.3 (Existence de mesure invariante) S’il existe V fonction de Lyapu-
nov (vérifiant minV ¡ 0, coercive) telle que LV ¤ β�αV pour pα, βq P R2

�, alors il existe
U un ouvert tel que pour tout compact K :

sup
xPK

ExτU ¤ CK .

En particulier, si L est elliptique sur U il existe une mesure invariante pour pXtqt¥0.
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2.3 Vitesse de convergence

Tout comme pour les chaines de Markov, on peut exhiber (au moins) deux méthodes
de preuve pour trouver des vitesses de convergence pour les procesuss de Markov. La
première méthode appartient aux techniques spectrales tandis que la seconde est obte-
nue par couplage utilisant encore une fois les fonctions de Lyapunov. Nous donnerons
rapidement des exemples.

2.3.1 Convergence par inégalité fonctionnelle

Une documentation archi-complète sur ce très vaste domaine se trouve dans
[ABC+] C.Ané, S.Blachère, D.Chafäı, P.Fougères, I.Gentil, F.Malrieu,

C.Roberto, G.Scheffer Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000

Vitesse exponentielle à l’équilibre Nous commençons par établir un résultat clas-
sique lorsqu’on sait démontrer une inégalité de Poincaré sur la mesure stationaire.

Définition 2.3.1 (Inégalité de Poincaré) Soit π la mesure stationnaire associée au
semi-groupe de générateur L. La mesure satisfait une inégalité de trou spectral (ou de
Poincaré) s’il existe une constante CP telle que

@f P DpLq V arπpfq �
»
E

rf � πpfqs2dπ ¤ CPEpf, fq.

Supposons l’opérateur L auto-adjoint dans L2pπq et soit λ une valeur propre de �L,
de vecteur propre associé f tel que πpfq � 0. Alors :»

E

f 2dπ � 1

λ

»
E

�Lpfqfdπ.

Par ailleurs, nous avons 2Γpf, fq � Lpf 2q � 2fLpfq donc»
E

�Lpfqfdπ �
»
E

Γpf, fqdπ � 1

2

»
E

Lpf 2qdπ
� Epf, fq � xLpf 2q, 1yπ
� Epf, fq � xf 2,Lp1qyπ
� Epf, fq,

car Lp1q � 0. On peut aussi voir cette dernière annulation en utilisant l’adjoint de L
pour la mesure de Lebesgue pour lequel L�pπq � 0 par stationnarité. Nous venons donc
d’établir que

V arπpfq � 1

λ
Epf, fq.

Par conséquent, si π,L vérifient une inégalité de Poincaré de constante CP , on a alors

1

λ
¤ CP .
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Cela signifie donc que les valeurs propres de �L satisfont la propriété de ! trou spectral " :

Spp�Lq � t0u Y
�

1

Cp
,�8

�
.

Nous pouvons désormais démontrer le théorème de convergence exponentielle du semi-
groupe vers π.

Théorème 2.3.1 (Ergodicité par trou spectral, cas symétrique) Soit Pt un semi-
groupe de générateur L et mesure invariante π, tels que L est symétrique dans L2pπq. Il
y a équivalence entre les deux propositions suivantes.

iq L satisfait une inégalité de Poincaré de constante CP .
iiq Il y a convergence exponentielle :

@f P DpLq V arπpPtfq ¤ e�2t{CpV arπpfq.
Preuve : On démontre tout d’abord que iq ñ iiq. On suppose que πpfq � 0 sans perte

de généralité. On définit

φptq :�
»
E

rPtf s2dπ � V arπpPtfq.

On a alors

φ1ptq �
»
E

2LpPtfqpPtfqdπ
� �2EpPtf, Ptfq.

L’inégalité de Poincaré implique alors que

φ1ptq ¤ � 2

CP
φptq,

et on conclut en appliquant le lemme de Gronwall :

V arπpPtfq ¤ e
� 2
CP

t
V arπpfq.

Réciproquement, montrons que iiq ñ iq et supposons que l’on ait l’ergodicité expo-
nentielle. Pour t � 0, il est facile de voir que les deux côtés de l’inégalité sont égaux.
Ainsi, la dérivée en t � 0 du terme de droite est supérieure à la dérivée en t � 0 du terme
de gauche :

φ1p0q ¤ � 2

CP
V arπpfq.

Mais un calcul rapide montre que

φ1p0q � �2Epf, fq.
Cela aboutit directement à l’inégalité de Poincaré :

V arπpfq ¤ CPEpf, fq
Le théorème est donc démontré. �
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Tensorisation Enfin, il y a une façon de déduire des inégalités de Poincaré si on arrive
à décomposer le générateur L. Cela peut se faire par le biais de la propriété de ! tenso-
risation ". Considérons L1 et L2 deux générateurs infinitésimaux de semi-groupe pP 1

t qt¥0

sur pE1, π1q et pP 2
t qt¥0 sur pE2, π2q. On étudie le semi-groupe sur l’espace produit E1�E2

pour la mesure π � π1 b π2 donné par

Ptppx1, x2q, pdx1, dx2qq � P 1
t px1, dx1qP 2

t px2, dx2q.
On montre facilement (exercice...) que le générateur est alors

L � L1 � L2.

Cette notation doit être comprise ainsi : pour une fonction f de deux variables px1, x2q on
calcule L en appliquant L1 (resp. L2) à x2 (resp. x1) fixée et on additionne les résultats.
L’opérateur carré du champ Γ est donc donné par Γ � Γ1�Γ2. On a alors la tensorisation
de la variance :

Proposition 2.3.1

@f P DpLq V arπpfq ¤
»
E

rV arπ1pfq � V arπ2pfqsdπ

On étudie la différence des deux termes :»
E

rV arπ1pfq � V arπ2pfqs � V arπpfq �
»
E

�»
E1

rfp., x2q � π1pfp., x2qs2dπ1



dπ

�
»
E

�»
E2

rfpx1, .q � π2pfpx1, .qs2dπ2



dπ

�
»
E

rfp., .q � πpfqs2dπ.

Le théorème de Tonnelli permet alors d’écrire que»
E

rV arπ1pfq�V arπ2pfqs�V arπpfq �
»
E

f 2dπ�
» �»

fdπ1

�2

dπ�
» �»

fdπ2

�2

dπ�
�»

fdπ

�2

.

On vérifiera alors que le dernier terme se re-écrit en fait»
pf � π1pfq � π2pfq � πpfqq2 dπ.

Ce dernier terme est bien sûr toujours positif, ce qui démontre la proposition. �
On déduit immédiatement de cette tensorisation l’inégalité de Poincaré pour le semi-

groupe pPtqt¥0 décrivant la dynamique ! produit ".

Théorème 2.3.2 (Tensorisation de l’inégalité de Poincaré) Supposons que les me-
sures π1 et π2 vérifient une inégalité de Poincaré de constante C1 (resp. C2 ) pour
l’opérateur carré du champ Γ1 (resp. Γ2) associé au générateur L1 (resp. L2). Alors il
en est de même pour π � π1 b π2 et Γ � Γ1 � Γ2 , avec la constante CP � maxpC1, C2q :

@f P DpLq V arπpfq ¤ maxpC1, C2q
»

Γpf, fqdπ.
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Défaut ( ?) Bien entendu, la structure spectrale est fondamentale dans toute cette
partie, en particulier le caractère symétrique de L dans L2pπq est incontournable. Même si
ce cas symétrique se rencontre fréquemment, le monde est parfois mal fait et des exemples
très intéressants mettent en jeu des dynamiques où L n’est pas auto-adjoint. Dans ce cas,
il est possible d’attaquer les problèmes de stabilisation du système avec d’autres outils,
plus trajectoriels. Une façon de procéder est décrite dans le paragraphe suivant.

Par ailleurs, les résultats fournis par une analyse spectrale sont parfois assez difficiles
à interpréter d’un point de vue trajectoriel. Ils sont en revanche remarquablement précis.

2.3.2 Convergence par méthode de couplage

L’idée de couplage pour les processus est finalement assez proche de ce qui a été
utilisé pour le théorème de Doeblin. On suppose l’existence d’un compact C de mesure
de Lebesgue strictement positive que le processus pXtqt¥0 rencontre avec des temps de
retour assez fréquents.

Définition 2.3.2 (Petite set) Par ailleurs, on suppose que sur ce même compact C, le
semi-groupe est minoré ! à la Doeblin " :

DT ¡ 0 @x P C PT px, .q ¥ εQp.q.

Ici, Q est une probabilité sur E, ε ¡ 0 et C est alors appelé un pT, εq petite set.

Moyennant cette définition, on peut énoncer le résultat suivant qui donne une version
qualitative de la contraction autour de π pour le semi-groupe Pt. Pour ce faire, fixons
nous une distribution de probabilités quelconque µ pour X0 et on considère le processus
couplé pXt, Ytq de dynamique Pt b Pt où chaque coordonnée suit le semi-groupe de façon
indépendante. On suppose par ailleurs que Yt est initialisé sur la mesure stationnaire π,
de sorte que

@t ¥ 0 LpYtq � π.

Théorème 2.3.3 (Roberts & Rosenthal, 1996) Étant donné un semi-groupe Pt d’unique
distribution invariante π et C un pT, εq-petite set. S’il existe δ ¡ 0 et une fonction
h : E � E ÞÑ R telle que minh ¥ 1 et vérifiant

@px, yq R C � C Ex,yeδτC�C ¤ hpx, yq (2.6)

où τC�C est le temps d’atteinte de C � C par le processus pXt, Ytq. Si on définit

A :� sup
px,yqPC2

Ex,yhpXT , YT q,

alors pour tout t ¡ 0 et r P p0, 1{T q :

dV T pPtµ, πq ¤ p1� εqtrtu � e�δpt�T qAtrtu�1EµbπhpX0, Y0q.

Ce résultat donne bien l’ergodicité à vitesse exponentielle de Ptµ vers π dès qu’il existe
un moment exponentiel pour le temps de retour du couple pXt, Ytq initialisé en dehors de
C �C : r peut être choisi aussi petit que l’on veut (donc tel que r logA   δ si nécessaire)
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Preuve : Nous procédons à une construction explicite de trajectoires pXt, Ytq qui suivent
la loi du semi-groupe.

On commence par définir t0 � inftt ¥ 0 | pXt, Ytq P C2u. Ce temps d’arrêt t0 est
fini p.s. par hypothèse. Puis, par récurrence :

tn � inftt ¥ tn�1 � T | pXt, Ytq P C2u.

Comme sur C, nous avons la minoration du semi-groupe PT px, .q ¥ εQp.q, on peut
écrire l’égalité ultra-simple :

PT px, .q � εQp.q � p1� εqPT px, .q � εQp.q
1� ε

.

Ainsi, la transition PT px, .q est un mélange de proportion pε, 1� εq des transitions Qp.q et
PT px,.q�εQp.q

1�ε . L’avantage d’une telle écriture est que Q ne dépend a priori pas du point x
dans C.

Au temps ti, si les processus n’ont pas encore couplé (comprendre si Xt et Yt ne sont
pas encore égaux), on peut choisir de construire pXti�T , Yti�T q ainsi :

– Avec probabilité ε, on tire une simulation de Qp.q notée ξi et on choisit

Xti�T � Yti�T � ξi.

Si on a sélectionné le couplage, alors on construit le bout de trajectoire manquant
entre ti et ti�T en utilisant les bonnes transitions, conditionnées à la valeur de Xti

et Xti�T .
– Avec probabilité 1� ε, on choisit

Xti�T �
PT pXti , .q � εQp.q

1� ε
et Yti�T �

PT pYti , .q � εQp.q
1� ε

Dès que les processus ont couplé, on les laisse alors évoluer de manière indépendante,
chacun ayant la loi π. Par ailleurs, par construction, chaque processus suit une dynamique
guidée par le semi-groupe Pt.

Il ne reste plus qu’à utiliser l’inégalité de couplage (déjà écrite dans la partie châıne
de Markov) pour t� le temps de couplage :

dV T pPtµ, πq ¤ Ppt� ¡ tq,
puis majorer la queue de distribution du temps de couplage t�.

De manière très simple, on définit Nt � maxti |ti ¤ tu et on a pour tout r P p0, 1{T q :

tt� ¡ su � tNs�T   trsu&echec des tentativesu Y tNs ¡ trsu&echec des tentativesu.

Puis, en passant aux probabilités :

Ppt� ¡ sq ¤ p1� εqtrsu � PpNs�T   trsuq.

Le premier terme du majorant est dans la conclusion du théorème, il nous reste à faire
apparâıtre dans le second terme du majorant la quantité recherchée.
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On peut écrire : D1 � t1 et Di � ti � ti�1 pour i ¥ 2 de sorte que

PpNs   jq � Pp
j̧

i�1

Di ¡ sq ¤ e�δsE

�
j¹
i�1

eδDi

�
¤ e�δsAj�1EµbπhpX0, Y0q,

où l’on a utilisé l’hypothèse de majoration des moments exponentiels des temps de retour
dans C. Cela achève la preuve du théorème. �

Il nous reste enfin à voir comment obtenir la fameuse majoration des moments expo-
nentiels des temps de rentrée dans C donnée par (2.6). Une telle condition se déduit en
réalité assez aisément de la construction de fonctions de Lyapunov comme annoncé en
début de section.

Proposition 2.3.2 (Majoration des moments des temps de retour dans un compact)
Soit V minorée par 1 telle qu’il existe λ ¡ 0 et Λ vérifiant

@x P E LV pxq ¤ �λV pxq � Λ1Cpxq.

On pose B :� infCc V et hpx, yq � 1
2
rV pxq � V pyqs, on a alors

@px, yq R C � C Ex,yreδτC�C s ¤ hpx, yq,

pour δ � λ� Λ
2B

et dans ce cas A ¤ Λ{δ � e�δT supC V .

Preuve : On commence par calculer l’effet du générateur couplé (toujours noté L) sur h
pour constater que

Lhpx, yq ¤ �λhpx, yq � Λ

2
r1� 1C�Cpx, yqs.

Si px, yq P C � C, on a :
Λ

2
r1� 1C�Cpx, yqs � Λ,

sinon on a
Λ

2
r1� 1C�Cpx, yqs � Λ

2
¤ Λ

2

hpx, yq
B

.

Par conséquent, on a toujours l’inégalité :

Lhpx, yq ¤ �δhpx, yq � Λ1C�Cpx, yq.

La suite du raisonnement est alors très proche de ce qui a déjà été fait pour le contrôle
des moyennes de temps de retour dans les compacts. On applique la formule de Dynkin :
étant donnés px, yq R C � C :

Ex,yreδpt^τC�CqhpXt, Ytqs ¤ hpx, yq

puisqu’avant τC�C , on a Λ1C�Cpx, yqpXs, Ysq � 0. Comme h est minorée par 1, nous
obtenons donc

Ex,yreδτC�C s ¤ hpx, yq.
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Il ne reste plus qu’à calculer une majoration de A. On sait que

A � sup
px,yqPC�C

Ex,yhpXT , YT q.

Pour majorer A, il suffit d’appliquer la formule d’Ito à

Ex,yhpXt, Ytq ¤ hpx, yq � Ex,y
» t

0

�δhpXs, Ysqds� Λt.

La borne obtenue dans la proposition provient alors du lemme de Gronwall. �

2.4 Extensions

Les exemples suivants pourront être considérés lors d’une étude personnelle puis faire
l’objet d’un petit travail de synthèse exposé en fin de cours. Les études proposées ici sont
loin d’être aussi guidées que ce qui est proposé pour les chaines de Markov. Il est possible
de présenter des éléments de simulation tout comme des études purement théoriques.

2.4.1 Processus d’Orstein-Ulhenbeck

Des références sont disponibles à peu près partout sur ce processus. Par exemple :
[ABC+] C.Ané, S.Blachère, D.Chafäı, P.Fougères, I.Gentil, F.Malrieu,

C.Roberto, G.Scheffer Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000.

[M82] P.-A. Meyer Note sur les processus d’Ornstein-Uhlenbeck, Séminaire de pro-
babilités (Strasbourg), tome 16 (1982), p. 95-132.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) est clairement l’exemple type de processus
Markovien dirigé par un semi-groupe où tous les calculs sont explicitables. pXtq est défini
par

dXt � λpµ�Xtqdt� σdBt.

Pour ce processus, on pourra :
– Étudier les propriétés du semi-groupe du processus O.U.
– Donner une expression exacte de la position Xt, tout comme de sa moyenne et

variance.
– Donner des caractères trajectoriels du processus (non explosion, récurrence, etc).
– Étudier la onvergence par couplage à l’aide de fonctions de Lyapunov.
– Calculer le spectre et des vecteurs propres, puis étudier la convergence exponentielle.

Quelle est l’influence de la dimension sur cette convergence ?
– Simuler des trajectoires à l’aide d’un schéma d’Euler explicite.
On pourra également s’intéresser au processus brownien défini sur le tore Z{2πZ ou

bien défini par l’équation différentielles stochastique

dXt � �sgnpXtqdt� dBt,

où sgnpxq désigne le signe de x. Son traitement est certainement plus délicat que pour le
processus d’O.U. Pour cette équation, on consultera à profit :

[CGG07] P. Cattiaux, I. Gentil, A. Guillin. Weak logarithmic Sobolev inequa-
lities and entropic convergence. Probab. Theory Related Fields, 139(3-4) :563-603, 2007.
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2.4.2 Inégalités de Sobolev Logarithmiques et décroissance de
l’entropie

La référence incontournable sans nul doute reste toujours :
[ABC+] C.Ané, S.Blachère, D.Chafäı, P.Fougères, I.Gentil, F.Malrieu,

C.Roberto, G.Scheffer Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000

mais on pourra consulter pour un bon survol :
[B06] D. Bakry Functional Inequalities for Markov semigroups, Probability measures

on groups, Mumbai : Inde (2004).
ainsi que l’article précurseur :
[G75] L.Gross Logarithmic Sobolev inequalities, American Journal of Mathematics,

1975, Vol. 97, No. 4, pp. 1061-1083
Une approche reliée fortement aux inégalités fonctionnelles permet de donner des

résultats de convergence exponentielle reliant inégalités ! Log-Sobolev " et décroissance
de l’entropie. Les inégalités de Sobolev Logarithmiques s’écrivent en toute généralité en

Entpf 2q ¤ DEpf, fq,

où l’entropie est définie par

Entpfq �
»
E

f logpfqdπ �
»
E

fdπ log

�»
E

fdπ




On pourra donc s’intéresser grâce aux références précédentes à :
– En quoi les décroissances de l’entropie sont informatives pour la dynamique guidée

par le semi-groupe de générateur L.
– Comment relier les inégalités Log-Sobolev aux inégalités de trou spectral.
– Montrer qu’une inégalité Log-Sobolev de constante D entraine alors l’ergodicité à

vitesse exponentielle

EntpPtfq ¤ e�
4t
DEntpfq.

– Étudier l’effet de la dimension sur les inégalités Log Sobolev (propriété de tensori-
sation) en considérant deux semi-groupes de générateurs L1 (resp. L2) vérifiant une
inégalité de ! Log-Sobolev " de constantes D1 pour une mesure π1 (resp. D2 pour
une mesure π2). On cherchera alors à démontrer une inégalité ! Log-Sobolev " pour
L1 � L2 pour la mesure produit π1 b π2.

– Étudier le cas particulier du processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour ces inégalités
fonctionnelles.

2.4.3 Diffusion de Kolmogorov

La diffusion générale la plus célèbre est assurément celle définie au travers de l’équation
différentielle stochastique

dXt � �∇UpXtqdt� dBt,

où U désigne un potentiel coercif, minoré (par 0). Difficile de donner un ouvrage de
synthèse sur cette équation. On pourra consulter avec profit les ouvrages.
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[ABC+] C.Ané, S.Blachère, D.Chafäı, P.Fougères, I.Gentil, F.Malrieu,
C.Roberto, G.Scheffer Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000.

[B94] D.Bakry, L’hypercontractivité et son utilisation en théorie des semigroupes,
Lectures on Probability theory, Lecture Notes in Math. 1581, 1994

[R99] G. Royer, Une initiation aux iné ?galités de Sobolev logarithmiques, S.M.F.,
Paris, 1999.

Cette diffusion est intimement à la dynamique décrivant le recuit simulé. Elle a le bon
goût d’être symétrique avec une mesure invariante explicite. On pourra étudier sur cette
équation :

– Des conditions de non explosion des trajectoires de cette équation différentielle sto-
chastique.

– La nature spectrale et auto-adjointe de la dynamique par rapport à la dynamique
π9e�2U .

– La convergence du semi-groupe vers la mesure stationnaire explicite ici, dès lors que
certaines conditions sont satisfaites. Par exemple, on regardera dans [ABC+] les
implications du critère ! Courbure-Dimension " sur la Hessienne de U .

– Une extension du point précédent sera de considérer éventuellement des inégalités
de Sobolev Logarithmiques découlant du critère ! Γ2 ".

– Sous quelle condition de drift b la diffusion

dXt � bpXtqdt� dBt,

possède π comme mesure stationnaire qui rend L symétrique.

2.4.4 Équations de Fokker-Planck cinétiques

Il s’agit peut être des équations naturellement dégénérées les plus étudiées jusqu’à
présent. Elles interviennent à la suite d’une modélisation proposée pour l’évolution de la
position d’une molécule dans l’eau et font intervenir le système couplé vitesse/position
pXt, Vtq : "

dXt� Vtdt
dYt��U 1pXtqdt� Ytdt� dBt

Les références sont nombreuses sur ce sujet. On pourra consulter :
[BBCG08] Bakry, D Barthe F. Cattiaux P. Guillin A. A simple proof of the

poincaré inequality for a large class of probability measures. Electronic Communications
in Probability, 13 :60 ?66, 2008.

[N67] E. Nelson. Dynamical theories of Brownian motion. Princeton University
Press, Princeton, N.J., 1967.

[V09] C. Villani. Hypocoercivity. Mem. Amer. Math. Soc., 202(950) :iv+141, 2009.
[V06] C. Villani. Hypocoercive diffusion operators. In International Congress of Ma-

thematicians. Vol. III, pages 473-498. Eur. Math. Soc., Z ?rich, 2006.
De très nombreuses questions sont non triviales :
– Donner des éléments de modélisation convaincants sur le système différentiel.
– Donner des formules explicites dans le cas gaussien où Upxq � ax2{2 pour la dis-

tribution Ptµ où µ est une distribution gaussienne lors de l’initialisation de X0.
Proposer graphiquement une illustration de la convergence à l’équilibre.
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– Quelles conditions sur U assurent la non explosion du système dynamique ?
– Quelles conditions sur U assurent que la loi Ptµ est absoluement continue par rapport

à la mesure de Lebesgue, en tout temps t strictement positif.
– Quelle est la mesure invariante du processus, comment obtenir des vitesses de conver-

gence par méthode de couplage ?
– Comment utiliser également les fonctions de Lyapunov pour obtenir des inégalités

fonctionnelles (Poincaré par exemple).
– Utiliser des stratégies de modification de la norme ambiante pour obtenir des conver-

gences exponentielles.

2.4.5 Modèle TCP

Le modèle est une simplification d’évolution de trafic TCP/IP. Ce modèle est par
essence dynamique et aléatoire. C’est un cas particulier de processus dit PDMP (Piecewise
Deterministic Markov Process). Des références récentes sur le sujet sont

[BCM+12] J.-B. Bardet, A. Christen, F. Malrieu, A. Guillin, P.-A. Zitt
Total variation estimates for the TCP process Electronic Journal in Probability, to appear.

[FGM12] J. Fonbona, F. Malrieu, H. Guérin Quantitative estimates for the
long time behavior of an ergodic variant of the telegraph process Advances in Applied
Probability (2012) Vol 44, no. 4, 977-994

[CMP10] D. Chafäı, F. Malrieu, K. Paroux On the long time behavior of the
TCP window size process Stochastic Processes and their Applications (2010) Vol. 120, no.
8, 1518-1534

L’idée est de modéliser l’intensité d’un trafit croissante avec le temps jusqu’à un temps
exponentiel de séparation sur d’autres serveurs pù l’intensité du trafic est alors ! coupée
en deux ". On pourra s’intéresser à

– Proposer une modélisation pertinente du processus, ainsi que des simulations numériques
et justifier précisément l’expression du générateur infinitésimal du processus.

– Étudier la convergence exponentielle vers une mesure stationnaire par méthode de
couplage.
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Chapitre 3

Algorithmes stochastiques

3.1 Introduction

Les algorithmes stochastiques sont des exemples concrets de dynamique Markovienne
où le processus peut suivre un comportement qui n’est pas ! stationnaire " au sens où
lorsque le nombre d’itérations de l’algorithme grandit, il n’est pas distribué selon une
mesure invariante chargeant tous les points de l’espace, mais qui au contraire se concentre
sur l’inconnue qu’on souhaite retrouver.

Les références bibliographiques incontournables pour ce chapitre sont assurément

[B99] M. Benäım Dynamics of stochastic approximation algorithms. Séminaire de
Probabilités (Strasbourg), 33, pp 1-68, 1999.

[BMP90] A. Benveniste, M. Métivier, P. Priouret Adaptive algorithms and
stochastic approximations. Springer Verlag, Applications of Mathematics, vol. 22, Berlin,
Heidelberg, New York, 1990 (also available in French, Masson 1987).

[D97] M. Duflo Random Iterative Models. Springer Verlag, New-York, 1997.

[K77] H. Kushner Probability Methods for Approximations in Stochastic Control and
for Elliptic Equations. Academic Press, 1977.

[KC78] H. J. Kushner, Clark D. S. Stochastic Approximation Methods for constrai-
ned and unconstrained systems. Springer, 1978.

3.1.1 Un premier exemple introductif

Calcul récursif d’une moyenne empirique L’estimation de la moyenne par la moyenne
empirique issue de la loi des grands nombres est le premier algorithme stochastique com-
munément connu !

Considérons pXnq une suite de v.a. i.i.d. réelle de loi µ intégrable et d’espérance m :

ErX1s � m.

D’après la Loi (forte) des Grands Nombres,

X̄n :� X1 � . . .�Xn

n
nÑ�8ÝÝÝÝÑ m p.s.
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On peut re-écrire cette suite pX̄nqnPN récursivement :

X̄n�1 � n

n� 1
X̄n � 1

n� 1
Xn�1

� X̄n � 1

n� 1
pXn�1 � X̄nq.

On constate immédiatement que la suite des moyennes empiriques est bien une chaine de
Markov, où l’innovation est portée par l’observation Xn�1.

Notation 3.1.1 (Tribu, pas) On note la tribu canonique FX
n :� σpX1, . . . , Xnq, et on

définit la suite de pas :
@n P N� γn :� 1{n.

On considère la fonction h définie par :

@x P R hpxq � 1

2
ErX1 � xs2.

Alors, la suite des moyennes empiriques s’écrit assez simplement

X̄n�1 � X̄n � γn�1∇xhpX̄nq � γn�1∆Mn�1,

où

∆Mn�1 � �pXn�1 � X̄nq � ErpXn�1 � X̄nq{Fns � �pXn�1 � X̄nq �∇xhpX̄nq.
X̄n�1 est donc égal à X̄n plus un terme de dérive (descente de gradient de h) et un terme
centré de type accroissement de martingale.

Ecriture récursive de la moyenne et de la variance empirique Intéressons-nous
maintenant à l’approximation simultanée de la moyenne m et de la variance σ2. On pose

S2
n :� 1

n

ņ

k�1

pXk � X̄nq2 � 1

n

ņ

k�1

X2
k � X̄2

n.

On a :

S2
n�1 � 1

n� 1

�
ņ

k�1

�
Xk � X̄n � 1

n� 1
rXn�1 � X̄ns


2
�

� 1

n� 1

ņ

k�1

�
pXk � X̄nq2 � 1

pn� 1q2 rXn�1 � X̄ns2 � 2

n� 1
rXk � X̄nsrXn�1 � X̄ns




� n

n� 1
S2
n �

1

n� 1
rXn�1 � X̄ns2 � 1

pn� 1q2 rXn�1 � X̄ns2

� S2
n � γn�1pS2

n � pX̄n �Xn�1q2q � γ2
n�1pXn�1 � X̄nq2.

Ainsi, en notant Zn � rX̄n, S
2
ns, on obtient :

Zn�1 � Zn � γn�1 rHpZn, Xn�1q � p0, Rn�1qs
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avec H la fonction définie par

Hppx̄, s2q, uq � px̄� u, s2 � px̄� uq2q et Rn�1 � γn�1pXn�1 � X̄nq2 (reste).

Là encore, on vérifie facilement que l’on peut écrire le système Markovien en

ErHpZn, Xn�1q | Fns � hpZnq,
où

hpx̄, s2q � px̄�m, s2 � px̄�mq2 � σ2q.
Ainsi, en notant ∆Mn�1 � HpZn, Xn�1q�hpZnq, l’accroissement de martingale, on obtient
la représentation :

Zn�1 � Zn � γn�1hpZnq � γn�1p∆Mn�1 � p0, Rn�1qq
Par la Loi Forte des Grands Nombres,

Zn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ pm,σ2q � y�

où y� désigne l’unique zéro de la fonction h. En d’autres termes, cet algorithme peut se
voir comme un algorithme aléatoire de recherche de zéro de la fonction h.

3.1.2 Modèle générique d’algorithme stochastique

Les deux exemples ci-dessus sont des représentants typiques d’algorithme stochastique.
Le premier se traduit comme la recherche d’un minimum de la fonction h, le second comme
la recherche d’un 0 d’une équation.

Définition 3.1.1 (Algorithme stochastique) Un algorithme stochastique sera défini
par :

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1p∆Mn�1 �Rn�1q
où pγnq est une suite de réels strictement positifs telle que

γn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0 et

¸
n¥1

γn � �8.

La suite p∆Mnq est une suite d’accroissements de martingale et pRnq est une perturbation
ou un reste négligeable (avec un sens à définir ensuite) lorsque nÑ �8.

L’objectif du chapitre est alors de comprendre le comportement de l’algorithme lorsque
l’on a de plus en plus de données, c’est-à-dire nÑ �8.

– Convergence de l’algorithme ?
– Vitesse ?

Pour ce qui est de la première question, une première réponse heuristique est que si h est
une fonction de rappel et admet un unique zéro x�, alors

Xn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ x�.

Pour la seconde question, on constate que dans les deux premiers exemples, la convergence
est donnée par une loi des grands nombres, et donc la vitesse est en

?
n.
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3.2 Algorithmes déterministes et descente de gra-

dient

On considère la suite définie par récurrence :

xn�1 � xn � γn�1hpxnq. (3.1)

L’idée est de voir l’équation précédente comme une discrétisation de l’équation différentielle
ordinaire :

dyptq
dt

� �hpytq. (3.2)

Dans l’équation précédente, il faut comprendre qu’on fait une interpolation du temps
continu par une suite d’intervalles de taille de plus en plus petits. Si on définit

τn �
ņ

j�1

γj,

alors on effectue heuristiquement l’approximation xn � ypτnq puisque pour un pas petit
(un entier n assez grand) :

xn�1 � ypτn�1q � ypτn�γn�1q � ypτnq�γn�1y
1pτnq � xn�γn�1hpypτnqq � xn�γn�1hpxnq.

Ainsi, le temps peut être découpé en

r0, τns � r0, τ1s Y rτ1, τ2s . . .Y rτn�1, τns.

Pour une suite infinie de pas pγnqn¥0, on peut calquer le comportement des solutions
de (3.1) au comportement asymptotique des solutions de (3.2) à la condition sine qua
none que

τn Ñ �8 c’est-à-dire
¸
j¥1

γj � �8.

Les questions qu’on regarde par la suite est
– Quel est le comportement en temps long des solutions de (3.2) ?
– Comment l’algorithme approche-t-il les solutions de l’équation continue ?
– Sous quelles conditions cet algorithme converge-t-il ? Vers quelle cible ?

3.2.1 Pas constant

On se place dans le cadre où γn � γ ¡ 0 et l’ensemble des zéros de h est un singleton

tx�u � th � 0u.

On peut alors écrire le résultat sur le schéma algorithmique discrétisé suivant.

Proposition 3.2.1 Soit h : Rd Ñ Rd continue telle que h satisfait la condition de ! rap-
pel " suivante :

@x � x� xx� x�, hpxqy ¥ C|hpxq|2.
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On pose :
xγn�1 � xγn � γhpxγnq.

Pour tout valeur initiale x0 P Rd, il existe γ0 ¡ 0 tel que

@γ P p0, γ0q xγn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ x�.

Remarque 3.2.1 – En réalité, on peut obtenir le même genre de résultat en se re-
streignant à des sous-espaces où la condition du théorème sur h est vérifiée :

@x � x� xx� x�, hpxqy ¥ C|hpxq|2.

– Il faut impérativement que le point de départ de l’algorithme soit dans ce sous-espace.
– En réalité, l’algorithme ne fonctionne qu’avec un pas bien choisi qui n’est pas forcément

évident à régler a priori.

Preuve : Pour la preuve, on omet la dépendance de pxγnqn¥0 à la taille de γ et notons plus
simplement pxnqn¥0. On va démontrer que la suite se rapproche toujours de x�.

|xn�1 � x�|2 � |xn � x�|2 � 2γxhpxnq, xn � x�y � γ2|hpxnq|2.

On a donc :

|xn�1 � x�|2 � |xn � x�|2 � γr2xhpxnq, xn � x�y � γ|hpxnq|2s.

Par hypothèse, on sait que

@x � x�
xx� x�, hpxqy

hpxq2 ¥ C ¡ 0.

On définit ainsi

γ0 � 2 inf
x�x�

"xx� x�, hpxqy
|hpxq|2

*
¡ 0. (3.3)

On a alors en prenant γ ¤ γ0 et en appliquant la minoration précédente à x � xn que

2xhpxnq, xn � x�y ¥ γ0|hpxnq|2 ¥ γhpxnq.

Ainsi, on obtient que

un�1 :� |xn�1 � x�|2 ¤ un :� |xn � x�|2.

et la suite punqnPN est une décroissante, minorée, donc convergente.
On en déduit que la suite pxnqnPN est bornée et on extrait de cette suite une sous-suite

convergente vers x8. On utilise enfin que la série de terme général 2xhpxkq, xk � x�y �
γ|hpxkq|2 est convergente par le biais de la série telescopique formée par¸

un�1 � un.

Aussi, son terme général tend vers 0 et la valeur de x8 ne peut être que x�.
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Par ailleurs, on peut avoir une idée de la vitesse puisque

γ
n�1̧

k�0

2xhpxkq, xk � x�y � γ|hpxkq2| � |x0 � x�|2 � |xn � x�|2 ¤ |x0 � x�|2.

Puis, on a par définition de γ0 que

γpγ0 � γq
n�1̧

k�0

|hpxkq|2 ¤ |x0 � x�|2.

Maintenant, si h2 est plate autour de x� d’exposant β :

|hpxq|2 � κpx� x�qβ,

alors l’inégalité précédente implique l’heuristique

κγpγ0 � γqn|xn � x�|β À |x0 � x�|2.

Et donc pour une constance C assez grande, lorsque n tend vers �8 :

|xn � x�| À Cn�1{β.

Ainsi, plus β est grand, moins la vitesse obtenue est bonne. �

Remarque 3.2.2 On pourra démontrer que les conditions sont satisfaites si hpxq �
Apx�x�q avec A matrice carrée définie positive en utilisant la décomposition spectrale de
A.

3.2.2 Pas décroissant

Fonction de Lyapunov sous-quadratique On introduit à nouveau la notion impor-
tante de fonction de Lyapunov qui sera incontournable pour tout ce qu’on fera par la
suite. Ici, les fonctions de Lyapunov sympathiques seront dites ! sous-quadratiques ".

Définition 3.2.1 On dira que V : Rd Ñ R est sous-quadratique si elle est de classe C2

et si ∇V est une fonction Lipschitzienne au sens où :

DL ¡ 0 @px, yq P Rd |x∇V pxq �∇V pyq, x� yy| ¤ L|x� y|2.

Une telle fonction V est sous-quadratique car sous la condition ∇V Lipschitzienne, on
vérifie facilement que sa croissance est au plus quadratique pour les grandes valeurs de
x :

|V pxq| ¤ Cp1� |x|2q.
En fait, on peut même avoir que V pxq ¤ C �L{2|x|2 pour une constante C assez grande.
La fonction V pxq � |x� x�|2 est un exemple de fonction de Lyapunov.
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Énoncé On va maintenant énoncer une version à pas décroissant du premier résultat en
utilisant en outre une fonction V sous-quadratique (au lieu de la fonction V pxq � |x�x�|2).

Proposition 3.2.2 Supposons données une fonction sous-quadratique positive V , et h
continue telle que

lim
|x|Ñ�8

V pxq � �8, x∇V, hy ¥ 0 et |hpxq|2 ¤ Cp1� V pxqq.

Si
arg minV � tx�u et x∇V pxq, hpxqy ¡ 0 @x � x�,

alors l’algorithme xn�1 � xn � γn�1hpxnq converge vers x� du moment que

�8̧

n�1

γn � �8 et
�8̧

n�1

γ2
n   �8.

Remarque 3.2.3 Quelques remarques sur le résultat précédent.
– L’exemple fondamental est celui pour lequel h � ∇V où V est une fonction de

Lyapunov sous-quadratique pour lequel t∇V � 0u est réduit à un seul point. Dans
ce cas, l’algorithme est une ! descente de gradient " à pas décroissant.

– L’inconvénient de la méthode à pas décroissant par rapport à la méthode à pas
constant est qu’elle converge moins vite vers x�. C’est relativement clair puisque le
temps τn grossit naturellement moins vite vers �8 (bien en dessous de linéairement)
alors que dans le régime à pas constant, τn est linéaire en n. En revanche, la méthode
à pas décroissant est beaucoup plus stable et comme on peut le voir ne nécessite pas
de condition sur la taille du pas (relativement à un hypothétique γ0).

– Il est très facile de donner un énoncé du résultat précédent en temps continu et la
preuve est beaucoup plus simple que dans la situation discrète.

Preuve : L’idée est de se servir de l’évolution de V pxnq au lieu de celle de |xn � x�|2. Une
simple formule de Taylor à l’ordre 1 avec reste intégral donne

V pxn�1q � V pxnq � γn�1x∇V pxnq, hpxnqy �
» γn�1

0

x∇V pxn � hpxnqsq, hpxnqyds
�γn�1x∇V pxnq, hpxnqy

�
» γn�1

0

x∇V pxn � hpxnqsq �∇V pxnq, hpxnqyds

Notons r∇V s1 la constante de Lipschitz de V . On a alors

|V pxn�1q � V pxnq � γn�1x∇V pxnq, hpxnqy| ¤
» γn�1

0

s�1 |x∇V pxn � hpxnqsq �∇V pxnq, shpxnqy| ds

¤
» γn�1

0

r∇V s1s�1}hpxnqs}2ds

¤ γ2
n�1r∇V s1}hpxnq}2

En utilisant la majoration de h par V , on en déduit qu’il existe C assez grande telle que

V pxn�1q ¤ V pxnq � γn�1x∇V pxnq, hpxnqy � Cγ2
n�1p1� V pxnqq

¤ V pxnqp1� Cγ2
n�1q � γn�1x∇V pxnq, hpxnqy � Cγ2

n�1.
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A ce stade, pV pXnqqn¥0 peut être vue comme une sorte de suite arithmético-géométrique
mais avec une majoration plutôt qu’une égalité. On va essayer d’extraire de cette inégalité
une suite décroissante. Plus précisément, en divisant les produits de p1�Cγ2

nq, on obtient :

V pxn�1q �
°n�1
k�1 γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy � C

°
k¥n�1 γ

2
k±n�2

k�1p1� Cγ2
kq

¤ V pxnq �
°n
k�1 γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy � C

°
k¥n�1 γ

2
k±n

k�1p1� Cγ2
kq

.

On pose

Hn �
V pxnq �

°n
k�1 γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy � C

°
k¥n�1 γ

2
k±n

k�1p1� Cγ2
kq

.

Il s’agit d’une suite décroissante et minorée par hypothèse par 0, donc convergente. Comme°
γ2
k est une série convergente,

n¹
k�1

p1� Cγ2
kq et C

ņ

k�1

γ2
k convergent,

ce qui implique à nouveau que

V pxnq �
ņ

k�1

γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy nÑ�8ÝÝÝÝÑ l P R.

En conséquence, on obtient que

�8̧

k�1

γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy ¤ l,

et c’est une série à termes positifs. Ainsi :

paq : V pxnq nÑ�8ÝÝÝÝÑ v8 P R� et pbq :
�8̧

k�1

γkx∇V pxk�1q, hpxk�1qy   �8.

Comme V pxq Ñ �8 lorsque |x| Ñ �8, (a) implique que pxnq est une suite bornée. De
(b) et du fait que

°
k¥0 γk � 8, on déduit que :

lim inf
nÑ�8

x∇V pxnq, hpxnqy � 0.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut construire pxφnq convergente vers x8 telle que

v8 � V px8q et dans ce cas x∇V px8q, hpx8qy � 0. Ainsi, x8 � x� et V pxnq nÑ�8ÝÝÝÝÑ V px�q
et il n’y a qu’une seule valeur d’adhérence possible x�, il suit que xn

nÑ�8ÝÝÝÝÑ x�. �

Remarque 3.2.4 Si on suppose que ∇V est ρ-Holderienne, on peut également énoncer
un résultat dans ce cadre. La différence provient alors des premières majorations dans la
formule de Taylor à l’ordre 1.
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3.3 Schéma stochastique

3.3.1 Motivations

L’idée d’étudier un schéma de la forme

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1p∆Mn�1 �Rn�1q, (3.4)

répond à des motivations bien réelles dans des cas particulier.

Évaluation indirecte bruitée Imaginons que h soit le gradient d’une fonction U et
qu’on cherche à minimiser U , ceci sans perte de généralité car la recherche de 0 d’une
fonction et la minimisation du carré de la fonction sont équivalents. Si par malheur la
fonction U ne peut être évaluée directement au point courant de l’algorithme, c’est à dire
si UpXnq n’est mesurable qu’à une erreur centrée près, alors on ne peut pas exploiter les
résultats concernant les algorithmes (3.1).

En effet, le schéma s’écrirait :

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1ξn,

et cette écriture correspond plus à un cas particulier de (3.4) avec un reste nul, plutôt
qu’à un schéma déterministe (3.1).

Impossibilité numérique de calculer la dérive Si maintenant on imagine que U est
donnée au travers d’une intégrale :

@x P Rd Upxq �
»
E

Upx, yqµpdyq,

où µ est une mesure de probabilités sur un ensemble E a priori connu mais gros, il devient
difficile de concevoir l’applicabilité numérique du schéma déterministe utilisant le calcul
de h :

hpxq � ∇Upxq �
»
E

BxUpx, yqµpdyq,

en tout point pXnqn¥1 de l’algorithme, car le calcul de l’intégrale sur E peut être couteux
si aucune formule explicite n’est disponible pour la fonction h.

On peut malgré tout revenir à une formulation par algorithme stochastique en remar-
quant que si pYnqn¥1 est une suite i.i.d. de loi µ sur E, alors l’algorithme

Xn�1 � Xn � γn�1BxUpXn, Yn�1q,

peut se re-écrire en

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1∆Mn�1,

puisque

∆Mn�1 � hpXnq � BxUpXn, Yn�1q �
»
E

BxUpXn, yqµpdyq � BxUpXn, Yn�1q
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est un accroissement de martingale :

E r∆Mn�1|Fns �
»
E

BxUpXn, yqµpdyq � E rBxUpXn, Yn�1q|Fns � 0.

Bilan : si on suppose qu’on sait simuler µ, alors en notant pYnqn¥1 une suite de v.a.
i.i.d. de loi µ on implémente la suite :

Xn�1 � Xn � γn�1
BU
Bx pXn, Yn�1q

qui peut se réécrire sous la forme :

Xn�1 � Xn � γn�1∇UpXnq � γn�1∆Mn�1

où

∆Mn � ∇UpXnq � BU
Bx pXn, Yn�1q.

On retrouve une écriture de type algorithme stochastique qu’on appellera dans la suite
! descente de gradient stochastique ". On doit donc répondre aux questions :

– pXnq converge-t-elle vers x� ?
– À quelle vitesse, sous quelles conditions. . . ?

3.3.2 Rappels sur les martingales

Pour tous les rappels sur les martingales, une très bonne référence est
[W91] D. Williams Probability with Martingales, Cambridge Mathematical Text-

books, 1991.
Voici en vrac quelques rappels : des définitions, des inégalités célèbres ainsi que des

théorèmes de convergence incontournables.

Définitions des concepts

Définition 3.3.1 (Martingale, Sur-martingale, Sous-martingale) Un processus pXnqn¥0

à valeur dans Rd est appelé une pFnq-martingale si
(i) pXnq est pFnq-adapté.
(ii) Er|Xn|s   �8 pour tout n ¥ 0.
(iii) ErXn�1|Fns � Xn pour tout n ¥ 0.

De même, un processus pXnqn¥0 est appelé une pFnq sur-martingale losqu’il satisfait (i),
(ii) et (iii’) :

ErXn�1|Fns ¤ Xn @n ¥ 0.

Enfin, un processus pXnqn¥0 est appelé une pFnq sous-martingale lorsqu’il satisfait (i),
(ii) et (iii”)

ErXn�1|Fns ¥ Xn @n ¥ 0.

Définition 3.3.2 (Suite prévisible) On dira ensuite qu’une suite pYnqn¥0 est pFnqn¥0

prévisible si Yn�1 est Fn-mesurable, pour tout entier n :

E rYn�1|Fns � Yn�1.
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Proposition 3.3.1 (Décomposition de Doob) Soit pXnq une sous-martingale (resp.
sur-martingale) réelle. Alors, il existe un unique processus croissant (décroissant) prévisible
pAnqn¥0 nul en 0 tel que Xn �Mn � An où pMnq est une martingale. De plus

An � An�1 � ErXn �Xn�1|Fn�1s.
Définition 3.3.3 (Crochet d’une martingale de carré intégrable) Soit pMnq une
martingale de carré intégrable à valeurs réelles. Alors, pM2

nq est une sous-martingale car
x ÞÑ x2 est convexe. On note pxMynq le crochet de M , i.e. l’unique processus prévisible
croissant nul en 0 tel que M2

n � xMyn est une martingale. On a :

 M ¡n�1 �  M ¡n� ErpMn�1 �Mnq2{Fns.

Inégalités classiques

Théorème 3.3.1 (Inégalités de Doob, Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy) On
peut énoncer ces inégalités ainsi.

Inégalité de Doob : Soit pXnq une martingale ou une sous-martingale positive. On a
pour tout N ¥ 0, pour tout p ¥ 1,

P
�

sup
0¤n¤N

|Xn| ¥ a



¤ 1

ap
E r|XN |ps .

Inégalité de B-D-G : pXnq martingale ou sous-martingale positive, p ¡ 1.

E
�

sup
0¤n¤N

|Xn|p
�
¤
�

p

p� 1


p

Er|XN |ps

En particulier, si pXnq est une martingale nulle en 0,

E
�

sup
0¤n¤N

|Xn|2
�
¤ Er  X ¡2

ns

et

supXn P Lp si et seulement si sup
n¥0

Er|Xn|ps   �8.

Résultats de convergence

Théorème 3.3.2 (Sous-martingale) Soit pXnq une sur-martingale ou une sous-martingale
telle que

sup
n¥1

Er|Xn|s   �8.

Alors, pXnqn¥0 converge p.s. vers X8 intégrable.

Théorème 3.3.3 (Sur-Martingale) On a les deux résultats :
iq Soit pXnq une martingale ou une sur-martingale positive, alors pXnq converge p.s.
iiq Si en plus elle est bornée dans Lp avec p ¡ 1, alors pXnq converge en plus dans Lp.

Théorème 3.3.4 Soit pXnq une martingale de carré intégrable. Alors,
iq Sur t  X ¡8u   �8u, pXnq converge p.s. dans R.

iiq Sur t  X ¡8� �8u, Xn
 X¡n

nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0 p.s.
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3.3.3 Théorème de Robbins-Siegmund

Nous allons établir un premier résultat sur les schémas stochastiques. Ce résultat est
connu sous le nom de Théorème de Robbins-Siegmund. On se place sur un espace de
probabilité pΩ,F ,Pq.
Théorème 3.3.5 (Robbins-Siegmund) On considère une filtration pFnqn¥0 et quatre suites
de v.a. pUnq, pVnq, pαnq et pβnq qui sont pFnq-adaptées, positives et intégrables vérifiant

(i) pαnq, pUnq et pβnq sont des suites prévisibles.
(ii) supωPΩ

±
n¥1

p1� αnpωqq   �8 et
°
n¥0 Erβns   �8.

(iii) @n P N,
ErVn�1|Fns ¤ Vnp1� αn�1q � βn�1 � Un�1.

Alors, #
paq Vn

nÑ�8ÝÝÝÝÑ V8 P L1 et supn¥0 ErVns   �8.
pbq °

n¥0 ErUns   �8 et
°
n¥0 Un   �8 p.s.

Remarque 3.3.1 Dans la suite, pVnq sera le plus souvent V pXnq où V est une fonction
de Lyapunov et pXnq l’algorithme. Ce résultat signifie donc que sous un contrôle de type
(iii), obtient la convergence de pV pXnqq lorsque nÑ �8. Ainsi, sous de bonnes hypothèses
sur V , on obtient la convergence de l’algorithme pXnq.
Preuve : L’idée est de construire une sur-martingale à partir de l’inégalité piiiq. Cette idée
correspond à la suite décroissante dans le cas déterministe.

Majorations préliminaires Remarquons tout d’abord que puisque la suite pUnqn¥0

est prévisible, alors

E

�
Vn�1 �

n�1̧

k�1

Uk|Fn

�
¤ Vnp1� αn�1q �

ņ

k�1

Uk � βn�1.

¤
�
Vn �

ņ

k�1

Uk

�
p1� αn�1q � βn�1.

Aussi, si on définit

Sn :� Vn �
°n
k�1 Uk±n

k�1p1� αkq ,

alors on constate immédiatement que

ErSn�1|Fns ¤ Sn � β̃n�1

où

β̃n � βn±n
k�1p1� αkq .

Si on note Bn :� °n
k�1 β̃k, alors la suite pBnqn¥0 est une suite positive croissante, donc

convergente vers une variable aléatoire notée B8. Comme β̃n ¤ βn, la condition (ii)
implique alors que B8 P L1 :

EB8   �8.
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Construction d’une sur-martingale On pose S̃n � Sn � ErB8|Fns �Bn. Comme la
suite pβnqn¥0 est prévisible, on peut écrire que

ErS̃n�1|Fns ¤ Sn � β̃n�1 � ErB8|Fns � ErBn�1|Fns
¤ Sn � ErB8|Fns �Bn�1 � β̃n�1 � S̃n.

pS̃nqn¥0 est donc une sur-martingale car on a en plus que

E|S̃n| ¤ ESn � EB8   �8.
De plus, pS̃nq est positive car

S̃n � Sn � E rB8 �Bn|Fns
et pBnqn¥0 est une suite croissante. Ainsi, le théorème de convergence des sur-martingales
positives implique :

S̃n
nÑ�8ÝÝÝÝÑ S̃8 P L1.

De plus, comme ErB8|Fns � Bn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ B8 � B8 � 0 p.s. et dans L1, il suit que pSnq

converge p.s. vers S8 :� S̃8 et par ailleurs S8 P L1. En particulier, le théorème de Tonelli
implique immédiatement que

supErSns   �8.

Retour à pVnqn¥0 et pUnqn¥0 On s’intéresse à nouveau aux deux suites pVnqn¥0 et
pUnqn¥0. On sait par définition que

ErVns � E

�
ņ

k�1

Uk

�
�

n¹
k�1

p1� αkqErSns ¤
�����
�8¹
k�1

p1� αkq
�����
8
ErSns.

On obtient donc dans un premier temps que

sup
n¥1

ErVns   �8 et E

�¸
k¥1

Uk

�
  �8.

En particulier
°
k¥1 Uk   �8 p.s., ce qui démontre le (b).

Comme Sn Ñ S8 et que
±

k¥1p1� αkq   �8, il suit facilement que

Sn

n¹
k¥1

p1� αkq �
ņ

k¥1

Uk � Vn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ V8 � S8

¹
k¥1

p1� αkq �
¸
k¥1

Uk

p.s. et dans L1. Cela démontre le (a) et achève la démonstration. �

3.3.4 Applications aux algorithmes stochastiques

On revient désormais au contexte d’application de nos méthodes stochastiques et on
considère l’algorithme défini auparavant dans (3.4) par X0 � x0 P Rd et

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1p∆Mn�1 �Rn�1q (3.5)
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où pγnqn¥0 est une suite de réels strictement positifs vérifiant

γn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0,

¸
n¥1

γn � �8,
¸
n¥1

γ2
n   �8. (3.6)

On déduit du théorème de Robbins-Siegmund le résultat de convergence suivant :

Théorème 3.3.6 (Convergence de la méthode du gradient stochastique) Soit pXnqn¥0

une suite de variables aléatoires définies par (3.5), et telles que pγnqn¥0 satisfait (3.6).
On se donne V une fonction sous-quadratique positive de classe C2 vérifiant :
pH1q : (hypothèse de ! drift ")

m :� min
xPRd

V pxq ¡ 0 lim
|x|Ñ�8

V pxq � �8, x∇V, hy ¥ 0 et |h|2 � |∇V |2 ¤ Cp1� V q.

pH2q : (contrôle des perturbations)
(i) p∆Mnq est une suite d’accroissements d’une pFnq-martingale vectorielle telle que

Er|∆Mn|2|Fn�1s ¤ Cp1� V pXn�1qq @n P N.

(ii) pRnq est pFnq-adaptée et

Er|Rn|2|Fn�1s ¤ Cγ2
np1� V pXn�1qq.

Alors, sous pH1q et pH2q, on a :

paq sup
n¥0

ErV pXnqs   �8, pbq
¸
n¥0

γn�1x∇V, hypXnq   �8 p.s.

pcqV pXnq nÑ�8ÝÝÝÝÑ V8 P L1 p.s.,

Si de plus D2V est non dégénérée (partout), alors

pdqXn �Xn�1
nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0 p.s. et dans L2.

Remarque 3.3.2 On peut faire les quelques remarques suivantes.
– On peut supposer que X0 est aléatoire du moment que ErV pX0qs   �8.
– Si l’algorithme prend ses valeurs dans un convexe de Rd (exemple : algorithme sto-

chastique), il suffit que les hypothèses sur V soient satisfaites sur le convexe.

– Le fait que ¸
n¥0

γn�1x∇V, hypXnq   �8 p.s.,

que x∇V, hy ¥ 0 et que
°
γn � �8 impliquent que

lim inf
nÑ�8

x∇V, hypXnq � 0 p.s.

Preuve : On utilisera la notation :

D2V pxqyb2 �
¸
k,l

B2V

BxkBxl pxqykyl.
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Majoration issue des formules de Taylor D’après la formule de Taylor à l’ordre 2,
il existe une suite pξnqn¥0 telle que

V pXn�1q � V pXnq � γn�1x∇V pXnq, hpXnqypXnq � γn�1x∇V,∆Mn�1y
� γn�1x∇V pXnq, Rn�1y � 1

2
D2V pξn�1qp∆Xn�1qb2

où ξn�1 est un élément du segment rXn, Xn�1s et ∆Xn�1 � Xn�1 �Xn. D’abord, comme
V est sous-quadratique, on en déduit que D2V est bornée (pour n’importe quelle norme)
et finalement :����12D2V pξn�1qp∆Xn�1qb2

���� ¤ C|∆Xn�1|2 ¤ Cγ2
n�1p|hpXnq|2 � |∆Mn�1|2 � |Rn�1|2q.

Ainsi, en utilisant les hypothèses du théorème, on obtient qu’il existe une constante C
assez grande pour laquelle :

E
�����12D2V pξn�1qp∆Xn�1qb2

���� |Fn

�
¤ Cγ2

n�1p1� V pXnqq. (3.7)

Finalement, comme ∆Mn est un accroissement de martingale et que V est minoré par m
strictement positif, quitte à modifier encore la constante C, on peut écrire que

E rV pXn�1q|Fns ¤ V pXnqp1�Cγ2
n�1q�γn�1E r|x∇V pXnq, Rn�1y||Fns�γn�1x∇V pXnq, hpXnqy.

(3.8)
D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’hypothèse sur Rn :

Er|x∇V pXnq, Rn�1y||Fns ¤ Er|∇V pXnq| � |Rn�1||Fns
� |∇V pXnq|Er|Rn�1||Fns
¤ |∇V pXnq|

a
Er|Rn�1|2|Fns

¤ Cγn�1

a
1� V pXnq|∇V pXnq|.

À nouveau, le caractère sous-quadratique du potentiel permet de déduire que

|∇V pxq| � O|x|ÞÑ�8p
a
V pxqq,

et finalement en modifiant encore une fois la constante C, on a

Er|x∇V pXnq, Rn�1y||Fns ¤ Cγn�1V pXnq.

Ainsi, (3.8) implique

E rV pXn�1q|Fns ¤ V pXnqp1� Cγ2
n�1q � γn�1x∇V pXnq, hpXnqy (3.9)
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Application du théorème de Robbins-Siegmund Si on définit les quantités

Vn :� V pXnq, Un�1 :� γn�1x∇V, hypXnq, αn :� Cγ2
n, βn�1 � 0,

on re-écrit (3.9) en (iii) du théorème précédent :

ErVn�1|Fns ¤ Vnp1� αn�1q � βn�1 � Un�1.

On peut vérifier que les hypothèses du théorème précédent sont satisfaites :

– pαnqnPN, pβnqnPN et pUnqnPN sont bien des suites pFnqnPN prévisibles donc (i) est
vérifié.

– Le produit
±

k�1p1� αkq est convergent donc (ii) est vérifié.

Le théorème de Robbins-Siegmund implique alors que Vn converge vers V8 dans L1 et
la série des Un est presque sûrement convergente. Cela prouve donc les points (a), (b), et
(c). Pour le (d), on sait que comme D2 est non dégénérée :

@x P Rd |D2pxq| ¥ λ0 ¡ 0.

Puis,

E
�|∆Xn�1|2 |Fn

� ¤ λ�1
0

2
E
�����12D2V pξn�1qp∆Xn�1qb2

���� |Fn

�
¤ Cγ2

n�1p1� V pXnqq.

En fin de compte, on obtient :¸
E
�|∆Xn�1|2

� ¤ C
¸
n¥0

γ2
n�1p1� V pXnqq   �8.

Ceci implique que

Er|∆Xn|2s nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0 et
¸
|∆Xn�1|2   �8 p.s.

Donc en particulier, ∆Xn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0 p.s. �

Corollaire 3.3.1 (Théorème de Robbins-Monro) On se place sous les hypothèses du
Théorème (3.3.6) et on suppose de plus que : h est continue et que

tx, x∇V pxq, hpxqy � 0u � tx�u.

Alors,
pαq x� est l’unique minimum de V .

pβq Xn
nÑ�8ÝÝÝÝÑ x� p.s. et x∇V, hypXnq nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0.

pγq Soit ψppxq � |x|p avec p ¡ 0 telle ψppxq ¤ CV ρpxq avec ρ P r0, 1q. Alors,

ErpψppXn � x�qs nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0.
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Preuve : Point pαq : on sait que V admet un minimum, et pour ce minimum on a bien
sûr x∇V pxq, hpxqy � 0. Par hypothèse, cela implique que t∇V � 0u � tx�u

Point pβq : d’après le théorème précédent, on sait que¸
n

γn�1x∇V, hypXnq   �8 p.s.

On choisit ω P Ω̃ � Ω pour lequel la convergence a lieu et telle que la suite Xnpωq est
bornée. Cet ensemble ˜Omega est de mesure 1 d’après le théorème précédent. Supposons
que par ailleurs V8pωq ¡ m, comme V est une fonction continue qui atteint son minimum
en x�, on en déduit alors qu’il existe un entier n0, M ¡ 0 et ε ¡ 0 tels que

@n ¥ n0 Xnpωq P Bpx�, εqc XBp0,Mq
Mais la fonction x ÞÑ x∇V pxq, hpxqy est continue sur Bpx�, εqcXBp0,Mq et donc minorée
par un réel c ¡ 0. Dans ce cas, on obtient alors¸

n

γn�1xhpXnq,∇UpXnqy ¥ c
¸
n

γn�1 � �8.

Cela est contradictoire et on en déduit alors que sur l’ensemble Ω̃, la suite Xn converge
vers x�.

Point pγq : on va utiliser un argument d’équi-intégrabilité. On fixe M ¡ 0. Par conver-
gence dominée,

ErpψppXn � x�q1ψppXn�x�q¤M s nÑ�8ÝÝÝÝÑ 0.

D’autre part, par Holder

ErψppXn � x�q1ψppXn�x�q¡M s ¤ ErpψppXn � x�qq1{ρsρPpψppXn � x�q ¡Mq1�ρ
¤ sup

n¥1
ErV pXnqsPpψppXn � x�q ¡Mq1�ρ

¤ CPpψppXn � x�q ¡Mq1�ρ.
Par convergence dominée, il suit que

lim sup
MÑ�8

ErψppXn � x�q1ψppXn�x�q¡M s � 0

puis le résultat. �

Exemple 3.3.1 Un problème de moindres carrés récursif. On considère ξ1, . . . , ξn, . . . un
ensemble de vecteurs de Rd (les entrées) et on souhaite approcher une relation ξ Ñ F pξq
par un modèle linéaire au travers d’un critère de moindre carrés, i.e. on veut minimiser :

V : C P Rd ÞÑ
ņ

k�1

pF pξkq � xC, ξkyq2 � Eµ
�pF pξq � xC, ξyq2�

où µ � 1{n°n
k�1 δξk . On note la matrice de Gramm Apξq :� ξξt. Des simples calculs

montrent que

∇V pCq � EµrpxC, ξy � F pξqq ξs, pD2V pCqq � EµrApξqs � cte.
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Ainsi, D2V est clairement symétrique positive. Pour qu’elle soit définie, il faut que u ap-
partienne à l’orthogonal de l’espace engendré par les ξk. V est donc strictement convexe
si et seulement si pξkq1¤k¤n est génératrice de Rd. Dans ce cas, V admet un unique mi-
nimum (explicite mais qui peut être long à calculer). Dans ce cas, une méthode récursive
permettant de calculer pCnq est

Cn�1 � Cn � γn�1pxCn, ξn�1y � F pξn�1qqξn�1

où pξnq est une suite de v.a. i.i.d. de loi µ. Si on vérifie les hypothèses de Robbins-Monro,
alors Cn converge vers l’unique minimum de V .

On étudie désormais le comportement dynamique de l’algorithme de Robbins-Monro
lorsque le nombre de minimiseurs n’est plus éventuellement un singleton, mais un ensemble
fini.

Corollaire 3.3.2 Sous les hypothèses du théorème (3.3.6), on suppose en plus que :

pHFiniq : h est continue et pour tout v ¥ 0, tx, V pxq � vu X tx∇V, hy � 0u est fini.
Alors, pXnq converge vers X8 p.s. fini et x∇V, hypX8q � 0.

Preuve :

Structure de l’adhérence D’abord, comme V pXnq nÑ�8ÝÝÝÝÑ V8 p.s. fini et que limV pxq �
�8 losrque |x| Ñ �8, on peut trouver Ω̃ � Ω de probabilité 1 tel que si ω P Ω̃, alors
pXnpωqqnPN est une suite bornée. Notons χ8 l’ensemble de ses valeurs d’adhérence (à ω
fixé). Il s’agit d’un ensemble compact.

De plus, on peut se retreindre à des événements ω tels que ∆Xn Ñ 0, ce qui va
impliquer que χ8 est également connexe. En effet, supposons que χ8 ne soit pas connexe.
Alors, il existe deux fermés non vides F1 et F2 d’intersection vide tels que χ8 � F1 Y F2

est inclus dans F1 Y F2. Soit alors x P F 1 X χ8 et y P F 2 X χ8. Par définition de χ8, il
existe des sous-suites pXφxpnqq et pXφypnqq convergeant respectivement vers x et y. F1 et
F2 étant des fermés d’intersection vide, on a dpF1, F2q � d0 ¡ 0. D’autre part, pour tout
ε ¡ 0, il existe n0 P N tel que pour tout n ¥ n0,

|Xφxpnq � x| ¤ ε, |Xφypnq � y| ¤ ε et |Xn �Xn�1| ¤ ε.

On fixe ε � d0{4, on construit alors une suite d’instants pT xn q et pT yn q de la manière
suivante :

T x1 :� inftn ¥ n0, |Xn � x| ¤ d0{4u, T y1 :� inftn ¥ T x1 , |Xn � y| ¤ d0{4u
T xk :� inftn ¥ T yk�1, |Xn � x| ¤ d0{4u, T yk :� inftn ¥ T xk , |Xn � y| ¤ d0{4u.

On a clairement T xk et T yk finis pour tout k car x et y sont valeurs d’adhérence. Comme
|Xn �Xn�1| ¤ d0{4 pour tout n ¥ n0, on en déduit alors qu’entre les instants T xk et T yk ,
il existe un instant nk tel que dpXnk , F1 Y F2q ¡ d0{4. La suite pXnkq est bornée donc
admet une valeur d’adhérence X8. Il est clair qu’alors, X8 n’appartient pas à F1 Y F2

donc n’appartient pas à χ8. Ceci fournit une contradiction.
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Convergence presque sûre On prend toutes les trajectoires telles que V pXnq Ñ V8,
on a alors χ8pωq � tx, V pxq � V8pωqu. Comme¸

γkx∇V, hypXkq   �8 p.s.,

on sait d’autre part que nécessairement

χ8pωq � tx∇V, hy � 0u.

Démontrons que nécessairement il y a convergence de la suite (preuve en dimension 1
seulement car en dimension quelconque, les difficultés techniques sont assez importantes).
On a deux cas. Soit χ8pωq est réduit à un point et la preuve est terminée. Sinon, χ8pωq
est un intervalle (en tant que connexe de R) d’intérieur non vide. En particulier, comme
V est constante sur χ8pωq et que V 1 est continue, V 1 � 0 sur χ8pωq. On a donc χ8pωq
inclus dans une composante connexe de tx, V pxq � V8pωqu X tx∇V, hy � 0u qui est par
hypothèse un ensemble localement fini. Ainsi, χ8pωq est réduit à un point et le résultat
suit. �

Problème : Lorsque l’on est dans le cadre de Robbins-Monro, on sait qu’on converge
vers la bonne cible. En revanche dans le cadre où la fonction h a plusieurs 0, l’algorithme
converge-t-il vers des minimums locaux ? Une tentative de réponse est proposée Section
3.4.

3.3.5 Théorème Limite Central pour les Algorithmes Stochas-
tiques

Dans ce paragraphe volontairement raccourci (puisqu’aucune preuve n’y sera écrite),
nous donnons une idée de la vitesse de convergence d’un algorithme stochastique. On
donne ici une version lorsque h possède un unique zéro, i.e. lorsque l’on est dans le cadre
de Robbins-Monro et on considère un algorithme stochastique ayant la forme suivante :

Xn�1 � Xn � γn�1HpXn, Un�1q � Xn � γn�1hpXnq � γn�1∆Mn�1

où pUnq est une suite de v.a. i.i.d., hpxq � ErHpx, U1qs et

∆Mn�1 � hpXnq �HpXn, Un�1q.

Théorème 3.3.7 Étant données les hypothèses du Corollaire 3.3.1 et h de classe C2 qui
a un unique zéro x� fortement attractif pour l’ODE

.
y � �hpyq (valeurs propres de la

dérivée de h de partie réelle strictement positive). On suppose que

D δ ¡ 0 sup
n¥0

E
�|HpXn, Un�1q|2�δ

�   �8.

et que le ”bruit” ne soit pas trop dégénéré en x�, i.e. que la matrice de covariance ΣHpx�q
de Hpx�, U1q définie par

ΣHpx�q � Erphpx�q �Hpx�, U1qqphpx�q �Hpx�, U1qqts est définie positive.
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Si enfin pγnqn¥0 est de la forme

γn � α

β � n
, pour α, β ¡ 0

avec

α ¡ 1

2Repλminq .

Alors, ?
npXn � x�q ùñ N p0, αΣq

avec

Σ �
» �8

0

pAsqtΣHpx�qAsds et As � expp�pDhpy�q � Id
2α
qsq.

Remarque 3.3.3 En dimension 1, λmin � h1py�q, ΣHpx�q � VarpHpx�, U1q, et As �
expp�Csq avec C � h1py�q � 1{p2αq. On en déduit que le résultat est correct si α ¡
1{p2h1py�q et que

Σ � VarpHpx�, U1q α2

2αh1px�q � 1

dont le minimum est atteint en

αopt � 1

h1py�q .

3.4 La méthode de l’ODE

L’idée de cette section est de donner une description plus ”dynamique” des algorithmes
stochastiques.

3.4.1 Attracteurs d’ODE

On suppose h continue et on considère l’ODE :

dz

dt
� �hpzptqq.

On note pzptqq une solution de l’équation.

Définition 3.4.1 Un ensemble Γ � Rd est dit invariant pour l’ODE si zp0q appartient à
Γ implique zptq appartient à Gamma pour tout t ¥ 0.

Définition 3.4.2 Soit z� un zéro de h. Γ est une région d’attraction pour z� si les pro-
priétés suivantes sont satisfaites :

– Γ est invariant pour l’ODE.
– zp0q P Γ implique

lim
tÞÑ�8

zptq � z�.

– Pour tout ε ¡ 0, il existe δ ¡ 0 tel que pour tout zp0q P Γ tel que |zp0q � z�| ¤ δ
implique |zptq � z�| ¤ ε pour tout t ¥ 0.

z� est alors dit asymptotiquement stable.
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Proposition 3.4.1 Soit Γ un ensemble invariant pour l’ODE et z� un zéro de h appar-
tenant à Γ̄. On suppose qu’il existe une fonction V de classe C1 telle que

V pz�q � 0, et V pzq ¡ 0 @z � z�pz P Γq.
Γ est borné ou lim

|z|Ñ�8
V pzq � �8.

x∇V, hypzq ¡ 0 @z P Γ̄ tel que z � z�.

Alors, Γ est une région d’attraction pour z�.

Preuve : Nous allons vérifier les trois points successivement. Le premier point est évident.
On pose φptq � V pzptqq. On a φ1ptq � �x∇V, hypzptqq est positive et φ est donc

décroissante. φ est donc majorée par φp0q. Comme V pxq Ñ �8 lorsque |x| Ñ �8, il suit
que |zptq| ¤M et que pzptqq est inclus dans Γ car il s’agit d’un ensemble invariant.
On note φ8 � limφptq. On doit montrer que φ8 � 0. On raisonne par l’absurde. Si
φ8 ¡ 0, alors il existe ρ ¡ 0, tel que pour tout t, |zptq � z�| ¥ ρ. On note

A � tz, |z| ¤ R, |z � z�| ¥ ρu.
A est compact et x∇V, hy est bornée sur A par une constante strictement négative �a.
Ainsi, φptq ¤ φp0q � at ce qui est impossible car φ est positive. Ainsi zptq Ñ z�.

Il reste maintenant le dernier point à vérifier. On fixe ε ¡ 0 et on note

b � inftV pzq, z P Γ̄, V pzq ¤ β, |z � z�| ¥ εu.
Comme V pz�q � 0, il existe δ ¡ 0 tel que pour tout z P Γ X Bpz�, δq, V pzq   b. Si zp0q
appartient à cet ensemble, alors pour tout t ¥ 0, V pzptqq ¤ V pzp0qq   b. Ainsi, zptq
appartient Ac donc satisfait bien |zptq � z�| ¤ ε. �

Exemple 3.4.1 On prend la fonction hpzq � �zp1 � zq. On considère V pzq � p1 � zq2.
Soit ε ¡ 0. On a pour tout t Psε, 1r, V 1ptqhptq ¡ 0 et V 1p1qhp1q � 0. V pzq ¡ 0 si z P rε, 1r.
Il reste à voir que Γ � r0, 1s est invariant. zptq est croissant car �h est positive. De plus,
1 est absorbant. Donc, Γ est bien invariant.

3.4.2 Interpolation du processus discret

On reprend un schéma d’algorithme stochastique sous sa forme initiale.

Xn�1 � Xn � γn�1hpXnq � γn�1p∆Mn�1 �Rn�1q
On fixe ω P Ω et on considère une trajectoire discrète ainsi obtenue : xn � Xnpωq. On
utilise alors le parallèle effectué en début de chapitre entre les schémas discrétisés et les
équations différentielles.

Définition 3.4.3 (Processus interpolé) Étant donnée une première trajectoire discrète,
on construit le processuscontinu noté xp0q vérifiant :

xp0qp0q � 0 et xp0qpτnq � xp0qpγ1 � . . .� γnq � xn.

Puis on interpole entre chaque temps de discrétisation

@t P rτn, τn�1s xp0qptq � xn � pt� τnq p�hpxnq �∆Mn�1 �Rn�1q .
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Plus simplement, xp0q est l’interpolation affine par morceaux aux points pτn, Xnq du pro-
cessus discret. Ensuite, on note xpnq la fonction définie par l’opération de shift du temps
τn :

@t ¥ 0 xpnqptq � xp0qpt� τnq.
De la même façon, on définit σptq le bruit interpolé dans l’approximation stochastique de
l’ODE et σpnqptq la trajectoire du bruit shiftée de τn.

3.4.3 Théorème de Kushner-Clark

Le théorème fondateur sur le lien entre les équations différentielles, les algorithmes
stochastiques et les systèmes dynamiques est le résultat suivant. Ce résultat a priori n’est
pas tellement stochastique puisqu’il suppose en amont les bons controles des termes de
reste (voir l’hypothèse (b)). Tout le jeu pour appliquer ce théorème revient ensuite à
vérifier que ses hypothèses sont satisfaites.

Méthode de l’ODE

Définition 3.4.4 (Compteur d’itérations) Étant donné un temps T ¡ 0 et un entier
n, Npn, T q désigne le nombre d’itérations nécessaires pour parcourir un temps T à partir
de τn. Ainsi

Npn, T q :� inftk ¥ n, γn � . . .� γk�1 ¥ T u.

Théorème 3.4.1 (Théorème de Kushner-Clark) Supposons h continue, on fait les
hypothèses suivantes :

(a) pxnq est une suite bornée.
(b) Pour tout T ¡ 0,

lim
nÑ�8

sup
j¤Npn,T q

�����
j̧

k�n�1

γkp∆Mk �Rkq
����� � 0.

Alors on obtient les deux résultats
i) La suite pxpnqqn¥0 est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact sur CpR�,Rdq. De plus, toute valeur d’adhérence de cette suite est une
solution de l’ODE.
ii) Si Γ désigne une région d’attraction pour z� et si pxnq retourne infiniment souvent
dans Γ, alors xn Ñ x�.

Preuve :

Point iq Cette partie est basée sur le théorème d’Ascoli : ppxpnqptqqn¥0q est un ensemble
de trajectoires bornées pour tout t car pxnqn¥0 l’est puisque

@n P N @t ¥ 0 }xpnqptq}8 ¤ sup
k
|xk| � }x}8.

De plus, nous allons montrer que pour T ¡ 0, la famille de trajectoires pxpnqtPr0,T sq est

équicontinue. Notons }h}8 � supk¥0 |hpxkq| qui est bien finie par continuité de h. On
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considère alors deux temps s   t, alors quitte à négliger les termes de bord aux itérations
Npn, sq et Npn, tq, on a

|xpnqptq � xpnqpsq| �
������

Npn,tq¸
k�Npn,sq�1

γkphpxk�1q �∆pMk �Rkqq
������

¤ }h}8pt� sq �
������

Npn,tq¸
k�Npn,sq�1

γk∆pMk �Rkqq
������ .

D’autre part, en utilisant la condition (b), on déduit facilement que

@ε ¡ 0 D δ ¡ 0 @0 ¤ s ¤ t ¤ T |s� t| ¤ δ @n ¥ 0 |xpnqptq � xpnqpsq| ¤ ε.

La famille pxpnqqn¥0 satisfait donc les hypothèses du théorème d’Ascoli : elle est relative-
ment compacte.

Introduisons maintenant le processus constant par morceaux défini par

x̄ptq � xn@t P rτn, τn�1r.

Avec cette définition, il est facile de voir que

xpnqptq � xpnqp0q �
» t

0

hpx̄pτn � sqqds� σpnqptq. (3.10)

De part la définition de xpnq et x̄, on voit immédiatement que comme pxpnqqn¥0 est une
famille équicontinue de trajectoires sur r0, T s, alors

@α ¡ 0 D β ¡ 0 γn   β ùñ sup
tPr0,T s

|xpnqptq � x̄pτn � tq| ¤ α.

On re-écrit alors (3.10) en

xpnqptq � xpnqp0q �
» t

0

hpxpnqpsqqds� σ
pnq
1 ptq,

avec

σ
pnq
1 ptq :� σpnqptq �

» t

0

rhpxpnqpsqq � hpx̄pτn � sqqsds.

On constate que σ
pnq
1 tend vers 0 uniformément sur r0, T s d’après la remarque précédente

et l’hypothèse (b). Par conséquent, toute valeur d’adhérence x8 de xpnq est solution de
l’équation différentielle :

x8ptq � x8p0q �
» t

0

hpx8qpsqds
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Point iiq Étape 1 : On montre qu’il existe une sous-suite de pxnqn¥0 qui converge vers
x�. On sait que pxnqn¥0 revient infiniment souvent dans Γ, donc on peut construire une
sous-suite pxunq telle que xun P Γ pour tout n. D’après le point iq, à une seconde extraction
près, on peut supposer que pxpunqqn¥0 converge vers une solution de l’ODE. Notons φ une
telle trajectoire limite. Comme x� est asymptotiquement stable, on en déduit que

lim
tÑ�8

φptq � x�.

Il reste désormais à voir que l’on peut aller assez loin en t pour que pxunqn¥0 se rapproche de
x� aussi près qu’on le souhaite. Fixons ε ¡ 0 et T tel que pour tout t ¥ T |φptq�x�| ¤ ε{2.
Pour k assez grand, et n ¥ k :

|xun � x�| � |xpunqp0q � x�| ¤ ε{2 � |xpukqpτun � τukq � x�|.

On choisit ensuite k assez grand pour que la trajectoire xpukq soit proche de φ, et n assez
grand pour que τun � τuk ¡ T . Ainsi, pour tout ε, il existe donc un entier n0 au delà
duquel |xun � x�| ¤ ε d’où le résultat.

Étape 2 : On va montrer par l’absurde que xn Ñ x�. Si ce n’était pas le cas, il existerait
α ¡ 0 et une sous-suite pwnq telle que

@n P N |xwn � x�| ¥ α.

Comme Γ est une région d’attraction, on sait que pour le choix de ε � α{2, il existe δ tel
que si φ est une solution de l’ODE, alors

|xp0q � x�| ¤ δ ùñ @t ¥ 0. |xptq � x�| ¤ ε.

Supposons donc choisi un tel δ, on peut construire la suite d’instants définis par :

l0 � inftn, |xn � x�| ¤ δu,
m1 � inftn ¥ l0, |xn � x�| ¥ αu,
n1 � suptn P N, |xn � x�| ¤ δ et n ¤ m1u
...,

lk�1 � inftn ¥ mk, |xn � x�| ¤ δu
mk�1 � inftn ¥ lk�1, |xn � x�| ¥ αu
nk�1 � suptn ¤ mk�1, |xn � x�| ¤ δu

Comme pxpnkqqk¥1 est relativement compacte, il existe ψ : N Ñ N strictement croissante
telle que pxpnψpkqqq converge vers une solution φ de l’ODE. On sait en plus que

@k P N |xpnψpkqqp0q � x�| � |xnψpkq � x�| ¤ δ.

Nécessairement, cela implique que |φp0q � x�| ¤ δ et en fin de compte :

@t ¥ 0 |φptq � x�| ¤ ε.
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Or, on sait que xpnψpkqq converge sur tout compact vers φ. Choisissons T ¡ 0 et K1 assez
grand pour que tel que

@k ¥ K1 sup
t¤2T

|xpnψpkqqptq � φptq| ¤ 2α

3
.

Comme on sait que xmψpkqq R Bpx�, αq et que xmψpkqq � xpnψpkqqpτmψpkq�τnψpkqq, on en déduit
alors que nécessairement le temps τmψpkq � τnψpkq ¡ 2T .

Mais la suite pγnqn¥0 tend vers 0 donc en fait on peut trouver un entier K2 ¥ K1 tel
que

@k ¥ K2 τmψpkq�1 � τnψpkq ¥ T.

Ainsi, si on considère un temps s dans l’intervalle s0, T s, alors τnψpkq�1 � s   τmψpkq�1
et

la trajectoire xpnψpkqqpsq n’est pas encore sortie de la boule Bpx�, αq et n’est pas encore
rentrée dans la boule Bpx�, δq. On passe alors à la limite en k en utilisant à nouveau la
convergence uniforme sur r0, 2T s et obtenir ainsi une contradiction puisque dans ce cas :

δ   |x� � φpsq| ¤ α.

Ceci conclut la preuve. �

Vérifier les hypothèses du théorème de Kushner & Clark En fin de compte,
pour appliquer le théorème précédent, il s’agit de savoir démontrer, étant donnée une
martingale pMnqn¥0, sous quelles hypothèses on peut obtenir

lim
nÑ�8

sup
j¤Npn,T q

�����
j̧

k�n�1

γk∆Mk

����� � 0 p.s. (3.11)

La proposition suivante fournit des éléments de réponse.

Proposition 3.4.2 (Métivier-Priouret) On considère pMnqn¥0 une martingale de carré
intégrable ainsi qu’une suite de pas pγnqn¥0 vérifiant

°
γn � 8. Alors, si¸

n¥1

γ2
nEr|∆Mn|2s   �8,

la condition (3.11) est satisfaite.

Remarque 3.4.1 Il s’agit d’un résultat généralisable à une martingale de q-moment
intégrable (La condition sur les pas est alors moins contraignante).

Preuve : Admis, on consultera par exemple le [BMP90]. L’idée est d’utiliser (par exemple)
l’inégalité BDG. �

3.5 Extensions

Les exemples suivants pourront être considérés lors d’une étude personnelle puis faire
l’objet d’un petit travail de synthèse exposé en fin de cours. Les études proposées ici sont
loin d’être aussi guidées que ce qui est proposé pour les chaines de Markov. Il est possible
de présenter des éléments de simulation tout comme des études purement théoriques.
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3.5.1 Problème du Bandits multi-bras

Le célébrissime cadre du bandit multi-bras est sans doute le problème le plus étudié
en apprentissage statistique par le biais d’algorithmes stochastiques.

A - Bibliographie Voici des indications bibliographiques.
[CGM+12] O. Cappé, A. Garivier, O-A. Maillard, R. Munos, G. Stoltz

Kullback-Leibler Upper Confidence Bounds for Optimal Sequential Allocation.
[LR85] Lai, T.L. Robbins, H. Asymptotically efficient adaptive allocation rules.

Advances in applied mathematics, 6 (1) : 4, 1985.
[LPT04] D. Lamberton, G. Pagès, P. Tarrès When can the two-armed bandit

algorithm be trusted ? Annals of Applied Probability, Vol. 14, No. 3, 1424 ?1454, 2004.
[SN69] Shapiro, I. J., Narendra, K. S. Use of stochastic automata for param- eter

self-optimization with multi-modal perfomance criteria. IEEE Trans. Syst. Sci. Cybern.
SSC-5 352 ?360, 1969.

B - Modèle L’algorithme du bandit à 2 bras (ou plus généralement à d bras) est
un algorithme d’apprentissage dont l’objectif est de détecter parmi 2 sources A et B
laquelle est la plus profitable. Cet algorithme a été initialement introduit par Norman en
psychologie mathématique puis développé par Shapiro et Narendra en automatique. Son
principe est simple. A chaque temps, on tire au sort une des sources (ou un des bras) puis
l’on teste cette source (machine, médicament, trader...). Si le résultat apporté par ce bras
est satisfaisant, on favorise ce bras, sinon, on ne fait rien. Plus précisément, il est défini
de la manière suivante. On considère 2 sources et des suites d’évènements pAnq et pBnq
où

An � tle résultat de la source A est satisfaisant.u
et

Bn � tle résultat de la source B est satisfaisant.u.
On pourra proposer un cadre de modélisation non trivial où peut intervenir ce modèle
de localisation de bras optimal. On pourra également penser à étendre le problème à une
situation comportant plusieurs bras.

C - Algorithme stochastique Cette partie aborde une méthode algorithmique proba-
biliste. On pourra s’intéresser à la formalisation de l’algorithme de Narendra et Shapiro en
terme d’algorithme stochastique, et étudier sa convergence ainsi que son implémentation
numérique. Par ailleurs, on pourra mettre à profit l’approche dite de l’ODE dans ce
contexte.

Enfin, une question fondamentale concerne le fait d’évaluer la probabilité que l’algo-
rithme de Narendra échoue. On pourra étudier cette question au vue des travaux [LPT04]
(par exemple).

D - Optimalité et regret Une question de nature un petit peu différente de théorie
des jeux et statistique concerne l’étude de l’optimalité de stratégie algorithmique, et ce à
horizon fini. Plus précisément, on ne s’intéresse plus totalement à la situation où on peut
actionner le bandit n fois avec n ÞÑ �8.
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On pourra s’interesser à la notion de ! Regret " dans les problèmes de bandit et
proposer un aménagement de la modélisation décrite dans B. Ensuite, on pourra étudier
une méthode statistique garantissant une optimalité du regret, par exemple en s’inspirant
de [CGM+12] et des références données dans ce travail.

3.5.2 Réduction de variance par échantillonnage préférentiel

Le problème de l’échantillonnage préférentiel est aussi appelé importance sampling
en anglais et correspond à une méthode de type MCMC d’estimation statistique. Sa
justification, elle, est par essence probabiliste.

A - Bibliographie Voici quelques ouvrages qui couvrent l’essentiel.
[C02] H.F. Chen Stochastic approximation and its applications. Kluwer Academic

Publisher, 2002.
[CLG88] H.F. Chen, G. Lei, A.J. Gao Convergence and robustness of the Robbins-

Monro algorithm truncated at randomly varying bounds. Stochastic Process. Appl. 27
217 ?231, 1988.

[RC04] C. Robert, G. Casella Monte Carlo Statistical Methods. Springer-Verlag,
second edition edition, 2004.

[LP10] V. Lemaire, G. Pagès Unconstrained recursive importance sampling. Ann.
Appl. Probab., 20(3) :1029-1067, 2010.

B - Modèle Le principe général de la réduction de variance dans une méthode de
Monte-Carlo est d’estimer l’espérance d’une variable aléatoire Z, notée ErΦpZqs, par la
loi des grans nombres et limiter dans celui-ci les effets de la variance de simulation.

Ce problème trouve ses premières applications dans la détermination précise de la
valeur d’un quantile pour une loi de probabilités uni-dimensionnelle. Ainsi, on se donne
une suite de réalisations pX1, . . . Xn, . . . q de variables aléatoires, indépendantes et identi-
quement distribuées, de densité f et de fonction de répartition F . On cherche à estimer,
étant donné un nombre α Ps0; 1r quelconque, le réel q tel que» q

�8
fptqdt � α.

On pourra commencer par expliquer en quoi ce problème se ramène au problème initiale-
ment évoqué. De même, on pourra rechercher d’autres situations de modélisation faisant
apparâıtre un problème d’échantillonnage préférentiel.

C - Algorithme Stochastique - Théorique et Numérique On se propose d’utiliser
le schéma pour la détermination du quantile un schéma

q̂n�1 � q̂n � γn�1

�
χ
Xn�1¤q̂n � α

�
On pourra démontrer que la suite q̂n converge presque sûrement vers q et illustrer ce
résultat par des simulations numériques.

En finance, lorsque X est une variable aléatoire quantifiant la perte de valeur d’un
portefeuille entre un temps t et un temps t�∆t (�pVt�∆t �Vtq), le quantile qα est appelé
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la Value At Risk. On la note V@RαpXq. Cette quantité est utilisée pour mesurer le risque
d’un marché. Le lecteur, si intéressé, pourra se documenter sur les impacts de ce modèle
et discuter de certaines (simples) généralisations.

D - Modélisation et Théorique L’idée générale de l’échantillonage préférentiel est
basée sur l’identité suivante : soit X de densité p par rapport à la mesure de Lebesgue et
ppθq une famille de densités sur Rd. Alors,

E rfpXqs �
»
fpxqppxqλdpdxq �

»
fpxqppxq
pθpxq pθpxqλdpdxq � E

�
fpXpθqqppXpθqq

pθpXpθqq
�

où Xpθq a pour loi pθpdxq.
La réduction de variance dans ce cadre consiste donc à minimiser la fonction de

variance d’estimation dans l’expression précédente. On pourra chercher à formaliser ce
problème dans un cadre d’algorithme du type Robbins-Monro. En particulier, on étudiera
la situation où la famille de lois pθ est un shift de la distribution initiale :

πθpdxq � ppx� θqdx.
Enfin, on pourra démontrer un théorème général en s’inspirant de [RC04] qui donne

en toute généralité la méthode optimale d’échantillonnage préférentiel en sortant du cadre
de modèles paramétriques ppθqθPΘ.

E - Algorithme Stochastique - Théorique On pourrait étudier spécifiquement le
cas gaussien, i.e. le cas où

ppxq � 1

p2πq d2
expp�|x|2{2qdx,

lorsque les lois utilisées sont des densités gaussiennes shiftées de θ. On pourra calculer
explicitement la variance associée au choix θ notée V pθq et étudier ses propriétés de
régularité en θ, convexité, . . . , ainsi que calculer à profit son gradient en la variable θ.

Puis, on s’intéressera à la dérivation d’un algorithme stochastique de type Robbins-
Monro pour minimiser la fonction V de la forme :

θn�1 � θn � γn�1Hpθn, ξn�1q,
où pξnq est une suite de v.a. i.i.d. de loi N p0, Idq et Hpθ, zq une fonction à déterminer.
Que penser de l’applicabilité du théorème de Robbins-Monro dans ce cas (hypothèse sur
V ) ?

F - Algorithme Stochastique - Théorique et Numérique L’algorithme précédent
ne semble pas exploitable, on peut alors proposer des alternatives pour le faire ! conver-
ger ".

– On pourra se documenter sur les méthodes dites ! Projections à la Chen " docu-
mentées, entre autres, dans [CLG88] et [C02]. L’idée est d’obliger l’algorithme à res-
ter dans un compact pour éviter l’explosion. Le problème de cet algorithme est qu’il
met beaucoup de temps à se stabiliser. Il serait intéressant d’illustrer ce phénomène
numériquement et de démontrer la validité d’une telle méthode de projection.
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– Un second changement de variable décrit complètement dans [LP10] permet de
contourner les problèmes de stabilisation des projections précédentes. On pourra
s’intéresser aux éléments théoriques sous-jacents et expérimenter la stratégie numériquement.

3.5.3 Moindres carrés récursifs & co

Le cadre de cette application est l’inférence de modèles linéaires. Notons qu’un problème
un peu similaire consiste à étudier les problèmes de ! tracking " de trajectoires. On peut
également s’intéresser dans ce contexte à l’inférence de modèles auto-régressifs (AR).

A - Bibliographie Une liste non exhaustive :
[BMP90] A. Benveniste, M. Métivier, P. Priouret Adaptive algorithms and

stochastic approximations. Springer Verlag, Applications of Mathematics, vol. 22, Berlin,
Heidelberg, New York, 1990 (also available in French, Masson 1987).

[D97] M. Duflo Random Iterative Models. Springer Verlag, New-York, 1997.
[KY03] H. Kushner, G. Yin Stochastic approximation and recursive algorithms and

applications. Second edition. Applications of Mathematics, 35. Stochastic Modelling and
Applied Probability. Springer-Verlag, New York, 2003.

B - Modèle Le modèle de base fait appel au modèle linéaire. Il peut être question
d’estimer θ dans la relation

Xn�1 � θtψn � εn�1,

et ceci de manière récursive lorsque les observations arrivent successivement et qu’on
observe pψn, Xn�1qn¥0 et que le bruit pεnqn¥0 est centré de covariance Γ. On consultera
le début du chapitre 5 de [D97] pour une liste de motivation sur ce problème d’estima-
tion/prédiction/suivi de trajectoire. Puis, on pourra par exemple étudier le cas particulier
du modèle auto-régressif d’ordre p en le formalisant comme précédemment.

C - Cas particulier des moindres carrés répulsifs - Théorique Si on étudie le
! sous-cas " où on cherche à modéliser une relation entrée/sortie pour approcher une
relation ξ Ñ F pξq de Rd dans R par une relation de la forme

ξ Ñ
ḑ

i�1

ciξi � tCξ � F pξq.

Ici, C � pciqiPt1,...,duq et on peut reparamétrer le problème de la manière suivante. On
commence par faire des observations de la réponse F pξq sur N entrées que l’on note
ξ1, . . . , ξN (@k P t1, . . . , Nu, ξk � pξk1 , . . . , ξkdq. Le but est ensuite de faire une minimisation
au sens des moindres carrés, i.e. de minimiser la fonction

LpCq � 1

N

Ņ

k�1

�
F pξkq � tCξk

�2
.

Après le calcul de ∇L et de sa Hessienne, on montrera que D2L est une matrice symétrique
positive et définie si et seulement si pξkqt1¤k¤Nu est une famille génératrice de Rd. Dans le
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cas où pξkqt1¤k¤Nu est une famille génératrice de Rd, montrer qu’alors, L admet un unique
minimum atteint en un point C� dont on donnera une expression explicite.

Dans le contexte de grande dimension, le calcul explicite de C� peut parfois nécessiter
un temps de calcul important. C’est pourquoi une alternative consiste à implanter un
algorithme stochastique de recherche de C�. On propose l’algorithme suivant :

– Initialisation avec un vecteur déterministe C0 P Rd

– Pour tout n ¥ 0 :

Cn�1 � Cn � γn�1

�
tCnZn�1 � F pZn�1q

�
Zn�1

où pZnq est une suite de v.a. i.i.d à valeurs dans Rd de loi uniforme sur tξ1, . . . , ξNu,
i.e. PpZ1 � ξkq � 1{N pour tout k P t1, . . . , Nu.

On se place dans les conditions habituelles : pγnq est une suite de pas décroissante satis-
faisant les conditions ¸

γn � �8 et
¸

γ2
n   �8.

1. Montrer que ErCn�Cn�1|Fns � γn�1hpCnq où h est une fonction que l’on déterminera
et en déduire la convergence de pCnqn¥0.

2. Expérimenter numériquement une telle méthode d’approximation semble tout à fait
réalisable !

3. Est-il possible d’étendre une telle méthode aux analyses en composantes principales ?

D - Application des algorithmes stochastiques aux modèles AR On s’inspirera
de la présentation effectuée du problème dans [D97] partie 5.2 du chapitre 5, ou bien des
paragraphes 2.4.3.3 et 2.7.6 de [BMP90] pour présenter une application des algorithmes
stochastiques au contexte des modèles linéaires récursifs, notamment dans le contexte
des processus auto-regressifs. Une mise au propre du problème et d’une solution possible
semble déjà quelque chose de tout à fait acceptable.
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Chapitre 4

Introductions aux méthodes
bayésiennes

Nous présentons dans ce chapitre quelques éléments probabilistes ayant des applica-
tions en statistiques bayésiennes.

4.1 Paradigme Bayésien

4.1.1 Modèle Statistique

Définition 4.1.1 (Modèle) On se place dans un espace probabilisé paramétrique clas-
sique : on considère un espace probabilisé pX ,B, pPθqθPΘq et les données observées sont
X.

Le but de l’analyse statistique est de faire de l’inférence sur , c’est-à-dire décrire un
phénomène passé ou à venir dans un cadre probabiliste. L’idée centrale de l’analyse
bayésienne est de considérer le paramètre inconnu θ comme aléatoire : l’espace des pa-
ramètres Θ est muni d’une probabilité π tel que pΘ, A, πq est un espace probabilisé.

Nous noterons θ � π. π est appelée loi a priori . Intuitivement et en termes informa-
tionnels, elle détermine ce qu’on sait et ce qu’on ne sait pas avant d’observer X.

Définition 4.1.2 (Modèle dominé) Le modèle est dit dominé s’il existe une mesure
commune dominante µ, c’est- à-dire pour tout θ, Pθ admet une densité par rapport à µ :

ppX|θq � pθpXq � dPθ
dµ

pXq.

Cette fonction ppX|θq � pθpXq, vue comme une fonction de θ une fois qu’on a observé un
tirage de X, est appelée vraisemblance du modèle. C’est la loi de X conditionnellement
à θ.

4.1.2 Loi a posteriori

Définition 4.1.3 (Loi a posteriori) Dans le cas d’un modèle dominé, la loi jointe de
pX, θq s’écrit

λπpX, θq � ppX|θqdπpθq � ppX|θqπpθqdνpθq,
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la dernière égalité étant valable dans le cas où l’a priori π est absolument continu par
rapport à ν, la mesure de Lebesgue sur Θ. La loi a posteriori est définie par sa densité :

dπpθ|Xq � fpX|θqπpθq³
Θ
fpX|αqπpαqdνpαq (4.1)

La quantité mπ définie par

mπpXq :�
»

Θ

fpX|θqdπpθq,

est la loi marginale de X et est une constante de normalisation de la loi a posteriori,
indépendante de θ.

Nous travaillerons donc très régulièrement à une constante multiplicative près :

πpθ|Xq9ppX|θqπpθq.
Nous ajoutons que par construction la loi a posteriori est absolument continue par rapport
à la loi a priori et bien sûr, la loi a posteriori est une mesure aléatoire sur Θ dépendant
des observations X relevées.

Exemple 4.1.1 (Loi gaussienne) Voici un petit exemple concernant la loi gaussienne :
on se donne une famille pPθqθPΘ où θ indexe la moyenne d’une loi gaussienne de variance
connue σ2. Ainsi, Pθ � N pθ, σ2q, et on munit Θ � R de la loi a priori gaussienne

πpθq � e�
θ2

2τ2

?
2πτ

.

On s’intéresse alors à la loi a posteriori lorsqu’on observe n données pX1, . . . , Xnq. On
note θ0 � EX qui est inconnu, et qu’on cherche à estimer. La loi de θ conditionnellement
aux n observations pX1, . . . , Xnq est

πnpθ|Xq9
�

n¹
j�1

e�
pXj�θq2

2σ2

�
� e�

θ2

2τ2

Un rapide calcul montre alors qu’en réalité :

πnpθ|Xq9e�n
pX̄n�θq2

2σ2 � e�
θ2

2τ2 ,

où X̄n est la moyenne empirique des échantillons. Un dernier calcul aboutit à

πnpθ|Xq � N
�
X̄n

τ 2

τ 2 � σ2{n,
σ2{n

σ2{n� τ 2



.

Remarque 4.1.1 (Consistance de l’a posteriori) Cet exemple est instructif puisqu’il
donne une information importante : lorsque n grandit et tend vers �8, la mesure a poste-
riori se concentre autour de X̄n avec une variance en σ2{n, et ce, quel que soit τ , σ ou θ0.
Ainsi, la mesure a posteriori sur θ qui est dérivée d’un a priori arbitraire sur la moyenne
de X se concentre vers le bon θ0 à vitesse

?
n au sens où la masse de l’a posteriori à

l’extérieur d’une boule Bpθ0,
?
nq tend vers 0 presque sûrement :

πn
�
Bpθ0,

?
nqc|X1, . . . , Xn

� ÝÑ 0 lorsque n ÝÑ �8.
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4.2 Consistance bayésienne

Cette dernière remarque est fondamentale pour la suite de ce chapitre et justifie (à mon
sens) l’utilisation de méthodes d’estimations bayésiennes puisque celles-ci sont validées au
sens fréquentiste lorsque le nombre d’observations grandit.

4.2.1 Formulation du résultat

Les références historiques importantes sur ces questions de consistance bayésienne sont
assez anciennes pour les situations paramétriques.

[IK79] I. A. Ibragimov, R. Z. Khasminskii, Statistical estimation : asymptotic
theory ; translated by Samuel Kotz, New York : Springer-Verlag, 1979.

[lC86] L. Le Cam, Asymptotic Methods in Statistical Decision Theory, Springer, 1986.
[S65] L. Schwartz, On Bayes procedure. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, No. 4, pp.

10-26, 1965.
D’autres sont plus récentes dans les situations où Θ n’est plus un espace paramétrique

mais de dimension ! infinie ".
[GGvdW00] S. Ghosal, J. K. Ghosh, A.W. van der Vaart, Convergence rates

of posterior distributions, The Annals of Statistics, Volume 28, Number 2, 2000.
[WLP07] S. G. Walker, A. Lijoi and I. Prunster, On rates of convergence for

posterior distributions in infinite dimensional models, The Annals of Statistics, Vol. 35,
No. 2, 738-746, 2007.

Les résultats de consistance bayésienne s’expriment en général tous sous la forme
suivante : on définit une boule autour de θ0 de rayon εn au sens d’une métrique sur les
lois de probabilités :

Bdpθ0, εnq :� tθ P Θ | dpPθ,Pθ0q ¤ εnu .

Pour cette boule, on obtient alors en général des résultats sous la forme :

πn pBdpθ0, εnqq ÝÑ 1 p.s. lorsque n ÝÑ �8.

Ainsi, les résultats concernent avant tout des lois de probabilités Pθ et non les pa-
ramètres eux-mêmes. Par ailleurs, la distance joue un rôle fondamental et la plupart du
temps, c’est la distance au sens de Kullback qui est utilisée. Enfin, la vitesse de contraction
est quantifiée par la vitesse de décroissance de pεnqnPN lorsque n tend vers �8.

4.2.2 Cas où Θ est fini

Comme toujours, c’est souvent le cas en apparence le plus simple qui est le plus
informatif. Revenons tout d’abord à la nature de la loi a posteriori. En réalité, il est facile
de voir que cette loi a posteriori suit une Markovienne. En effet, notons pX1, . . . , Xn, . . .q
une suite de v.a. i.i.d. de loi Pθ0 , où θ0 est inconnu.

À l’instant 0, la loi a posteriori est indépendante des observations, et donc

π0 � µ la loi a priori .
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À l’instant n � 1, la loi a posteriori se déduit de la loi a posteriori πn�1 en utilisant la
formule de Bayes :

@θ P Θ πnpθq � πn�1pθqPθpXnq°
θPΘ πn�1pαqPαpXnq . (4.2)

La formulation précédente de la structure markovienne de l’a posteriori est une représentation
! création - annihilation " qu’on retrouve dans de nombreuses méthodes stochastiques.
On consultera à profit

[DM04] P. Del Moral Feynman-Kac Formulae, Springer, New-York, 2004.

Définition 4.2.1 (Identifiabilité) On dit que le modèle est identifiable si l’application
θ ÞÑ Pθ est injective. On supposera le modèle identifiable par la suite.

On peut par exemple quantifier l’identifiabilité du modèle au travers de l’utilisation de
distances sur les lois de probabilités. Il en existe un nombre important : distance en
variation totale, ditance de Hellinger, divergence de Kullback (ou entropie) pour les plus
célèbres. Par la suite, nous formaliserons les choses proprement en utilisant la distance de
Hellinger (ce choix est un peu arbitraire et des résultats peuvent également être obtenus
en utilisant d’autres métriques).

Définition 4.2.2 (Distance de Hellinger) Si P1 et P2 sont deux lois de probabilités
sur un espace E, absolument continues l’une par rapport à l’autre, on définit

d2
HpP1,P2q :�

»
E

�a
dP1pxq �

a
dP2pxq

	2

�
»
E

�d
dP2pxq
dP1pxq � 1

�2

dP1pxq.

On pourra vérifier les faits suivants.

Proposition 4.2.1 (Propriétés de la distance de Hellinger) Les points suivants sont
satisfaits :

iq dH est une distance (tous les axiomes sont vérifiés).
iiq Elle est d’ailleurs non tributaire de la mesure de référence qui pourrait servir à la

définir si µ est une mesure telle que P1 et P2 sont absolument continues par rapport à µ.
iiiq La distance de Hellinger est toujours majorée par

?
2.

ivq On a la relation avec la distance en variation totale :

1

2
d2
HpP1,P2q ¤ dV T pP1,P2q ¤ dHpP1,P2q

vq On a la relation avec l’entropie :

2d2
HpP1,P2q ¤ dKLpP1,P2q.

Cette distance permet alors de quantifier le résultat de consistance bayésienne lorsque
Θ est fini et le modèle identifiable.

Théorème 4.2.1 (Consistance bayésienne) Supposons que le modèle est identifiable
avec

@θ � θ0 d2
Hpθ, θ0q ¥ h2 ¡ 0,

alors la loi a posteriori se concentre exponentiellement vite vers δθ0 si πpθ0q ¡ 0.
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Preuve : On note πn l’a posteriori à l’étape n. Puisque πpθ0q ¡ 0, on constate immédiatement
que πnpθ0q ¡ 0 pour tout entier n. On peut alors étudier la quantité suivante :

@θ P Θ
πnpθq
πnpθ0q �

πn�1pθq
πn�1pθ0q �

PθpXnq
Pθ0pXnq .

Si l’on définit le rapport de vraisemblance de la n-ième observation

Λnpθq :� PθpXnq
Pθ0pXnq ,

ainsi que Fn � σ pX1, . . . , Xnq on constate alors que

E rΛnpθq|Fn�1s � 1.

Par conséquent, l’évolution du ratio πnpθq{πnpθ0q n’est pas totalement informatif (c’est
une martingale). En revanche, on peut subtilement considérer la racine carrée de ce ratio :

@θ � θ0 E

�d
πnpθq
πnpθ0q |Fn�1

�
�
d

πn�1pθq
πn�1pθ0q � E

�a
Λnpθq|Fn�1

�
 
d

πn�1pθq
πn�1pθ0q

puisque l’inégalité de Jensen (cas d’égalité dans l’inégalité de Jensen) implique que

@θ � θ0 E
�a

Λnpθq|Fn�1

�
 
a
E rΛnpθq|Fn�1s � 1.

On en déduit que rnpθq �
a
πnpθq{πnpθ0q est une sur-martingale positive donc conver-

gente. Il est même facile de voir que nécessairement

@θ � θ0 rnpθq ÝÑ 0 p.s. lorsque n ÝÑ �8.

On conclut donc rapidement en remarquant que par définition de l’a posteriori :

πnpθ0q
�

1�
¸
θ�θ0

πnpθq
πnpθ0q

�
� 1.

L’ensemble Θ étant fini, on constate que

εn �
¸
θ�θ0

πnpθq
πnpθ0q ÝÑ 0 p.s. lorsque n ÝÑ �8,

ce qui implique alors que

πnpθ0q ÝÑ 1 p.s. lorsque n ÝÑ �8.

On peut être plus précis dans les estimations précédentes. En effet, jusqu’à présent,
nous n’avons pas utilisé d’arguments quantifiant la distance à 1 des quantités

?
Λn. En
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fait, il est facile de voir que

@θ � θ0 d2
h pPθ,Pθ0q �

»
E

�d
dPθpxq
dPθ0pxq

� 1

�2

dPθ0pxq

�
»
E

�
dPθpxq
dPθ0pxq

� 1� 2

d
dPθpxq
dPθ0pxq

�
dPθ0pxq

� 2

�
1� E

d
dPθpXq
dPθ0pXq

�

Ainsi, la racine du rapport de vraisemblance vérifie en réalité :

E
�a

Λnpθq|Fn�1

�
� 1� d2

HpPθ,Pθ0q
2

¤ e�
d2H pPθ,Pθ0 q

2 . (4.3)

Par conséquent, en utilisant classiquement une méthode de Martingale, on peut définir

Mnpθq :� en
d2H pPθ,Pθ0 q

2 rnpθq,

et on constate que Mnpθq est une sur-martingale positive, donc convergente p.s. et finale-
ment, il existe une constante C assez grande pour laquelle :

@θ � θ0 @n P N rnpθq ¤ Ce�n
d2H pPθ,Pθ0 q

2 .

On peut alors conclure à nouveau en remarquant que

πn pΘzθ0q ¤ C|Θ|e�nh2

. (4.4)

Cela implique a fortiori la convergence de πn vers δθ0 à vitesse exponentielle. �

4.2.3 Cas où Θ est quelconque

La situation n’est guère plus compliquée en ce qui concerne la philosophie de la preuve
précédente. Elle est synthétisée dans la figure 4.1 qui suit.

Étant donné un ε ¡ 0, nous allons procéder à un recouvrement de l’ensemble P par
des boules de rayon ε au sens de la distance de Hellinger Cet argument est en effet
incontournable puisque lorsque Pθ se rapproche de Pθ0 (par exemple au sens de Hellinger),
il n’est plus possible de ! détacher " de 1 la racine du rapport de vraisemblance

?
Λn

dans l’équation (4.3). Par contre, lorsqu’on considère des θ en dehors de BpPθ0 , εq, cette
majoration reste valable et peut même être étendue :

E

�
�
gffe³

Bj,ε
πn�1pθqdθ³

B0,ε
πn�1pθqdθ |Fn

�
� ¤ E

�
�
gffe³

Bj,ε
πnpθqdθ³

B0,ε
πnpθqdθ

�
� e�cε2
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P :� tPθ|θ P Θu � Pθ0

Pθ1

Pθj

BpPθ0 , εq � B0,ε

BpPθ1 , εq � B1,ε

BpPθj , εq � Bj,ε

Figure 4.1 – Représentation de la consistance bayésienne lorsque Θ est recouvert par un
nombre fini de boules.

Enfin, on conclut la convergence exponentielle du moment que le nombre de boules pBj,εqj
noté NεpΘq nécessaires pour couvrir Θ par des boules de rayon ε (au sens de la distance de
Hellinger) n’est pas trop important pour appliquer (4.4) puisque cette inégalité se récrit
dans ce contexte :

πn
�
Bc

0,ε

� ¤ CNεpΘqe�cnε2

Enfin, un examen minutieux de la preuve du théorème précédent, et de l’inégalité
précédente, permet même d’exhiber une méthode pour quantifier la vitesse de décroissance
des boules de rayon ε optimale préservant la concentration de πn dans B0,εn . On énoncera
sans démonstration (laissé en exercice) le résultat suivant :

Théorème 4.2.2 On suppose que P peut être recouvert au sens de Hellinger par NεpΘq
boules de rayon ε et qu’en plus on a pour une suite εn tendant vers 0 :

logNεnpΘq ¤ nε2n, (4.5)

π0

�
B̃0,εn

	
¥ e�Cnε

2
n . (4.6)

Alors,
πn pB0,εnq ÝÑ 1 p.s. lorsque n ÝÑ �8.

En réalité, on a besoin d’une minoration du poids a priori de la boule B0,εn car si on
part avec un poids trop petit autour de cette boule, la dynamique markovienne n’a pas
le temps en n itération d’aumenter assez son poids.

De même, le modèle ne doit pas être trop gros sinon la majoration (4.4) ne dit plus
grand chose. On constate donc que dans le cas de modèle paramétrique, la vitesse cible est
εn � 1{?n tandis que pour des situations en dimension infinie, il faut contrôler finement
les dimensions entropiques des modèles. Ce genre de question est plus d’ordre statistique
que probabiliste. On consultera à profit l’article [GGvdV00] qui donne un exposé très
synthétique de la situation, en relation avec des vitesses minimax dans certains modèles.
Notez que la preuve qui y est proposée est nettement plus laborieuse que l’utilisation des
martingales évoquée plus haut.
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4.3 Algorithme EM

L’article fondateur qui peut être consulté est :
[DLR77] A. P. Dempster, N. M. Laird, D. B. Rubin Maximum Likelihood from

Incomplete Data via the EM Algorithm, Journal of the Royal Statistical Society. Series B,
Vol. 39, No. 1. 1977.

4.3.1 Contexte

L’algorithme EM Expectation - Maximisation est un algorithme d’estimation statis-
tique dans des modèles bayésiens. Il est utile pour trouver l’estimation du maximum a
posteriori. Cet estimateur est en général noté le MAP pour l’a priori π sur Θ.

Il s’applique dans un contexte où on dispose d’un modèle statistique pPθqθPΘ générant
des variables aléatoires pX,Zq. Le souci d’estimation réside dans le fait qu’on observe
seulement la coordonnée X et non le couple pX,Zq alors que la maximisation sur le
paramètre θ de la vraisemblance complète n’est possible que si on observe le couple pX,Zq.

Ainsi, on définit les objets mathématiques suivant.

Définition 4.3.1 (Vraisemblance, Maximum a posteriori) pPθqθPΘ est un modèle
générant des variablespX,Zq. On suppose observées pX1, . . . , Xnq et non observées les
variables pZ1, . . . , Znq sachant que

pXi, Ziqi.i.d. � Pθ0 .

Étant donné un a priori π sur Θ, l’estimateur du maximum a posteriori est défini par

θ̂MAP
n :� arg max

θPΘ
tπpθqPθ rpX1, . . . , Xnqsu � arg max

θPΘ
πnpθq.

Si le modèle statistique pPθqθPΘ n’est pas trop gros, et que l’a priori π charge un voisinage
de θ0 positivement, on sait par le biais des théorèmes de la section précédente que la loi
a posteriori πn se concentre sur la valeur θ0, lorsque le nombre d’observations n ÝÑ �8.
Il en est donc de même de θ̂MAP

n . Il s’agit donc de trouver un algorithme d’optimisation
efficace permettant d’approcher θMAP

n .
Hypothèse : Nous supposons que la procédure de calcul de la vraisemblance complète

est possible, c’est-à-dire la fonction définie par

`pX,Z, θq :� log pP rpX,Zq|θsq � log pπpθqq ,
est disponible au travers d’une formule simple.

4.3.2 Méthode Itérative

Rappel de vocabulaire Nous allons décrire un algorithme extrêmement courant pour
le calcul du ! MAP " dans les situations de données manquantes. C’est une méthode
itérative, et il convient de bien distinguer les itérations de l’algorithme k P N du nombre
de données définissant le ! MAP ". Ainsi, on parlera de convergence de l’algorithme
lorsque k ÝÑ �8 et que

θk ÝÑ θ̂MAP
n .

Rappelons que l’estimation, elle, est consistante si

θ̂MAP
n ÝÑ θ0 lorsque n ÝÑ �8.
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Algorithme On définit la suite de paramètres pθkqkPN par
– θ0 P Θ choisi quelconque.
– Étape E Étant donné θk P Θ, on définit l’application

θ P Θ ÞÝÑ Qpθk, θq :� EZ|X,θk r`pX,Z, θqs .

Ce calcul correspond à l’étape E car Q est une espérance définie au travers la loi
Pp.|θk, Xq

– Étape M On détermine θk�1 comme

θk�1 :� arg max
θPΘ

Qpθk, θq.

Ce calcul correspond à l’étape M car on maximise la fonction Qpθk, .q.
Dans la définition de la fonction Q, il faut comprendre que lors de l’itération k, on dispose
de la valeur courante θk du paramètre, des observations X (issues du n échantillon initial
qui lui n’a pas bougé). Les observations Z n’ayant pas été observées, nous les simulons au
travers de la loi conditionnées aux X observés Pp.|θk, Xq et déterminons la valeur de θk�1

comme étant celle qui a maximisé la vraisemblance simulée selon la loi conditionnelle.

Convergence Nous allons démontrer le théorème suivant de croisance de la vraisem-
blance complète.

Théorème 4.3.1 (Algorithme EM) La suite pθkqkPN définie au travers des itérations
EM est telle que plogPpθk|XqqkPN est croissante.

Preuve : L’idée suit le principe des démonstrations dans les algorithmes ! max-max ".
On cherche à prouver que `pθk|Xq est croissante, pour cela, on va minorer par une fonction
δ la différence :

`pθ|Xq � `pθk|Xq ¥ δpθk, θq,
et montrer que δpθk, θk�1q est positive. Ainsi, à chaque étape de l’itération courante, on
minore la fonction à maximiser par une fonction plus ! tractable " qu’on majore.

On passe désormais aux étapes calculatoires :

`pθ|Xq � `pθk|Xq � logPθpXqπpθq � logPθkpXqπpθkq,

et bien sûr

PθpXqπpθq �
¸
Z

PθpX,Zqπpθq �
¸
Z

PpX|θ, ZqPpZ|θqπpθq

�
¸
Z

PpX|θ, ZqPpZ|θqπpθq
PpZ|X, θkq � PpZ|X, θkq

On peut alors remarquer que Pp.|X, θkq est une loi de probabilité et l’inégalité de Jensen
s’applique par concavité de la fonciton log. Ainsi

log pPθpXqπpθqq ¥
¸
Z

log

�
PpX|θ, ZqPpZ|θqπpθq

PpZ|X, θkq


PpZ|X, θkq.
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Par ailleurs, le second membre de la différence à étudier s’écrit simplement :

log pPpX|θkqπpθkqq �
¸
Z

PpZ|X, θkq log pPpX|θkqπpθkqq .

Par conséquent :

log pPθpXqπpθqq � log pPθkpXqπpθkqq ¥
¸
Z

PpZ|X, θkq log

�
PpX|θ, ZqPpZ|θqπpθq

PpZ|X, θkq



�
¸
Z

PpZ|X, θkq log pPpX|θkqπpθkqq

�
¸
Z

PpZ|X, θkq log

�
PpX|θ, ZqPpZ|θqπpθq

PpZ|X, θkqPpX|θkqπpθkq



�
¸
Z

PpZ|X, θkq log

�
PpX,Z|θqπpθq
PpX,Z|θkqπpθkq



:� δpθk, θq.

On constate alors que le calcul de Qpθk, θq est identique à celui de la fonction δ précédente.
Ainsi, d’une itération à l’autre, la loi a posteriori évaluée en θk grandit. Cela finit la preuve
du théorème. �

En toute généralité, il est difficile de dire plus que ce résultat car cela réclame alors
des propriétés d’unicité du maximum a posteriori. Il existe des critères garantissant ces
propriétés d’unicité. On consultera à profit :

[W83] J. Wu On the convergence properties of the EM algorithm, Annals of Statistics,
Vol 11 (1) 1983.

4.4 Algorithme SA-EM

4.4.1 Motivations

L’algorithme SA-EM est une version ! approximation stochastique " de la méthode
EM précédente. Une référence pour ce paragraphe, parmi d’autres, est l’article original
introduisant cette méthode.

[DLM99] B. Delyon, M. Lavielle, E. Moulines Convergence of a stochastic
approximation version of the EM algorithm, The Annals of Statistics, Vol 27, 1, 1999.

Il s’agit d’une méthode parmi d’autres introduisant une phase d’approximation sto-
chastique, et on pourra rencontrer également des méthodes Monte-Carlo -EM (MCEM).
L’idée principale est de substituer la phase E de la méthode EM par une méthode stochas-
tique remplaçant le calcul de la fonctionQpθk, θq. On sent que les algorithmes stochastiques
introduits au chapitre 3 vont pouvoir être utiles puisque

Qpθk, θq � EZ�Pθk p.|Xqr`pX,Z, θqs,

et que l’algorithme de Robbins-Monro permet de maximiser (ou minimiser) une énergie
s’exprimant sous la forme d’une espérance.
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4.4.2 Description de l’algorithme

Algorithme Nous donnons ici une version ! simplifiée " de SAEM, et les lecteurs
intéressés se documenteront dans [DLM99].

– θ0 initialisé quelconque dans Θ.
– Étape SA-E : on simule une donnée ! non observée " zk selon la loi a posteriori
Pp.|X, θkq où θk est la valeur du paramètre de l’itération courante, et X l’ensemble
des données observées.

– On calcule alors la nouvelle fonction

Q̂kpθq � Q̂k�1pθq � γk

�
`pzk, X, θq � Q̂k�1pθq

�
– Étape M : On trouve θk�1 en maximisant la fonction Q̂k.

Hypothèse de modèle exponentiel Dans un cadre classique de modèle exponentiel,
il est possible de rendre les choses un petit peu plus explicites. Nous faisons les hypothèses
suivantes.
pHMq : Le modèle est exponentiel et décrit ainsi :

PpX,Z|θq � exp p�ψpθq � xSpX,Zq;φpθqyq ,
où S est une fonction à valeurs dans Rl, ψpθq est une constante de normalisation. Ainsi,

`pX,Z, θq � �ψpθq � xSpX,Zq;φpθqy.
pHSmooth1q : Les fonctions φ et ψ sont C2pΘq. La fonction θ ÞÝÑ s̄pθq � ErSpX,Zq|θs est
C1pΘq ainsi que la fonction θ ÞÝÑ E rlogPrpX,Zq|θss :� lpθq. Bien sûr, si on intègre un a
priori π sur Θ, cet a priori s’exprime directement dans la fonction ψ en regardant la loi
a posteriori.
pHSmooth2q : Pour toute valeur de s � SpX,Zq, la fonction

θ̂psq :� arg max�ψpθq � xs, φpθqy � logpπpθqq,
est une fonction C1pΘq.

Remarquons alors que sous ces hypothèses de modèle exponentiel, tout peut être re-
paramétré par la valeur de SpX,Zq ou SpX, zkq. Ainsi, si on note la valeur de S à l’étape
k par sk : l’algorithme EM produirait à l’étape E :

sk�1 � EZ rSpX,Zq|X, θks .
L’algorithme SA-EM, quand à lui, donnerait :

sk�1 � sk � γk pSpX, zkq � skq ,
où zk � Pr.|θk, Xs. L’étape M, elle, reste inchangée :

θk�1 � arg max
θPΘ

r�ψpθq � xsk�1, φpθqy � logpπpθqqs � θ̂psk�1q.

La plupart des situations où les algorithmes EM/SA-EM sont appliqués s’écrivent comme
des modèles exponentiels, avec des fonctions φ et ψ explicites. Cela permet d’alléger le
notations et faciliter son implémentation.
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4.4.3 Convergence de l’algorithme SA-EM

L’idée de la preuve de la convergence de SA-EM est principalement la vérification
des conditions d’applicabilité du théorème de Robbins-Monro, décrit dans le chapitre 3.
Rappelons que

sk�1 � sk � γk rSpX, zkq � sks ,
et

θk � θ̂pskq.
On définit la fonction V :

@s P S V psq :� �ψpθ̂psqq � xs, φpθ̂psqqy � max
θPΘ

r�ψpθq � xs, φpθqy � logpπpθqqs .

On établit le résultat en nommant ψ la fonction ψ� log π. Sous des hypothèses abrégées,
on établit le théorème suivant.

Théorème 4.4.1 Sous les hypothèses pHMq, pHSmooth1q, pHSmooth2q et la condition sur
les pas pγkqkPN : ¸

k

γk � �8
¸
k

γ2
k   8.

Si la suite pskqk¥1 est compacte, alors

sk ÝÑ ts | BsV psq � 0u p.s. lorsque k ÝÑ �8,
et bien sûr

θk ÝÑ tθ | Bθlpθq � 0u p.s. lorsque k ÝÑ �8.
Preuve : L’idée de la preuve est d’écrire que

sk�1 � sk � γkhpskq � γkek,

où hpskq désigne la direction principale de descente de l’algorithme et ek est un incrément
de martingale. Dans notre situation, on constate clairement que

hpsq :� EZ
�
SpX,Zq|X, θ̂psq

�
� s � s̄pθ̂psqq � s,

et pour appliquer le théorème de Robbins-Monro, nous devons trouver une fonction T
telle que ∇T, h ¥ 0 pour conclure (voir théorème 3.3.6). Dans notre cas, on définit

Lps, θq :� �ψpθq � xs, φpθqy,
et nous savons que

θ̂psq � arg max
θPΘ

Lps, θq,
donc

�ψ1pθ̂psqq � xs,∇φpθ̂psqqy � 0. (4.7)

Cette relation se traduit également comme BθLps, θ̂psqq � 0 et en différentiant en s, on
obtient :

D2
θLps, θ̂psqqBsθ̂psq � �∇φpθ̂psqqt. (4.8)
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Par ailleurs, en remarquant qu’on peut dériver sous le signe intégral, on a

l1pθq � �ψ1pθq � xE rpX,Zq|θs ,∇φpθqy � �ψ1pθq � xs̄pθq,∇φpθqy

En utilisant (4.7) dans la dernière expression, nous obtenons :

l1pθ̂psqq � x�s� s̄pθ̂psqq,∇φpθ̂psqqy
� xhpsq,∇φpθ̂psqqy
� �xhpsq, Bsθ̂psqD2

θLps, θ̂psqqy

Enfin, on a par châınage :

Bs
�
lpθ̂psqq

	
� l1pθ̂psqqBsθ̂psq
� �xhpsq, Bsθ̂psqD2

θLps, θ̂psqqyBsθ̂psq

On peut alors conclure en calculant que

F psq :� xBsV psq, hpsqy � x�Bs
�
lpθ̂psqq

	
, hpsqy � hpsqtBsθ̂psqtD2

θLps, θ̂psqqBsθ̂psqhpsq ¤ 0.

La dernière inégalité est satisfaite car en θ̂psq, la fonction L est maximale, donc de dérivée
seconde négative.

La fonction V est donc décroissante au long des itérations, le théorème de Robbins-
Monro permet alors de conclure : la trajectoire converge presque sûrement vers un point
critique de V . On obtient alors la conclusion souhaitée pour pθkqk¥1. �

Remarque 4.4.1 La condition de compacité de la suite pskqk¥0 n’est pas totalement ano-
dine. Elle est parfois évidemment satisfaite lorsque les espaces d’états pour X et Z sont
compacts, tout comme Θ et que les densités sont minorés par des quantités strictement
positives. Lorsque cette condition n’est pas satisaite, on procède à des méthodes de tron-
cature de la suite pskqk¥0 pour la contraindre à appartement à une suite croissante (au
sens de l’inclusion) de compacts. On s’appuie alors sur les méthodes d’approximation sto-
chastique contraintes pour conclure. On pourra consulter sur ces méthodes de troncatures
dans les algorithmes stochastiques, outre évidemment [DLM99], le livre :

[KY03] H. J. Kushner, G. Yin Stochastic Approximation and Recursive Algorithms
and Applications. Springer, New-York, 2003.
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Chapitre 5

Grandes déviations de Freidlin &
Wentzell

La théorie de Freidlin-Wentzell s’intéresse au comportement d’un processus stochas-
tique vu comme la perturbation brownienne d’une équation différentielle ordinaire. Considérons
le processus de diffusion

dXεptq � bpXεptqqdt�
?
εdBt avec Xεp0q � x,

où b est une fonction régulière (au minimum lipschitzienne). À quoi ressemblent les tra-
jectoires de Xε lorsque ε est petit ? La réponse est double selon les échelles de temps que
l’on considère : intervalle de temps fini ou échelle de temps de plus en plus grande. Dans
la suite de ce chapitre, nous étudierons donc deux questions :

– Que peut-on dire, à horizon fixé pour t P r0, T s, sur les trajectoires pXεptqqtPr0,T s
lorsque ε ÝÑ 0 ?

– Lorsque le processus pXεptqqtPr0,T s est ergodique, et possède une distribution inva-
riante µε, quel est le comportement asymptotique de pµεqε lorsque ε ÝÑ 0 ?

Voici tout d’abord un petit peu de bibliographie.
[DZ98] A. Dembo et O. Zeitouni Large deviations techniques and applications, Sto-
chastic Modelling and Applied Probability, vol. 38, Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[FW79] M. I. Freidlin et A. D. Wentzell Random perturbations of dynamical sys-
tems, vol. 260, Springer-Verlag, New York, 1979.
[V84] S. R. S. Varadhan Large deviations and applications, vol. 46, Society for Industrial
and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA, 1984.

5.1 Théorème de Schilder

La théorie des grandes déviations de Freidlin & Wentzell s’appuie fortement sur le
principe de grandes déviations pour le mouvement brownien. Ce principe, ici est dérivé
du théorème de Schilder.

5.1.1 Principe de Grande Déviations

Si on considère une famille de mesures pPεqε¡0 sur une tribu BpEq qui converge vers
une masse de Dirac δx0 , le PGD permet de quantifier la nature de la convergence. L’espace
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E dans la suite désignera un espace métrique polonais qui est le ”support” des mesures
pPεqε¡0.

Définition 5.1.1 (Principe de Grandes Déviations de taux ε et bonne fonction de taux I)
On dit que la suite pPεqε¡0 satisfait un principe de grandes déviations de fonction de taux
I s’il existe une fonction I définie sur E telle que

1. @x P E Ipxq P r0;�8s
2. I est s.c.i. : @m P r0;�8r : l’ensemble tx|Ipxq ¤ mu est un espace fermé et compact

de E

3. Pour tout fermé F � E,

lim sup
εÑ0

ε logPεpF q ¤ � inf
xPF

Ipxq.

4. Pour tout ouvert O � E,

lim sup
εÑ0

ε logPεpOq ¥ � inf
xPO

Ipxq.

Il est possible d’effectuer quelques remarques suite à cette définition.

Remarque 5.1.1 – La fonction I ne s’annule que pour x � x0.
– Surtout, si A est un borélien tel que

inf
Ā
I � inf

8A
I � IA,

alors nous avons l’équivalent :

PεpAq � e�IAε
�1

.

– Bien entendu, ce qui définit la notion d’ouvert ou de fermé dans E est fondamental,
il est donc à craindre qu’en changeant la topologie de E, on change la nature des
principes de grandes déviations qu’on peut obtenir.

– En tant que limite, la fonction de taux est unique dès lors que Pε satisfait un principe
de grandes déviations.

5.1.2 Boite à outils pour les grandes déviations

Théorème de changement de mesure On rappelle le théorème de Girsanov, fon-
damental pour les grandes déviations de processus gaussiens. On définit tout d’abord
l’espace de Cameron-Martin.

Définition 5.1.2 (Espace de Cameron-Martin)

H1 :�
"
f �

» t

0

y | y P  L2p0, 1q
*
.

On notera W la mesure de Wiener associée au mouvement Brownien sur r0, 1s.
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Théorème 5.1.1 (Théorème de Girsanov) Pour tout z P H1, le processus M z
t défini

par

M z
t :� exp

�» t

0

9zpsqdBs � 1

2

» t

0

9zpsq2ds


,

est une martingale (associée à la filtration du mouvement brownien). On définit une nou-
velle probabilité Qz sur E en posant

Qzpdwq �M z
1 pwqW1pdwq,

alors le processus W ptq défini par

W ptq � Bptq � zptq,

est ou mouvement brownien sous la loi Qz.

Ce résultat est mieux connu dans les situations où on considère des lois de probabi-
lités sur des paramètres (et non sur des trajectoires) comme la fonction de changement
de mesure utilisant le rapport de vraisemblance. Plus précisément, et en langage statis-
tique, la martingale exponentielle précédente désigne le rapport de vraisemblance entre
l’hypothèse Brownien pBptqqt¥0 et l’hypothèse Brownien drifté pBptq � zptqqt¥0. Une tra-
duction extrêmement simple se trouve lorsqu’on calcule le rapport de vraisemblance entre
deux lois gaussiennes de moyenne différente, et de variance identique. Ce théorème joue
un rôle fondamental aussi bien en grandes déviations qu’en statistiques mathématiques
non paramétriques, ou encore en finance.

Lemme de Varadhan et Principe de contraction Ces deux résultats sont issus
de [DZ98] et constituent les ! fondamentaux "de la théorie de grandes déviations. Nous
énoncerons ces théorèmes sans les démontrer et le lecteur intéressé pourra alors se référer
aux ouvrages évoqués précédemment.

Théorème 5.1.2 (Lemme de Varadhan) Si pPεqε¡0 satisfait un PGD de bonne fonc-
tion de taux I, et si f est une fonction continue bornée de E dans R, alors

lim
εÝÑ0

ε log

»
E

eε
�1fdPε � sup

xPE
tfpxq � Ipxqu

Théorème 5.1.3 (Principe de Contraction) Si pPεqε¡0 satisfait un PGD de bonne
fonction de taux I et si f est une fonction continue de E dans F métrique séparable,
alors la famille pQε :� Pε � f�1qε¡0 satisfait un PGD de fonction de taux J définie par

Jpyq � inf
x|fpxq�y

Ipxq.

5.1.3 Théorème de Schilder

Plaidoirie Le théorème suivant sera utile aussi bien aux probabilistes intéressés par
les conséquences trajectorielles de ce processus qu’aux statisticiens qui s’intéressent aux
poids des petites boules donnés par la mesure de Wiener. Ce genre de résultats peut avoir
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des répercusions aussi bien en optimisation aléatoire qu’en statistiques bayésiennes lors-
qu’on étudie des a priori trajectoriels pour des estimations de densité ou des problèmes de
régression. On consultera par exemple les travaux suivants pour s’appercevoir comment
des développements probabilistes des plus théoriques peuvent rebondir sur des applica-
tions statistiques inattendues.
[KWL94] J. Kuelbs and W. Li and W. Linde, The Gaussian measure of shifted balls,
Probability Theory and Related Fields, 98 (2), 1994.
[vdWvZ08] A.van der Vaart and H. van Zanten, Rates of contraction of posterior
distributions based on Gaussian process priors, The Annals of Statistics, 36 (3), 2008.

Énoncé du résultat principal On se place sur E � C0pr0, 1sq, l’ensemble des fonctions
continues de r0, 1s dans R, nulles en 0. On notera Wε la loi de probabilités des trajectoires
obtenues en considérant

?
εB (élément de E) où B est un mouvement brownien standard

sur R. On a alors le résultat suivant.

Théorème 5.1.4 (Théorème de Schilder) La famille Wε satisfait un principe de grandes
déviations sur E de fonction de taux I donnée par

Ipzq �

$''''&
''''%

1
2

» 1

0

| 9z|2psqds si z P H1,

�8 sinon.

Preuve : On notera B une trajectoire tirée selon la mesure de Wiener W . La norme est
celle de la convergence uniforme sur r0, 1s, et Bpx, δq sera donc l’ensemble des trajectoires
qui sont dans le tube de largeur δ autour de la trajectoire pxptqqtPr0,1s.

On démontre alors le théorème en deux temps, minoration et majoration.

Minoration Soit O un ouvert de E et z une trajectoire de OXH1, on sait que Ipzq   �8
par définition de I. Comme O est ouvert, il existe δ ¡ 0 assez petit tel que Bpz, δq � O.

On a alors par définition de Wε que

WεpOq �W1
�?

εB P O� ¥W1
�?

εB P Bpz, δq�
On définit le processus wptq � Bptq�zptqε�1{2 et le théorème de Girsanov permet d’écrire
que

W1
�?

εB P Bpz, δq� � W1
�
w P Bp0, δε�1{2q�

�
»
Bp0,δε�1{2q

exp

�
�ε�1{2

» 1

0

9zpsqdBω
s �

1

2
ε�1

» 1

0

| 9z|2psqds


W1pdωq

� e�Ipzqε
�1

»
Bp0,δε�1{2q

exp

�
�ε�1{2

» 1

0

9zpsqdBω
s



W1pdωq

Tout le jeu consiste alors à démontrer que lorsque ε est assez petit, la principale asympto-
tique est portée par le premier terme. Remarquons que lorsque ε ÝÑ 0, on a δε�1{2 ÝÑ �8
et puisque W1 a un support qui est E, on peut choisir ε assez petit pour que

W1
�
Bp0, δε�1{2q� ¥ 3

4
.

90



Par ailleurs, l’inégalité de Tchebychev montre que

W1

�» 1

0

9zpsqdBω
s ¥ 2

a
2Ipzq



¤

» 1

0

9z2psqds
8Ipzq � 1

4

Par conséquent, on a la minoration de la probabilité :

W1

�
����exp

�
�ε�1{2

» 1

0

9zpsqdBω
s



¥ exp

�
�ε�1{22

a
2Ipzq

	
looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon

:�A

�
���¥ 3

4
.

L’ensemble AXBp0, δε�1{2q est donc de poids supérieur à 1
2

(faire un dessin !). Mais alors
on sait que :»
Bp0,δε�1{2q

exp

�
�ε�1{2

» 1

0

9zpsqdBω
s



W1pdωq ¥

»
AXBp0,δε�1{2q

exp

�
�ε�1{2

» 1

0

9zpsqdBω
s



W1pdωq

¥
»
AXBp0,δε�1{2q

exp
�
�ε�1{22

a
2Ipzq

	
W1pdωq

¥ 1

2
exp

�
�ε�1{22

a
2Ipzq

	
.

Nous venons donc de trouver un sous-ensemble de O ayant une probabilité ! suffisante "

c’est à dire :

WεpOq ¥ 1

2
e
� Ipzq

ε
� 2

?
2Ipzq?
ε .

En passant au logarithme, on constate que le second terme en ε�1{2 devient négligeable
devant celui en ε�1 et

lim inf
εÝÑ0

ε logWεpOq ¥ �Ipzq.
Ceci est d’ailleurs vrai pour tout les z P H1 XO donc

lim inf
εÝÑ0

ε logWεpOq ¥ � inf
zPO

Ipzq.

Majoration La majoration suit un peu la même idée de preuve. On considère un fermé
F de E tel que 0   IpF q   �8 et on choisit η P p0, IpF qq. On sait alors que

tx P E Ipxq ¤ IpF q � ηu � KIpF q�η,

est un ensemble compact disjoint de F . On considère δ tel que 0   δ   dpF,KIpF q�ηq. On
a donc x P F ùñ dpx,KIpF q�ηq ¥ δ, et par conséquent

@η ¡ 0 lim sup
εÝÑ0

ε logWεpF q ¤ lim sup
εÝÑ0

ε logW1pdp?εBp.q, KIpF q�ηq ¥ δq. (5.1)

Nous allons montrer que

lim sup
εÝÑ0

ε logW1pdp?εBp.q, Klq ¥ δq ¤ �l (5.2)
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Cela permettra alors de conclure en raison de l’inclusion d’ensemble précédent donnée
dans (5.1). On s’intéresse donc à (5.2) et on forme pour toute trajectoire x � ?

εB l’inter-
polation linéaire de x en les points k{n, 0 ¤ k ¤ n qu’on note πnx . On sait évidemment que
Ipxq ¥ πnx puisque le chemin linéaire est celui de coût minimal au sens de I. Par ailleurs,
on écrit l’inégalité triangulaire :

δ ¤ dpx,Klq ¤ dpx, πnxq � dpπnx , Klq.
Ainsi, soit dpπnx , Klq � 0 et dans ce cas dpx, πnxq ¥ δ, soit dpπnx , Klq ¡ 0 et dans ce cas par
définition de Kl Ipπnxq ¡ l. On a donc montré l’inclusion :

tx|dpx,Klq ¥ δu � tx|Ipπnxq ¡ lu Y tdpx, πnxq ¥ δu . (5.3)

Nous allons désormais majorer les deux ensembles de l’inclusion précédente :

Ipπnxq �
εn

2

n�1̧

i�0

|Bppi� 1q{nq �Bpi{nq|2 � ε

2
χ2
n

On peut alors controler la probabilité de l’événement précédent avec l’inégalité de Markov :

Wε ptx|Ipπnxq ¡ luq � P
�
χ2
n

2
¡ l{ε



¤ e�p1�βql{εE

�
e

1�β
2
χ2
n

�
Mais comme le dernier terme est une constante Cpβ, nq, on a donc :

lim sup
εÑ0

ε logWε ptx|Ipπnxq ¡ luq ¤ �p1� βql.

On étudie alors le second terme de (5.3) et on exploite ici la stationnarité des incréments
du mouvement Brownien :

Wε pdpx, πnxq ¥ δq ¤
n�1̧

i�0

Wε
�}x� πnx}8,ri{n,pi�1q{ns ¥ δ

� ¤ nWε
�}x� πnx}8,r0,1{ns ¥ δ

�
Si la différence de x et de son interpolée affine est supérieure à δ en un point de r0, 1{ns,
alors l’un des deux est au moins supérieur à δ{2, et comme πnx est l’interpolée affine de x,
c’est donc qu’il y a un point pour lequel x est supérieur à δ{2. Cela montre donc que

Wε pdpx, πnxq ¥ δq ¤ nW1

�
}B}8,r0,1{ns ¥ δ

2
?
ε



.

D’après le principe de réflexion, nous savons que

W1

�
}B}8,r0,1{ns ¥ δ

2
?
ε



�W1

�
Bp1{nq ¥ δ

2
?
ε



¤ n exp

�
�δ

2n

2ε



.

En fin de compte, on obtient que

lim sup
εÑ0

εWε pdpx, πnxq ¥ δq ¤ �δ
2n

2
.

Ainsi, en passant à la limite en n dans le dernier terme, pour tout δ ¡ 0, nous venons de
démontrer (5.2). Puis en utilisant (5.2) dans (5.1), on obtient la majoration souhaitée et
la conclusion de la preuve. �
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5.2 Grandes déviations de Freidlin & Wentzell à ho-

rizon fini

Nous allons désormais établir le théorème de grandes déviations de Freidlin & Wentzell.
Ce résultat concerne les lois Pε des trajectoires

dXεptq � bpXεptqqdt�
?
εdBt. (5.4)

La question principale porte sur le comportement de pPεqε¥0 lorsque ε tend vers 0, et
qu’on considère l’espace des trajectoires (5.4) sur l’intervalle de temps r0, T s. Nous allons
établir le résultat principal dans un cas particulier. En réalité, il est généralisable à des
situations moins restrictives (drift a priori non lipschitzien, situation hypo-elliptiques,
. . . ). On consultera par exemple :
[A80] R. Azencott Large Deviations theory and Applications Saint-Flour Summer school
on Probability Theory, Lecture Notes Math , vol 774, Springer-Verlag, 1980.
[FK06] J. Feng, T. Kurtz Large deviations for stochastic processes, Mathematical Sur-
veys and Monographs, vol. 131, 2006.
[GPP13] S. Gadat, F. Panloup, C. Pellegrini Large Deviation Principle for in-
variant distributions of Memory Gradient Diffusions, Electronic Journal of Probability,
2013.
[P01] A. Puhalskii Large Deviations and Idempotent Probability, CRC Press, 2001.

Théorème 5.2.1 (Théorème de Freidlin & Wentzell) Supposons que le drift b est
Lipschitzien borné, alors pPεqε¥0 satisfait un principe de grandes déviations de bonne fonc-
tion de taux

@z P H1 Ipzq :� 1

2

» T

0

| 9zpsq � bpzpsqq|2ds,

et Ipzq � �8 si z R H1.

Preuve Nous allons considérer sans perte de généralités T � 1 et démontrer le résultat
en utilisant le principe de contraction. Remarquons que la mesure Pε est en réalité Wε�f�1

où f est l’application qui étant donnée une trajectoire w continue de r0, 1s associe la
trajectoire y solution de

@t P r0, 1s yptq �
» t

0

bpypsqqds� wptq � x.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz assure l’existence et l’unicité de y, ce qui permet alors
de définir fpwq :� y. Montrons que l’application f est continue, et considérons donc deux
trajectoires w1 et w2. On a

@t P r0, 1s y1ptq � y2ptq � w1ptq � w2ptq �
» t

0

bpy1psqq � bpy2psqqds.

Comme l’application b est K-Lipschitzienne, on a alors

@t P r0, 1s |y1ptq � y2ptq| ¤ }w1 � w2}8 �K

» t

0

|y1psq � y2psq|ds
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Le lemme de Gronwall assure alors que

}y1 � y2}8 ¤ eK}w1 � w2}8.
Cela permet de conclure la continuité de l’application f . Par le théorème de Schilder, la
fonction de taux I associée à Pε se déduit de celle de Wε :

Ipzq � inf
w|fpwq�z

"
1

2

» 1

0

| 9w|2psqds
*
.

Par ailleurs, f est injective puisque si y � fpwq, alors

9yptq � bpyptqq � 9wptq.
Par ailleurs, il est aisé de voir que si w est dans H1, alors y � fpwq est aussi dans H1 en
appliquant à nouveau le lemme de Gronwall par le biais de

@t P r0, 1s 9yptq ¤ 9wptq �K|yptq| � bp0q ¤ 9yptq ¤ 9wptq �K

» t

0

| 9y|psqds� bp0q.

On a donc la conclusion : si z P H1, alors Ipzq est finie puisque son antécédent est
nécessairement dans H1 et l’expression est donnée par l’énoncé du théorème, sinon, I
vaut �8. �

Voici comment il faut comprendre ce résultat : lorsque ε tend vers 0, les trajectoires de
(5.4) qui ! comptent " sont celles qui sont proche du flot différentiel donné par le champ
de vecteur b puique la fonction de taux est d’autant plus petite que 9y � bpyq. On va
donner une traduction plus mathématique dans l’explication suivante.

On considère une fonction ϕ P H1 et les trajectoires notées xϕ solution de

@s P r0, T s 9xϕpsq � bpxϕpsqq � ϕpsq, xp0q � x0.

Ces trajectoires sont dites ! contrôlées "par le contrôle ϕ et bien sûr, si ϕ � 0, nous
obtenons une trajectoire du système différentiel 9x � bpxq. Si on considère l’ensemble des
trajectoires obtenues avec }ϕ}H1 ¥ δ ¡ 0, le résultat de grandes déviations nous donne
une évaluation de la probabilité de telles courbes, par la dynamique (5.4). Nous savons
alors que

Pε ptxϕ|}ϕ}H1 ¥ δ ¡ 0q À e�ε
�1δ lorsque ε ÝÑ 0.

À l’inverse, le tube de trajectoires telles que }ϕ}H1 ¤ δ ¡ 0 est de masse exponentiel-
lement proche de 1 lorsque ε tend vers 0. Attention, la structure des trajectoires dites
! probables "est décrite par la fonction de taux I, c’est-à-dire par le système dynamique
déterministe. Dans la suite, nous admettrons que lorsque la matrice Σ de covariance de-
vant le mouvement brownien est elliptique (minorée au sens des formes quadratiques par
c Id), alors la propriété suivante est satisfaite.

Proposition 5.2.1 On considère le système contrôlé 9xϕ � bpxϕq � Σϕ, alors ce système
est exactement contrôlable :

@px0, xT q P Rd � Rd Dϕ P Cp0, T q xϕp0q � x0 et xϕpT q � xT .

Par ailleurs, il est localement contrôlable en tout point si pour tout x0 de Rd et tout ε ¡ 0 :

Dpδε, tεq P R2
� @xT P Bpx0, δεq Dϕ P Cp0, tεq : xϕp0q � x0, xϕptεq � xT , Ipxϕq ¤ ε.
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Les lecteurs intéressés se réfèreront aux conditions dites de ! Kalman " dans le livre :
[C07] J.M. Coron Control and Nonlinearity, Mathematical Surveys and Monographs,
136, 2007.

Retenons qu’on a donc une grande flexibilité pour fabriquer des trajectoires pxϕq et
que nous mesurons le coût du contrôle au travers de Ipxϕq, c’est-à-dire dans la norme
L2pr0, T sq de 9ϕ, dès lors que bien sûr varphi P H1. Bien entendu, lorsque la matrice Σ
devient dégénérée, on rencontre des difficultés sur ces notions de contrôlabilité, ce qui fait
échos à la stricte positivité de la densité Ptpx, .q (c’est le même problème en réalité).

5.3 Grandes déviations des mesures invariantes

5.3.1 Description du problème

Nous rencontrons désormais dans le coeur de la théorie de Freidlin & Wentzell qui
permet une description complète de l’ ! algèbre " du générateur infinitésimal de (5.4)
lorsque ε ÝÑ 0, et ceci en utilisant des méthodes trajectorielles. La question traitée tout
d’abord, est moralement la question de l’obtention d’un principe de grandes déviations
lorsque l’horizon devient infini. Nous avons vu dans la partie précédente que nous obte-
nons le P.G.D. via le principe de contraction, principe qui s’applique aisément par des
arguments de type Gronwall, valables uniquement en temps fini. Cependant, on constate
que ce dernier point n’est plus faisable dès que l’horizon devient infini.

Là encore, un peu comme pour la démonstration de l’existence de mesures invariantes
pour le processus Markovien (5.4), la stratégie peut être double. Soit on utilise un critère
de tension pour établir l’existence de la limite de ε log µε, soit on utilise une description
trajectorielle pour obtenir le P.G.D. La première méthode est largement décrite dans
[P01] ou [FK06]. Pour être cohérent avec ce qui est fait pour la construction de mesure
invariante au chapitre 2, nous opterons plutôt pour une construction trajectorielle, issue
du chapitre 6 de [FW79].

5.3.2 Classe d’équivalence et quasi-potentiel

5.3.2.1 Définitions

Rappelons que la fonction de taux (appelée aussi fonctionnelle d’action) associée à un
horizon fini T est

IT pzq � 1

2

» T

0

| 9zpsq � bpzpsqq|2ds.
Nous donnons la définition suivante.

Définition 5.3.1 (Quasi-potentiel) Étant donnés x, y de Rd, on définit la fonction VT
par

VT px, yq :� inf tIT pzq | zp0q � x& zpT q � yu .
Enfin, le quasi-potentiel est

V px, yq :� inf
T¡0

VT px, yq.
C’est le coût minimal pour joindre x à y, et ce en s’autorisant des temps arbitrairement
grands.
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Bien entendu, si x et y sont sur la même courbe intégrale et que x est situé ! avant " y,
joindre x à y peut se faire à coût nul et dans ce cas, V px, yq � 0. Notons tout de même
que l’ordre est important et qu’on ne peut a priori pas renverser le temps : V py, xq � 0 :

V px, yq � 0 ÷ V py, xq � 0.

Notons que V est reliée à un principe de grandes déviations au travers de la proposition
suivante (non démontrée dans ce cours)

Théorème 5.3.1 ((Freidlin & Wentzell, Chapitre 4)) Étant donnés x, y de Rd :

V px, yq � lim
TÝÑ�8

lim
δÝÑ0

lim
εÝÑ0

�ε logPεx
�
τBpy,δq   T

�
,

où τBpy,δq est le premier temps de rentrée du processus pXεqt¥0 solution de (5.4) dans la
boule centrée autour de y de rayon δ.

Enfin, la fonction VT est solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi :

BVT px, yq
Bt � 1

2
|∇yVT px, yq| � xbpyq,∇yVT px, yqy � 0, (5.5)

avec V0px, xq � 0 et VT px, yq ¥ 0.
Il existe un parallèle entre le problème de contrôle donné dans VT et V , les équations

aux dérivées partielles d’Hamilton-Jacobi, et les processus de diffusion. Ce lien peut être
obtenu en effectuant une transformation de Hopf-Cole log pεtpx, yq � logpZq�Wtpx, yqε�1.
Les analystes ont alors développé un bataillon de méthodes pour effectuer les passages à
la limite εÑ 0 (solutions de viscosité). Voici un point d’entrée bibliographique.
[B94] G. Barles Solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi, Collection :
Mathématiques & Applications, Springer.
[CIL92] M. G. Crandall, H. Ishii and P.L. Lions User’s guide to viscosity solutions
of second order partial differential equations Bull. Amer. Math. Soc. 27, 1-67, 1992.

5.3.2.2 Résultats admis sur le quasi-potentiel

Nous allons donner une série de lemmes techniques qui sont vrais du moment que le
domaine d’évolution noté M est compact, que le drift b est Lipschitzien et la matrice de
diffusion non dégénérée. En réalité, ces lemmes peuvent rester vrai dans des situations plus
générales qu’il convient alors d’étudier plus minutieusement. Nous nous placerons plus bas
dans une situation où nous les considérons comme acquis dans le contexte d’étude.

Lemme 5.3.1 iq V p., .q est une fonction continue sur M �M et il existe L ¡ 0 tel que
si T � |x� y|, alors

VT px, yq ¤ L|x� y|.
iiq Pour tout γ ¡ 0 et tout compact K � M , il existe T0 tel que @px, yq P K on peut

trouver une trajectoire zϕ pour laquelle :

IT pzϕq ¤ V px, yq � γ avec T ¤ T0.

96



Preuve : Nous donnons la preuve du iq. On sait que la matrice de diffusion est non générée
et donc toutes les trajectoires sont admissibles : en effet, étant donnée une trajectoire z
telle que zp0q � x et zpT q � y, il suffit d’écrire que le contrôle ϕ vérifie

@t P r0;T s 9ϕ � σ�1r 9zptq � bpzptqqs,

pour constater que la trajectoire est admissible.
Nous considérons ensuite la trajectoire z affine entre x et y. Son équation est

zptq � x� y � x

T
t,

et vérifie bien la contrainte zp0q � x et zpT q � y. On constate alors que

IT pzq � 1

2

» T

0

| 9zpsq � bpzpsqq|2ds ¤ T
r1� }b}8s

2
.

Ce dernier point conclut la preuve du premier point et implique bien sûr la continuité de
la fonction V en le point de départ et le point d’arrivée par un petit jeu d’écritures sur
les inf. Par exemple, considérons px, yq P M2 et ε ¡ 0, on choisit δ � ε{L et on sait que
l’on peut joindre y à n’importe quel point de ỹ P Bpy, δq avec un coût inférieur à ε en un
temps au plus δ. Puis,

inf
T¡0

VT px, ỹq ¤ inf
T1¡0,T2¡0

rVT1px, yq � VT2px, yqs ¤ VT px, yq � ε.

On peut bien sûr effectuer le même raisonnement en retournant le rôle de y et ỹ pour
conclure à la continuité de V px, .q.

On laisse de côté le point iiq qui est nettement plus délicate et exploite la compacité
de K ainsi que la structure particulière des chemins affines entre deux points. �

Définition 5.3.2 (Classe d’équivalence) Si V px, yq � V py, xq � 0, on dit alors que
x � y. Cette relation est une relation d’équivalence qui ne dépend que du système dyna-
mique décrit dans b.

Le lemme suivant décrit la situation où l’ODE possède des ensembles ω-limite, c’est-
à-dire où les classes d’équivalence sont non triviales.

Lemme 5.3.2 S’il existe y0 � x0 avec y0 � x0, alors toute la trajectoire du système
dynamique 9x � bpxq initialisée en x0 appartient à la classe d’équivalence de x0.

5.3.2.3 Dynamique aléatoire autour des classes d’équivalence

Cette distinction de classe d’équivalence est décrite dans le lemme suivant.

Lemme 5.3.3 Pour toute classe d’équivalence compacte K � M (inclusion stricte), si
τ δK désigne le temps de sortie de VδpKq (δ-voisinage de K), alors pour tout γ ¡ 0, il existe
δ ¡ 0 et ε0 assez petit pour lequel

@ε   ε0 @x P K Eεx
�
τ δK

�   eγε
�1

.
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Autrement dit, c’est tout de même assez long de sortir de la classe d’équivalence dans K.
Preuve : On considère un point z qui est dans MzK et suffisamment proche de K si

L est défini dans le Lemme 5.3.1 :

dpz,Kq ¤ γ

3L
.

Considérons δ � dpz,Kq{2 et un δ voisinage de K contenant un point x. Notons x1 le
point de K le plus proche de x et y le point le plus proche de z qui est dans K.

D’après le Lemme 5.3.1, partie iiq, on sait que pour toute paire de points px1, yq P K,
il existe un chemin pϕtqtPr0;T s tel que

IT pϕq ¤ V px1, yq � γ{3,
et le temps nécessaire pour effectuer ce chemin ne dépend que de γ mais ne dépend ni de
x1, ni de y. Par ailleurs, comme tous les points de K sont équivalents, nous savons que

T ¤ T0pγq et IT pϕq ¤ γ{3.
Ensuite, le Lemme 5.3.1 permet également de compléter le chemin en joignant x à x1 et
y à z avec un coût inférieur à γ{6 et γ{3 en vertu du iq du Lemme 5.3.1.

La longueur totale (en temps) du chemin est majoré uniformément sur x P K et
z P VδpKq par T0pγq � γ{2 :� T̃0pγq et son coût est lui majoré par 5γ{6. Enfin, si le
chemin obtenu est de longueur (en temps) inférieure strictement à T̃0pγq, nous complétons
simplement la trajectoire par une courbe intégrale de l’ODE 9z � bpzq, courbe qui a un
coût nul.

Nous allons alors utiliser le principe de grandes déviations en temps fini pour obtenir
la majoration souhaitée. Remarquons que ϕ nous définit une trajectoire de sortie et que
tout tube de taille δ autour de ϕ sort également de VδpKq. Ainsi :

Pεxrτ δK   T̃0pγqs ¥ Pεx rBpϕ, δqs ,
où Bpϕ, δq est l’ensemble des trajectoires autours de ϕ, de longueur T̃0pγq et d’épaisseur δ
(au sens de la norme infinie). Le Théorème de grandes déviations de Freidlin & Wentzell
assure alors que

Pεx rBpϕ, δqs ¥ e�0.9γε�1

.

puisque 0.9γ ¡ 5{6γ et que le dernier terme de l’équation précédente minore donc le terme
obtenu dans l’équivalent du P.G.D. On en déduit donc que

Pεx
�
τ δK ¥ T̃0pγq

�
¥ 1� e�0.9γε�1

,

et finalement la propriété de Markov assure que

Pεx
�
τ δK ¥ nT̃0pγq

�
¥
�
1� e�0.9γε�1

�n
.

On peut alors en déduire une majoration du temps moyen de sortie : une intégration par
partie discrète montre que

Eεxrτ δKs ¤ T̃0pγq
8̧

n�0

Pεx
�
τ δK ¥ nT̃0pγq

�
¤ T̃0pγqe0.9γε�1

.
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On choisit alors ε assez petit pour ! manger " le T̃0pγq, cela conclut la preuve du lemme.
�

Par ailleurs, nous énonçons également une minoration des espérances de temps de
sortie au travers du résultat suivant.

Lemme 5.3.4 Si K est un compact et G un ensemble contenant K, alors il existe un
voisinage de g :� VδpKq tel que

Eεx
» τG

0

χgpXε
t qdt ¡ e�γε

�1

.

Enfin, nous pouvons minorer les temps de sortie de compact ne contenant pas de
classes d’équivalences (! ω-limit set ") :

Lemme 5.3.5 Si K est un compact ne contenant pas d’ω-limit set, alors il existe c et T0

tels que pour ε assez petit et T ¥ T0 :

@x P K Pεx rτK ¡ T s ¤ e�ε
�1cpT�T0q

Ces lemmes précédents illustrent la forte propention de la dynamique à suivre la
dynamique lorsque ε ÞÑ 0. Ils se démontrent tous les deux en fabriquant une trajectoire
dont le coût est connu, et tel que l’horizon est fini. On utilise alors le P.G.D. en temps
fini pour conclure. On consultera pour plus de détails le paragraphe 1 du chapitre 6 de
[FW79].

Par exemple, le Lemme 5.3.3 nous dit que le temps de sortie d’un attracteur est assez
long en moyenne. Le Lemme 5.3.4 assure que lorsqu’on sort d’un domaine, on passe la
plupart de son temps à l’intérieur du domaine et non à sa frontière. Enfin, le lemme 5.3.5
explique que lorsque ε est assez petit, la queue de distribution du temps de sortie d’un
ensemble sans attracteur est relativement petite.

5.3.3 Le retour de la châıne squelette

Nous nous plaçons dans une situation dynamique ergodique (voir chapitre 2, para-
graphe 2.2.3) où le générateur infinitésimal est uniformément elliptique. Ainsi, nous sa-
vons que les temps de retour dans les compacts sont finis p.s. Nous construisons alors la
châıne squelette en définissant l’ensemble compact de ! retour "en utilisant réellement la
structure dynamique supposée de l’ODE 9x � bpxq et du processus pXε

t qt¥0 lorsque ε ÝÑ 0.
Ainsi, nous effectuons l’hypothèse importante que dans l’ensemble de définition M , il

y a un nombre fini d’ensembles ω-limites K1, . . . , Kl tels que

1. Pour tout couple px, yq P Ki, x � y.

2. Si x P Ki et y P Kj avec i � j, alors x et y ne sont pas équivalents.

3. Tout ensemble ω limite de l’ODE est contenu entièrement dans un des compacts Ki.

Nous allons ensuite construire la châıne squelette en se basant sur la figure 5.1.
On définit ρ0 la distance minimale entre deux ensembles ω limites :

ρ0 :� inf
i�j

dpKi, Kjq,

et on considère une distance ρ1   ρ0{2.

99



K1� �
K2

�
K3

Bpz1, ρ0q

g1 g2 g3

z

ΓXε,z
τ 11pΓq

Xε,z
τ1pBgq

Xε,z
τ 12pΓq

Xε,z
τ2pBgq

U
U1

Figure 5.1 – Représentation graphique des voisinages gi autour des compacts Ki, le
processus pXε,x

t qt¥0, et la chaine squelette définie sur les compacts Ki.

Définition 5.3.3 (Ensembles pgiqi�1...k,Γ) Nous considérons des voisinages de chaque
Ki, notés gi tels que ces voisinages sont disjoints deux à deux :

gi :� Vρ1pKiq.
Par ailleurs, Γ est le complémentaire de la réunion des ρ0 voisinages de Ki :

Γ �Mz Yl
i�1 Vρ0pKiq,

et on définit Γi :� Vρ0pKiq les voisinages de Ki de taille ρ0 ¡ ρ1.

Remarque 5.3.1 Les ensembles U et U1 ne servent a priori a rien dans la situation où
l’espace M est compact. Ils peuvent avoir une importance lorsque M est naturellement
non borné et dans ce cas, U et U1 sont deux gros compacts pour lesquels le processus
possède des temps de retour avec moments exponentiels. Nous ne considèrerons pas ce cas
pour simplifier la présentation.

Définition 5.3.4 (Construction de la châıne squelette) Nous définissons alors la châıne
squelette en utilisant les ensembles pgiq et Γ. On définit la suite de temps d’arrêt

τ0 :� 0 et τ 1n :� inf tt ¥ τn | Xε
t P Γu

puis
@n ¥ 0 τn�1 :� inf

 
t ¥ τ 1n | Xε

t P Yl
i�1gi

(
.

Bien sûr, nous supposons dans la suite que le processus est ergodique, à ε fixé, et donc les
temps d’arrêts définis au dessus sont finis p.s. La châıne squelette est alors

@i P N Zε
i :� Xε

τi
.

Nous utiliserons la notation Qε pour sa matrice de transition.
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Nous allons exploiter cette châıne squelette, qui lorsque ε ÝÑ 0, se comporte comme
une châıne à espace d’états finis (les pgiqi�1...l). Nous allons alors nous servir des transitions
entre états de cette châıne pour en déduire une représentation de sa mesure invariante,
puis ensuite remonter à la mesure invariante de pXε

t qt¥0. Pour ce faire, nous définissons

Définition 5.3.5 (Coût de transition) On définit les coûts de transition

Ṽ pKi, Kjq :� inf
T¡0

tIT pϕq | ϕp0q P Ki et ϕp0q P Kj et @s P r0, T s ϕpsq R Yk�i,jKku

et bien sûr les extensions :

Ṽ px,Kjq :� inf
T¡0

tIT pϕq | ϕp0q � x et ϕpT q P Kj et @s P r0, T s ϕpsq R Yk�jKku

Ṽ pKi, yq :� inf
T¡0

tIT pϕq | ϕp0q P Ki et ϕpT q � y et @s P r0, T s ϕpsq R Yk�iKku

Ṽ px, yq :� inf
T¡0

tIT pϕq | ϕp0q � x et ϕpT q � y et @s P r0, T s ϕpsq R YkKku

L’intérêt de ces définitions se situe dans la proposition suivante qui donne une estima-
tion des transitions pour la châıne squelette.

Proposition 5.3.1 Les deux propriétés sont satisfaites :
iq Pour tout γ ¡ 0, on peut choisir ρ0 et ρ1 suffisamment petits tels que pour ε assez petit
et pour tout x dans gi :

e�ε
�1rṼ pKi,Kjq�γs ¤ Qpx, gjq ¤ e�ε

�1rṼ pKi,Kjq�γs

iiq Pour tout γ ¡ 0, on peut choisir ρ0 et ρ1 assez petits pour que pour tout x P Γ,

e�ε
�1rṼ px,Kjq�γs ¤ PεxrXε

τ1
P gjs ¤ e�ε

�1rṼ px,Kjq�γs

Preuve : On ne fait que la preuve du iq, puisque le iiq suit la même idée. On commence
par remarquer que si Ṽ pKi, Kjq � �8, cela signifie qu’il n’y a aucun moyen de joindre Ki

à Kj par une courbe continue sans passer par un autre ensemble Kk, avec k � i, j. Ainsi,
la châıne Zε ne peut effectuer la transition x ÞÑ Kj, ce qui répond alors implicitement à
l’affirmation de la proposition.

On étudie maintenant le cas où Ṽ px,Kjq   �8 en envisageant séparément les mino-
rations et majorations. On commence par remarquer que pour tous les ensembles tels que
Ṽ pKi, Kjq   �8, il y a nécessairement une courbe ϕi,j joignant Ki à Kj admissible (qui
n’intersecte pas les autres points stables) et telle que

ITi,jpϕi,jq ¤ V pKi, Kjq � γ

2
.

Le temps mis pour transiter peut être alors majoré par le maxi,j Ti,j �K :� T0, où K est
une constante assez grande qui ne dépend que de γ.

Si x P gi, nous pouvons joindre x à ϕi,j à coût inférieur à γ{4 du moment qu’on réduit
la taille du voisinage gi autour de Ki : en effet, si on considère le point de Ki (noté x1) le
plus proche de x, celui-ci est à distance suffisante pour assurer un coût inférieur à γ{4, il
pour cela de prendre ρ1 assez petit. Ensuite, on peut joindre à coût nul x1 à ϕi,jp0q car Ki
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est un ensemble ω-limite. Ceci est également vrai pour y P gj que l’on joint à l’extrémité
ϕi,jpT0q pour un coût inférieur à γ{4.

La courbe ainsi obtenue joint x à y avec un coût inférieur à V pKi, Kjq � γ. Bien
entendu, si j � i, on peut faire la même construction en forçant la courbe à sortir de Gi

puis revenir avec un coût plus petit que γ (ici V pKi, Kiq � 0).
Il est temps d’utiliser alors le P.G.D. à horizon fini pour un tube de trajectoires autour

de la trajectoire construite précédemment. On considère δ positif assez petit pour que le
tube Bpϕ, δq soit une trajectoire admissible : il sort de Γi, rentre dans Γj et touche
nécessairement gj avant le temps T0. Par ailleurs, δ peut être choisi assez petit pour que
le tube ne rencontre pas un autre ensemble Γk, avec k � i, j. Ainsi, nous obtenons

Qpx, gjq ¥ Pεx pBpϕ, δqq ¥ e�ε
�1rV pKi,Kjq�γs.

On obtient ainsi la minoration cherchée.
La majoration suit finalement la même idée que dans la preuve initiale du théorème

de Schilder. On sait d’après le Lemme 5.3.5 qu’il existe un temps T1 assez grand pour
lequel

Pεxrτ1 ¡ T1s ¤ e�ε
�1cT1{2 ¤ e�ε

�1rV pKi,Kjq�γ{2s.

Étant donné x dans gi, on considère toutes les courbes ϕ dont le temps de parcours est
au moins 2T1 et telles que

I2T1 ¥ Ṽ pKi, Kjq � γ{2.
Ceci est bien sûr trivialement possible. On notera Kx

2T1,Ṽ pKi,Kjq�γ{2 cet ensemble fermé de

trajectoires. On a alors

Qpx, gjq � Pεx
�
Xε
τ1
P gj

� � Pεx
�
τ1 ¡ T1, X

ε
τ1
P gj

�� Pεx
�
τ1 ¤ T1, X

ε
τ1
P gj

�
Par ailleurs, si τ1 ¤ T1, on en déduit nécessairement que la distance entre Xε

x et ϕ est
supérieure à ρ1 ¡ 0 car la trajectoire Xε atteint sa cible en T1 alors que toutes les
trajectoires ϕ de Kx

2T1,Ṽ pKi,Kjq�γ{2
! trainent " jusqu’au temps 2T1. On en déduit donc

l’inclusion :  
Xε
τ1
P gj et τ1 ¤ T1

( � !
d
�
Xε, Kx

2T1,Ṽ pKi,Kjq�γ{2

	
¥ ρ1

)
.

On peut alors appliquer le P.G.D. en horizon fini sur r0, 2T1s et obtenir que

Qpx, gjq ¤ e�ε
�1T1{2 � e�ε

�1rṼ pKi,Kjq�γ{2s ¤ 2e�ε
�1rṼ pKi,Kjq�γ{2s.

Quitte à choisir ε assez petit, nous voyons alors que la dernière probabilité peut être
majorée par e�ε

�1rṼ pKi,Kjq�γs en ! mangeant " le facteur 2 devant la probabilité. Cela
conclut la preuve de la proposition. �

5.3.4 Étude de la châıne squelette

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de tiu-graphe, notion classique en châıne
de Markov, puis exploitons cette notion au regard des encadrements des transitions obte-
nues précédemment.
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z1

z2

z3

z4

Figure 5.2 – Un exemple de tz2u-graphe.

Définition 5.3.6 (tiu-graphe) Considérons L un ensemble fini, et i P L un élément de
cet ensemble. Un tiu-graphe est un graphe orienté tel que

– Tout point de L possède exactement une seule arête sortante.
– Il n’y a pas de cycles dans le grpahe.
– De tout point de L existe une suite d’arêtes menant à tiu (état terminal du graphe).

Enfin, on note Gptiuq l’ensemble des tiu-graphes qu’on peut former sur l’ensemble fini L.

Un exemple de tiu-graphe est donné dans la Figure 5.2
Cette notion de tiu-graphe s’exploite par exemple pour décrire la mesure invariante

d’une châıne de Markov décrite par sa matrice de transition.

Proposition 5.3.2 (Mesure invariante d’une chaine de Markov et tiu-graphes)
Si on note P � ppi,jq1¤i,j¤L la matrice de transition d’une châıne irréductible, et si on
définit pour g un graphe orienté πpgq :

πpgq :�
¹

pmÑnqPg
pmn et @i P J1, LK Qi :�

¸
gPGptiuq

πpgq. (5.6)

Alors, la distribution invariante µ de la châıne de Markov est

µpiq � Qi

Ļ

j�1

Qj

.

Preuve : La preuve est très simple et classique. On cherche à vérifier que

@i P J1, LK Qi �
Ļ

j�1

Qjpji

On écrit simplement que

Qi �
Ļ

j�1

Qjpji � Qi

Ļ

k�1

pik �
Ļ

j�1

Qjpji � Qi

¸
k�i

pik �
¸
j�i

Qjpji.

On étudie alors le premier terme :

Qi

¸
k�i

pik �
¸

gPGptiuq
πpgq

¸
k�i

pik

Cette somme correspond à la somme des πpgq lorsque le graphe g parcourt l’ensemble des
graphes tels que :
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(A) Tout point de L est le point de départ d’une seule arête.
(B) Il y a exactement un seul cycle dans le graphe et celui-ci contient tiu.

De la même façon, le second terme est¸
j�i

Qjpji �
¸
j�i

¸
gPGptjuq

πpgqpj,i

et on tombe alors sur le même ensemble de graphes vérifiant les conditions (A) et (B). �
Le lemme suivant est totalement central et déduit des transitions obtenues dans la

proposition 5.3.1 et de la représentation de la mesure invariante donnée dans la proposition
précédente une estimation de la mesure invariante de chaque compact Ki (ensemble ω-
limite).

Lemme 5.3.6 (Encadrement de la mesure invariante) Si X est une châıne de Mar-
kov de transition Q dont l’espace d’état est partitionné en un nombre fini d’états pgiqiPJ1,LK

et supposons qu’il existe des poids positifs pi,j et un nombre a ¡ 1 tel que

@pi, jq P J1, LK2 @x P gi a�1pi,j ¤ Qpx, gjq ¤ api,j,

alors toute mesure invariante ν vérifie :

a2�2L Qi

Ļ

j�1

Qj

¤ νpgiq ¤ a2L�2 Qi

Ļ

j�1

Qj

,

où les Qi sont donnés par (5.6).

Preuve : Là encore, la démonstration est très simple. On appelle νpgiq le poids de l’en-
semble gi sous la mesure stationnaire ν de la châıne X et on considère la châıne de Markov
à espaces d’états fini formée par la suite des espaces gi visités. Nous utilisons alors comme
matrice de transition

@pi, jq P J1, LK2 qi,j � 1

νpgiq
»
gi

Qpx, gjqνpdxq.

On constate alors immédiatement (c’est la construction !) que pνpgiqqiPJ1,LK est invariante
pour la chaine à espace d’états finis. Par ailleurs, on a l’encadrement :

a�1pi,j ¤ qi,j ¤ api,j, (5.7)

en intégrant l’hypothèse sur x P gi et en utilisant la définition de qi,j. On applique alors la
proposition 5.3.2 à cette châıne lorsque π̃pgq et pQ̃iqiPJ1,LK sont définis avec les transitions
données dans pqi,jq. Ainsi, on obtient :

νpgiq :� Q̃i

Ļ

j�1

Q̃j

.
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En utilisant (5.7) dans l’égalité précédente, comme on sait qu’il y a L � 1 transitions
multipliées dans l’expression de π̃pgq, on a bien

a1�Lπpgq ¤ π̃pgq ¤ aL�1πpgq,

puis bien sûr
a1�LQi ¤ Q̃i ¤ aL�1,

et enfin
a1�L

Ļ

i�1

Qi

¤ 1
Ļ

i�1

Q̃i

¤ aL�1

Ļ

i�1

Qi

Cela permet alors de conclure à l’encadrement désiré. �

5.3.5 Comportement de la mesure invariante

Nous revenons désormais au problème initial qui concerne l’étude des grandes déviations
de la mesure invariante de la diffusion de drift b :

dXε
t � bpXε

t qdt�
?
εdBt.

Le point clef consiste à utiliser la représentation de la mesure invariante µε donnée dans
le chapitre 2 et les encadrements du lemme 5.3.6. Si on note g � Ygi et Γ �Mz Y Γi, on
peut utiliser la formule

µεpBq9
»
g

νεpdxqEεx
�» τ1

0

χBpXε
t qdt

�
:� υεpBq (5.8)

La quantité dont nous aurons besoin pour la suite est donc fondamentalement la fonction
W suivante.

Définition 5.3.7 (Fonction W ) Pour tout ensemble ω-limite Ki, on définit

W pKiq :� min
gPGptiuq

¸
pm ÞÑnqPg

Ṽ pKm, Knq (5.9)

Par ailleurs, on notera
W � � min

i�1...L
W pKiq

Nous donnons un premier résultat sans preuve (voir [FW79]).

Proposition 5.3.3 Si on définit V pKi, Kjq par

V pKi, Kjq :� inf tV px, yq | x P Ki, y P Kju ,

alors
W pKiq � min

gPGptiuq

¸
pmÞÑnqPg

V pKm, Knq.
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Ainsi, cette proposition assure qu’il n’est pas nécessaire d’éviter certains ensembles ω-
limites pour le calcul de W pKiq et que V peut se substituer à Ṽ . Nous en venons au
théorème central de ce chapitre

Théorème 5.3.2 (Comportement de la mesure invariante) La suite de mesures pµεqε¥0

satisfait un principe de grandes déviations : pour tout γ ¡ 0, il existe des ρ1 voisinages
Vρ1pKiq tels que si ε est assez petit :

e�ε
�1rW pKiq�W ��γs ¤ µεpVρ1pKiqq ¤ e�ε

�1rW pKiq�W ��γs.

Ainsi, la mesure invariante pµεqε¥0 charge principalement les ensembles Ki qui minimisent
la fonction W , et le ratio avec les autres ensembles ω-limite est exponentiellement grand
en ε�1.

Preuve : Toute la construction du paragraphe 5.3.4 et les estimations du paragraphe
5.3.2 et 5.3.3 seront utilisées ici. Fixons nous un γ positif. On cherche à utiliser la formule
donnant µε en fonction de la mesure invariante de la chaine squelette νε (donnée par υε).
Prenons γ1 ¡ 0 qu’on calibrera en fonction de γ en fin de preuve. Nous savons que les
transitions de cette chaine squelette satisfont d’après la proposition 5.3.1

@x P gi e�ε
�1rṼ pKi,Kjq�γ1s ¤ Qpx, gjq ¤ e�ε

�1rṼ pKi,Kjq�γ1s,

du moment que ρ1 et ρ0 sont choisis assez petit. On définit donc

pi,j :� e�ε
�1rṼ pKi,Kjqs,

et on constate que pour tout tiu-graphe g :

πpgq �
¹

pm,nqPg
pm,n � e�ε

�1
°
pm,nqPg Ṽ pKm,Knq

Un équivalent extrêmement simple montre alors que

Qi �
¸

gPGptiuq
πpgq � e�ε

�1W pKiqni,

où ni est le nombre de tiu-graphes réalisant le minimum. Par ailleurs, on constate aussi
que

Qi°L
j�1Qj

� n1ie
�ε�1rW pKiq�W �s,

où n1i est un réel minoré par 1 et majoré par L � 1 qui dépend du fait de réaliser le
minimum ou non. (C’est un détail mineur...) Nous en déduisons donc l’encadrement :

n1ie
�ε�1rγ1pL�1q�W pKiq�W �s ¤ νεpgiq ¤ n1ie

�ε�1r�γ1pL�1q�W pKiq�W �s

Nous regardons alors

υεpgiq �
»
Bg
νεpdxqEεx

�» τ1

0

χgipXε
t q
�
�
»
Bgi
νεpdxqEεx

�» τ 11

0

χgipXε
t q
�
.
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La dernière égalité a lieu car on ne peut passer du temps dans gi que si on part de gi,
et une fois qu’on a dépassé τ 11 on ne peut plus passer de temps dans gi. Par ailleurs, le
Lemme 5.3.4 assure la minoration

@x P gi Eεx

�» τ 11

0

χgipXε
t q
�
¥ e�γ

1ε�1

,

et le Lemme 5.3.3 donne la majoration

@x P gi Eεx

�» τ 11

0

χgipXε
t q
�
¤ Eεx rτ 11s ¤ eγ

1ε�1

.

On peut donc constater que

n1ie
�ε�1rLγ1�W pKiq�W �s ¤ υεpgiq ¤ n1ie

�ε�1r�Lγ1�W pKiq�W �s

Ainsi, en minorant par le terme où on réalise le minimum avec la fonction W :

υεpMq ¥
Ļ

i�1

υεpgiq ¥ e�ε
�1Lγ1 .

Par ailleurs,

υεpMq ¤
»
Bg
νεpdxqEεx rτ 11 � pτ1 � τ 11qs .

On utilise à nouveau la majoration de l’espérance de τ 11 par eγ
1ε�1

et ensuite la propriété
de Markov forte associée au Lemme 5.3.4 nous montre que l’espérance du temps de retour
dans gi est bornée, c’est à dire il existe une constante C ¡ 0 telle que

@x P g EεxEXτ 11 rτ1 � τ 11s ¤ C   �8.

Ainsi, on en déduit que pour ε assez petit :

υεpMq ¤ eγ
1ε�1

.

En normalisant alors υε, on retrouve donc µε la mesure de probabilités invariante et
on obtient l’encadrement :

nie
�ε�1rW pKiq�W ��pL�1qγ1s ¤ µεpgiq ¤ nie

�ε�1rW pKiq�W ��pL�1qγ1s.

On termine alors la preuve en choisissant γ1 � p2L � 2q�1γ, ε assez petit pour que les
entiers ni (compris entre 1 et L) soient mangés par e�ε

�1 γ
2 et les tailles de voisinages

nécessaires en découlent. �

5.4 Un peu plus sur le quasi-potentiel

5.4.1 Motivations et difficultés

En réalité, nous venons de voir le rôle clef de l’évaluation des transitions entre les
différents points au travers de la fonction V px, yq où x P M et y P M . C’est en effet
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ce quasi-potentiel qui permet de calculer une fonction de taux dans le P.G.D. pour les
mesures invariantes µε.

Il est très difficile de discuter en toute généralité de la valeur de V , et les situations sont
en général à prendre au cas par cas en fonction du drift b qui régit le système dynamique
9x � bpxq.

Lorsque la situation devient dégénérée (c’est à dire lorsque la matrice de covariance de-
vant la perturbation brownienne est non inversible), il convient de bien ajuster le problème
de contrôle de trajectoire, mais ce qui a été vu dans la section précédente reste valable
sous réserve de propriété de tension exponentielle pour assurer un P.G.D. en temps fini.

5.4.2 Équilibres instables

Le résultat suivant nous indique que dans la situation d’équilibres instables, ses com-
pacts ne sont pas chargés par la mesure invariante.

Lemme 5.4.1 Si Ki est instable, alors il existe un équilibre stable Kj tel que V pKi, Kjq �
0.

Preuve : On sait qu’il existe x R Ki tel que V pKi, xq � 0 puisque Ki est instable. On
considère alors une courbe intégrale initialisée de x. Cette trajectoire atteint un ensemble
ω-limite Kj. Par ailleurs, on sait que V pKi, Kjq � V px,Kjq. Si Kj est toujours instable,
on sait que l’on peut poursuivre la même stratégie pour arriver à un compact stable. �

On peut même démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.4.1 Les deux propriétés sont satisfaites.
iq Si Ki est un équilibre stable, on peut calculer W pKiq en se restreignant dans (5.9)

aux équilibres stables comme états du graphe.
iiq Si Kj est instable, alors

W pKjq � min
i
rW pKiq � V pKi, Kjqs

On n’effectuera pas la preuve de ce résultat qui exploite la structure d’tiu-graphe. Cepen-
dant, on constatera que nécessairement le iiq prouve que le minimum de W ne peut être
atteint que pour des compacts stables. C’est un résultat intuitif, mais qui mérite d’être
signalé.

Enfin, on énonce le théorème donnant la valeur de la mesure invariante autour de
n’importe quel point x.

Théorème 5.4.1 Définissons W sur M par

W pxq :� min
i
rW pKiq � V px,Kiqs

où le minimum est pris sur tous les équilibres stables Ki du système 9x � bpxq. Soit γ ¡ 0,
alors il existe une taille de voisinage ρ ¡ 0 assez petite telle que pour ε assez petit :

e�ε
�1rW pxq�W ��γs ¤ µεpVρpxqq ¤ e�ε

�1rW pxq�W ��γs
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5.4.3 Equation de Kolmogorov

Dans la situation particulière de l’équation de Kolmogorov, on étudie

dXε
t � ��∇UpXε

t qdt�
?
εdBt.

Le quasi-potentiel est alors donné par

V px, yq � inf
T¡0

"
1

2

» T

0

| 9zpsq �∇Upzpsqq|2ds, zp0q � x et zpT q � y

*
.

Considérons deux points x et y de M . Nous cherchons à calculer V px, yq, donc à majorer
et minorer sa valeur.

Nous savons que les attracteurs des ensembles Ki (ensemble ω-limite) forment une
partition de M . Ainsi, il est toujours possible de joindre x à y en enchâınant un parcours
explorant une suite de bassins d’attraction des différents équilibres pKiqi�1...l. La stratégie
est donc de majorer et minorer le coût pour transiter d’un équilibre Ki à un autre Kj

pour en déduire la valeur de V px, yq. Pour ce faire, il suffit de savoir contrôler le coût de
transition entre deux équilibres Ki et Kj qui ! communiquent ".

On sait enfin que partant de Ki, une fois atteint le bassin d’attraction de Kj, il suffit
de laisser ! descendre " le flot différentiel 9z1 � bpz1q pour atteindre Kj. Pour sortir d’un
bassin d’attraction de Ki, une méthode optimale consiste à inverser le flot différentiel,
c’est-à-dire à choisir un contrôle qui permet de remonter le temps dans 9z � �∇Upzq.
En effet : considérons ϕ le contrôle construit implicitement ainsi. Pour η ¡ 0 assez petit,
x P Ki et une direction de sortie ÝÑu P TxpMq : on considère une trajectoire contrôlée xϕ
solution de

9xϕptq � �∇Upxϕptqqdt� 9ϕptq,
avec 9xϕp0q � x P Ki et

@s P r0; ηs : 9ϕpsq � ÝÑu @s ¥ η : 9ϕpsq � 2∇Upxϕptqq.

Il est facile de calculer le coût d’une telle trajectoire :

IT pϕq � 1

2

» T

0

| 9ϕpsq|2ds � η

2
}ÝÑu |2 � 2

» T

η

|∇Upxϕptqq|2dt.

Mais on sait aussi que dans ce cas, on a

9xϕptq � �∇Upxϕptqq � 2∇Upxϕptqq � ∇Upxϕptqq.

Ainsi,

IT pϕq � η

2
}ÝÑu |2 � 2

» T

η

x 9xϕptq,∇Upxϕptqqydt � η

2
}ÝÑu |2 � 2 rUpxϕpT qq � Upxϕpηqqs .

En prenant la limite lorsque η tend vers 0, on constate que le coût limite de la trajectoire
est

IT pϕq � 2 rUpxϕpT qq � Upxqs .
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Puis, lorsque T tend vers 8, on constate que le coût obtenu est égal à 2 fois l’élévation
(au sens de U) du chemin ainsi formé entre le point col atteint et le point de départ.

En suivant une telle stratégie, on constate donc que l’on peut joindre tout point x de
M à tout point y de M avec un coût qui est inférieur à la quantité suivante :

V px, yq ¤ inf
ϕ:ϕp0q�x, ϕp8q�y

�
sup
t
Upxϕptqq � Upxq

�
.

Notons qu’en réalité, cette inégalité est une égalité en vertu de la remarque suivante :
pour tout chemin ϕ joignant x à y, on a :

| 9ϕ|2 � | 9xϕ �∇Upxϕq|2 � | 9xϕ|2 � |∇Upxϕq|2 � 2x 9xϕ,∇Upxϕqy ¥ 2x 9xϕ,∇Upxϕqy.

Ainsi, quel que soit le chemin utilisé, le coût est toujours minoré par

IT pxϕq ¥ 2

» t�

0

xx,∇Upxϕqpsqds,

où on note t� le point le plus haut (au sens du potentiel U) franchi par la trajectoire
joignant x à y. Ce raisonnement permet alors de conclure à la proposition suivante.

Proposition 5.4.2 Pour la diffusion de Kolmogorov sur M , on a

V px, yq � inf
ϕ:ϕp0q�x, ϕp8q�y

�
sup
t
Upxϕptqq � Upxq

�
.

Le lecteur intéressé consultera [FW79] pour un exemple plutôt contre-intuitif où le
potentiel n’est pas continu, ce qui implique une étrangeté dans la concentration de la
mesure pµεqε¥0 lorsque ε ÝÑ 0. De même Nous omettons dans ce chapitre la description
de la décomposition de l’évolution en cycle de temps exponentiellement longs par rapport
à ε et renvoyons à la section 6 du chapitre 6 de [FW79].

5.5 Description du spectre à basse température

5.5.1 Hypothèses

Processus Nous considérons à nouveau une diffusion Markovienne de drift b qui est
elliptique, de générateur infinitésimal Lε :

Lε � bpxqBx �
?
ε

2
∆x

L’opérateur Lε est réversible par rapport à sa mesure invariante µε.
L’objectif est de décrire le comportement lorsque ε ÞÑ 0 du spectre de Lε. C’est bien sûr

une question en soi qui est théoriquement intéressante, mais c’est aussi quelque chose qui
a des applications pratiques importantes puisque nous avons vu chapitre 2 que parfois, ce
spectre donne une information sur la vitesse de convergence à l’équilibre pour un opérateur
auto-adjoint.
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Espace d’états et hypothèse de rappel On considère à nouveau le cas où l’espace
d’états M est compact. On considère dans M un ensemble D où le processus va passer
la plupart de son temps, c’est-à-dire : lorsque le processus pXtqt¥0 n’est pas dans D,
il y retourne avec des temps qui possèdent des moments exponentiels. Bien sûr, nous
avons vu dans un paragraphe précédent (Lemme 5.3.5) que si on considérait un compact
K ne contenant aucun ω-limit set, les temps de sortie de K possédaient des queues de
distribution exponentiellement petites. Ainsi, l’ensemble D qui nous intéressera est celui
qui contiendra tous les équilibres stables du drift b.

Par ailleurs, pour quantifier l’hypothèse de retour dans D, nous allons supposer l’exis-
tence d’une condition de Lyapunov.
pHRDq : Il existe une fonction W et α ¡ 0 telle que

min
M

W ¥ 1 Dε0 ¡ 0 @ε   ε0 LεW ¤ �αW � b1D

Cette hypothèse n’est vraiment pas restrictive. En général, dès qu’on trouve une fonction
de Lyapunov qui marche pour une certaine valeur de ε, elle marche encore mieux pour les
ε plus petits.

Idée Nous allons procéder à une étude qui étudiera deux situations : soit le processus est
dans D et le générateur possède dans D un trou spectral qu’on définira et évaluera, soit le
processus vit dans le complémentaire de D et à nouveau, on connaitra une asymptotique
pour son trou spectral. Pour formaliser ces notions de ! trou spectral " dans une zone
ou une autre, il est impératif de raisonner plutôt en terme d’inégalités de Poincaré qu’en
termes de fonctions propres de l’opérateur. Ceci en effet est moins difficile que de concevoir
un raisonnement où l’on imposerait des contraintes sur BD aux fonctions tests manipulées.

Enfin, nous allons constater que la constante de Poincaré dans D est bien plus grosse,
lorsque ε ÝÑ 0 que celle associée à Dc. Ainsi, même si dans un premier temps notre
majoration semblera grossière (voir section suivante), elle sera en réalité suffisante pour
porter l’asymptotique de la première valeur propre de Lε sur M tout entier.

5.5.2 Inégalités de Poincaré et partition de l’espace

Nous allons étudier la faisabilité d’une inégalité de Poincaré sur M à partir d’inégalité
de Poincaré sur D et Dc. Rappelons qu’on appelle inégalité de Poincaré le fait d’avoir
l’existence d’une constante CP vérifiant :

@f P L2pµq V arµpfq ¤ CP

»
Γpf, fqdµ,

et que dans ce cas, l’opérateur �L admet comme seconde plus petite valeur propre CP
�1

(voir chapitre 2). Une première relation est aisée entre les différentes constantes.

Proposition 5.5.1 Si la restriction de pL, µq à D (resp. Dc) satisfait une inégalité de
Poincaré de constante CD

P (resp. CDc

P ), alors on a

CP ¥ CD
P _ CDc

P
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Preuve : On considère une fonction f portée par D uniquement réalisant l’égalité dans
l’inégalité de Poincaré, et on appelle ZD � µpDq (resp. Zc

D � µpDcq). On sait alors que
µD :� µ1D{ZD vérifie

V arµDpfq � CD
P

»
Γpf, fqdµD.

Comme f est également une fonction de M (prolongée par 0 en dehors de D), on sait
que :

V arµpfq � CP

»
Γpf, fqdµ.

Mais la variance de f pour µ est la même que celle pour µD. On en déduit alors que
CP ¥ CD

P . On procède de même pour le complémentaire de D. �
Le sens opposé permettant de majorer la constante CP par les constantes CD

P et CDc

P

est nettement plus ardu. Nous allons considérer l’ensemble Dr défini par

Dr :� tx PM | dpx,Dq   ru .

Nous établissons alors le théorème suivant.

Théorème 5.5.1 (Cattiaux, Guillin) Si L satisfait l’hypothèse de Lyapunov pHRDq
ainsi qu’une inégalité de Poincaré de constante CD

P sur Dr, alors L satisfait une inégalité
de Poincaré sur M � D YDc de constante CP majorée par

CP ¤
�

4

α
� CD

P rM � 2s



pour M ne dépendant que de D et r.

Preuve : La démonstration est en trois parties.

Étape 1 : Étant donné une fonction f de M suffisament régulière, et une constante c
quelconque, on sait que

V arµpfq ¤
»
M

pf � cq2dµ,

puisque V arµpfq est l’infimum en c dans l’inégalité précédente. Nous allons exploiter
pHRDq en remarquant que dans D, on sait que �LW ¤ W , ce qui se traduit également
par �LW

W
¤ 1.

Étape 2 : Notons g � f � c, et remarquons alors que comme L est réversible dans
L2pµq, on peut faire intervenir W ! artificiellement " ainsi :

x�LpW q, g
2

W
yµ � �xW,L

�
g2

W



yµ

Et bien sûr, en utilisant la relation Lph1h2q � Lph1qh2 �Lph2qh1 � 2Γph1, h2q, on obtient

Lpg2q � L
�
g2

W
�W



� L

�
g2

W



W � LpW q g

2

W
� 2Γ

�
g2

W
,W



.
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Ainsi

x�LpW q, g
2

W
yµ � �

»
LpW q g

2

W
dµ

�
» �

�Lpg2q � L
�
g2

W



W � 2Γ

�
g2

W
,W


�
dµ

�
» �

L
�
g2

W



W � 2Γ

�
g2

W
,W


�
dµ

� xL
�
g2

W



,W yµ � 2

»
Γ

�
g2

W
,W



dµ

� xLpW q, g
2

W
yµ � 2

»
Γ

�
g2

W
,W



dµ

On obtient donc :

x�LpW q, g
2

W
yµ �

»
Γ

�
g2

W
,W



dµ �

»
∇x

�
g2

W



∇xWdµ.

Puis, en calculant rapidement la forme de Dirichlet en utilisant son caractère de dérivation,
on obtient

Γ

�
g2

W
,W



� g

W
Γpg,W q � gΓ

� g

W
,W

	

� g

W
Γpg,W q � g

W
Γpg,W q � g2Γ

�
1

W
,W




� 2
g

W
Γpg,W q � g2

W 2
ΓpW,W q.

La dernière égalité a lieu tout simplement car

Γ

�
1

W
,W



� ∇

�
1

W



∇W � �|∇W |2

W 2
.

Finalement, on en déduit en utilisant à nouveau Γph1, h2q � ∇h1∇h2 que

Γ

�
g2

W
,W



� �

��� g
W

∇W �∇g
���2 � Γpg, gq ¤ Γpg, gq

Étape 3 : On considère donc g � f � c et on va appliquer l’inégalité précédente.
Considérons la fonction plateau notée χ qui est C8 de M telle que χ � 1 sur D, χ � 0
sur Dc

r et 0 ¤ χ ¤ 1. On a alors pour tout a ¡ 0 :»
g2dµ �

»
rgχ� gp1� χqs2 dµ

¤ r1� as
»
g2χ2dµ�

�
1� 1

a

� »
g2p1� χq2dµ

¤ r1� as
»
Dr

g2dµ�
�

1� 1

a

� »
g2p1� χq2�LW

αW
dµ

¤ r1� as
»
Dr

g2dµ� 1

α

�
1� 1

a

� »
Γpgp1� χq, gp1� χqqdµ.
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On utilise à nouveau une majoration du double produit dans Γph1h2q par

Γph1h2q � h2
1|∇h2|2�h2

2|∇h1|2�2h1h2∇h1∇h2 ¤ h2
1∇h2

2r1�bs�h2
2∇h2

1, r1�1{bs @b ¡ 0

et comme χ P r0, 1s, on obtient»
Γpgp1� χq, gp1� χqqdµ ¤ r1� bs p1� χq2Γpg, gq � r1� 1{bs g2Γpχ, χq

On pourrait sans doute chercher à optimiser en a et b ces inégalités, mais quoi qu’il en
soit, en prenant brutalement a � b � 1, on obtient»

g2dµ ¤ 4

α

»
Dc

Γpg, gqdµ� 4

α

»
DcXDr

}Γpχ, χq}8 g2dµ� 2

»
Dr

g2dµ

¤ 4

α

»
Dc

Γpg, gqdµ� 4

α
r}Γpχ, χq}8 � 2s

»
Dr

g2dµ

On choisit alors c tel que µDrpgq � 0 et on applique l’inégalité de Poincaré de constante
CD
P pour obtenir que»

g2dµ ¤ 4

α

»
Dc

Γpg, gqdµ� CD
P r}Γpχ, χq}8 � 2s

»
Dr

Γpg, gqdµ.

Finalement, on en déduit que

V arµpfq ¤
�

4

α
� CD

P r}Γpχ, χq}8 � 2s

»

Γpg, gqdµ.

�
Nous savons que pour Lε sur M , la première valeur propre λε1 est donnée par l’inverse

de la constante CP , du fait de la symétrie de Lε dans  L2pµεq. Dans la suite, nous noterons
λε1,D (resp. λε1,Dc) la première valeur propre non nulle de �Lε dans  L2pµDε q (resp.  L2pµDcε q),
restriction à D des fonctions précédentes.

5.5.3 Estimation du spectre

La proposition 5.5.1 associée au théorème 5.5.1 montrent que

1

λε1,Dc
_ 1

λε1,D
¤ Cε

P :� 1

λε1
¤ 4

α
� 1

λε1,D
rM � 2s

5.5.3.1 Représentation de la première valeur propre

Par ailleurs, on possède un moyen efficace pour étudier le comportement asymptotique
de λε1,D et λε1,Dc . On a en effet le résultat suivant :

Proposition 5.5.2 (Khas’minskii) Étant donné un domaine U compact de frontière
BU régulière, ainsi qu’un opérateur elliptique L qui agit sur les fonctions positives, C8pUq
nulles sur BU . Si on note pXtqt¥0 le processus de Markov de générateur L et si on note τU
le premier temps de sortie de U , alors λ1 la plus petite valeur propre de �L est donnée
par

λ1 � sup
 
β ¡ 0 | Ex

�
eβτU

�   8, @x P U( .
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La preuve est omise (il s’agit principalement d’appliquer la formule de Dynkin à E
�
eλτUfpXτU q

�
)

et pourra être consultée dans :
[K59] R. Z. Khas’minskii On Positive Solutions of the Equation AU �V U � 0, Theory
of Probability & Its Applications 1959, Vol. 4, No. 3, pp. 309-318.

5.5.3.2 Étude sur Dc

L’utilisation de cette propriété permet alors de décrire le comportement de la première
valeur propre λε1,Dc lorsqu’on est dans un domaine qui ne contient aucun ω-limit set pour
le drift b. En réalité, le comportement semble assez limpide en vertu du résultat donné par
le Lemme 5.3.5. En effet, nous savons que les queues de distribution du temps de sortie
de Dc sont au plus exponentiellement petites :

Pεx rτDc ¥ T s ¤ Ce�ε
�1cT

pour C une constante assez grande indépendante de ε et T . Ainsi, on sait que de nombreux
moments exponentiels du temps τDc sont intégrales :

@β   cε�1 Ex
�
eβτDc

�   �8.

Cela prouve donc immédiatement que

λε1,Dc ¥ cε�1,

où c est donné par le Lemme 5.3.5. En réalité, on peut même être plus précis en vertu du
résultat suivant énoncé sans démonstration.

Théorème 5.5.2 (Freidlin & Wentzell) Si Dc ne contient aucun ensemble ω-limite,
alors

λε1,Dc � rc1 � op1qsε�1, lorsque ε ÝÑ 0,

avec

c1 � lim
TÝÑ�8

1

T
min tIT pϕq | ϕpsq P Dc, @s P r0, T su .

Notons que lorsque le drift b dérive d’un potentiel U , c’est-à-dire lorsque b � �∇U , la
constante c1 est connue explicitement, et on peut démontrer qu’alors

c1 � min
xPDc

1

2
}∇Upxq}2.

Cela correspond en réalité à trouver le point x dans Dc pour lequel il est le moins couteux
de rester stationnaire. Cette stationnarité est obtenue bien sûr en choisissant un contrôle
ϕ � �∇Upxq. Le coût d’un tel contrôle est alors T {2}∇Upxq}2. Par ailleurs, on constatera
que la constante de Poincaré dans le secteur Dc est alors très petite :

CDc

P � 2εmax
xPDc

}∇Upxq}�2.

Ceci est évidemment d’autant plus petit que le potentiel U est bien! coercif " en dehors
de ses minima.
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5.5.3.3 Étude sur D

Nous allons voir que si le temps de sortie de Dc est très court, il n’en est absolument
rien du temps de sortie de D. Cela implique donc des asymptotiques très différentes pour
λε1,Dc et λε1,D lorsque ε ÝÑ 0. Nous avons vu précédemment que dans l’ensemble D, le
système dynamique est très proche, lorsque ε est petit, de la dynamique d’une chaine de
Markov à espaces d’états finis, dont les transitions sont données par

pi,j :� e�ε
�1Ṽ pKi,Kjq

ou éventuellement
pi,8 :� e�ε

�1Ṽ pKi,BDq.

Nous allons donner une dernière définition.

Définition 5.5.1 Gpkq désigne l’ensemble des graphes orientés sur tK1, . . . , Kl, BDu dont
l’état terminal est un sous-ensemble de taille k. On définit alors

V pkq � min
gPGpkq

¸
mÑnPg

Ṽ pm,nq.

On peut alors énoncer le théorème suivant.

Théorème 5.5.3 (Wentzell, 1973) La valeur propre λε1,D de �Lε est logarithmique-
ment équivalente à

λε1,D � e�ε
�1rV p1q�V p2qs.

Plus généralement, les autres valeurs propres sont telles que

λεi,D � e�ε
�1rV piq�V pi�1qs.

En particulier, ce théorème dit que la constante de Poincaré est beaucoup plus grosse
sur D que sur Dc puisque cette fois :

CD
P � eε

�1rV p1q�V p2qs ¡¡ ε.

Ainsi, nous avons obtenu un théorème un peu plus général en utilisant le théorème 5.5.1
puisque la constante de Poincaré CD

P prend le pas sur CDc

P lorsque ε est petit. Ainsi :

Théorème 5.5.4 Si Lε est un générateur infinitésimal elliptique sur M défini par (??),
et tel que M contient au moins un équilibre stable pour b, alors la première valeur propre
non nulle de �Lε vérifie

λε1 � e�ε
�1rV p1q�V p2qs. (5.10)

On peut par ailleurs donner une expression plus explicite de ce trou spectral lorsque
le drift b dérive d’un potentiel et que le processus suit une équation de Kolmogorov. Dans
ce cas, on peut travailler un peu l’expression donnée dans [?] puisque nous avons vu dans
le paragraphe 5.4.3 que les termes V étaient plus explicites qu’il n’y parait. Notons enfin
que le travail
[HKS89] R.A. Holley, S. Kusuoka, D.W. Stroock Asymptotics of the Spectral Gap
with Applications to the Theory of Simulated Annealing, Journal of Functional Analysis,
83, 333-347.
retrouve l’asymptotique du trou spectral en utilisant une formulation variationnelle as-
sociée à la première valeur propre.
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Théorème 5.5.5 (Wentzell, 1973, Holley, Kusuoka, Stroock 1989) Si U est un po-
tentiel de minimum 0 sur M tel que b � �∇U et si Hpx, yq est défini par l’élévation
minimale pour joindre x à y :

Hpx, yq :� inftmax
tPr0,1s

Upϕptqq, ϕp0q � x, ϕp1q � yu,

alors
lim
εÝÑ0

ε log λε1 � �m,
où m � maxx,yrHpx, yq � Upxq � Upyqs.

5.5.3.4 Retour sur le recuit simulé

Il est relativement tentant de revenir alors à l’étude d’un algorithme stochastique
exploitant la propriété de minimisation globale de U au travers du comportement asymp-
totique de µε. Nous renverrons aux travaux
[M92] L. Miclo Recuit simulé sur Rn. Étude de l’évolution de l’énergie libre, Annales de
l’Institut Henri Poincaré (B), 28 (2), 235-266.

pour une étude étudiant l’évolution conjointe de εptq ÝÑ 0 avec le processus pXεptq
t qt¥0.

Cependant, de par sa nature symétrique, le semi-groupe basé sur Lε possède une
convergence exponentielle donnée par sa constante de Poincaré Cε

P et la convergence de
µεt vers µε est en

vεptq :� e�2tλε1 � e�2te�ε
�1m

.

Ainsi, lorsque ε tend vers 0, le temps caractéristique pour faire baisser la norme 2 (et
également l’entropie) entre µεt et µε est en eεm. Si l’on procède alors à un schéma de
décroissance de température ε par palier, en choisissant par exemple εk � k�1, on consta-
tera que le temps admissible pour le palier k est en Tk � emk.

À l’inverse, au temps de l’algorithme t � T1 � . . . Tk � emk, la variance ε correspond
à 1{k, c’est à dire

εptq � m

log t
.

Précisément, un résultat établi dans [M92] en version ! évolution continue " (par opposi-
tion à évolution par palier) de t ÞÝÑ εptq en c logptq�1 avec c ¡ m assure la convergence

de pXεptq
t qt¥0 vers le minimum global de U .
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