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Chapitre 1

Stabilisation des chaines de Markov

1.1 Espace d’état finis

1.1.1 Quelques notations et définitions

Notation 1.1.1 (Espace d’états) On note E 'espace d’états fini de cardinal N.

Définition 1.1.1 (Transitions @) (X,), est une chaine de Markov homogéne a valeurs
dans E de matrice de transition @), c’est-a-dire

P[Xn+1 = j|Xn = Z] = Qu

Dans tout ce paragraphe, on supposera que (X, ), est une chaine irréductible, c’est a
dire
V(z,y)e £ An,, | Qyyv > 0.

Remarque 1.1.1 Comme E est fini, la chaine est donc récurrente puisqu’irréductible.

Notation 1.1.2 (P, et E,) On notera dans toute la suite P, et E, les probabilités et
espérances conditionnellement au fait que Xq est initialisée avec une loi .

Notation 1.1.3 (ug) De méme, pour toute fonction réelle g définie sur E, ug est la
moyenne de g selon p :

pg = > p(@)g(x).

zel

Notation 1.1.4 (uQ) La multiplication a gauche de Q par un vecteur u de RN corres-

pond a
N

Vie [LN]  (uQ)(j) = D, nl(i)Qiy

i=1

Cette notation prend particuliecrement du sens lorsque p est une distribution de probabi-
lités puisqu’alors @) correspond a la loi de X; lorsque Xy ~ pu.
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Notation 1.1.5 (Qf) Lorsque f est une fonction de E, Qf désigne la multiplication a
droite de Q) par f :

Vee B (Qf)(z) = zn] Qui f(J)

Cette notation désigne principalement 'image de f par ) : c’est-a-dire la moyenne de
f(X1) conditionnellement a Xy = z.

Dans tout ce cours, on s’intéressera au comportement en temps long de la chaine
(Xn)n, de sa mesure p, := u@Q", et ce quelle que soit l'initialisation de Xj.

Définition 1.1.2 (Mesure invariante w) On notera m une mesure invariante de (X,)nen
une distribution de probabilités vérifiant I’équation de point fize

Q) = .
On se retreindra par la suite aux situations ou ™ n’est pas uniformément nulle.

Lorsque F est fini et irréductible, nous montrerons qu’il existe une et une seule mesure
invariante pour la chaine de Markov. Ce genre de résultat se généralisera dans des solutions
plus générales sous d’autres conditions. Enfin, I’étude de la stabilité de (X,,)nen consiste
a regarder d(pu,, ) lorsque n — +o0.

1.2 Mesures invariantes (F fini)

Lemme 1.2.1 (Existence de mesure invariante, cas fini) Lorsque E est fini, il y a
toujours existence de mesure invariante pour la chaine de Markov homogene de transition

0.

Preuve : La démonstration est assez simple. On considere la suite v,, définie par

1 &
n = Qk
v, nl;/.t

(Vn)nen est une suite de mesures de probabilités sur E. Comme E est fini, le simplexe Sg
des probabilités sur E est fermé et borné donc compact. On peut donc extraire de (v, )nen
une sous-suite convergente vers v,,. Cette mesure de probabilités satisfait

Voo = Ve,
en passant a la limite dans le calcul de v, puisque v,Q) = v,, + %[}LQ” — 1] Q. O

Lemme 1.2.2 Si Q) est irréductible, alors toute mesure invariante 7 satisfait w(x) >
0,Vre E.

Preuve : On sait que 7 est une mesure de probabilités donc 3z € E tel que w(xy > 0. Par
ailleurs, pour tout y € F, on a toujours un chemin joignant zy a y en un nombre fini n,, ,
d’étapes puisque la chaine est irréductible. Puis, on sait que 7 = 7Q¥, pour tout entier k.
Donc

m(y) = (rQ"0¥)(y) = m(0)Q 0" (w0,y) > 0.

Cela permet de conclure la preuve. O



Définition 1.2.1 (Forme de Dirichlet) Etant donnée une mesure w, on définit la forme
de Dirichlet associée a la chaine () comme

() =5 O QI ~ O = B ([F(X) ~ F(X0)P)

(z,y)eE?

Lemme 1.2.3 Si f est une fonction harmonique (i.e. vérifiant Qf = f) et si la chaine
est irréductible, alors f est constante.

Preuve : On sait que 7 > 0 sur F puisque la chaine est irréductible. On calcule la forme
de Dirichlet :

26(f) = E.f3(X1) +E,f2(Xo) — 2E, f(X1) f(Xo)
= 2[nf? —=(f(Qf))]
= 2[nf? —=(f?)]
=0

Par ailleurs, si Q(z,y) > 0, alors f(z) = f(y) puisque E(f) = 0. Par ailleurs, pour tout
couple z,y, on peut trouver un chemin joignant x a y pour la transition () et dans ce cas
f(z) = f(y). Autrement dit, f est constante. o

En utilisant le lemme précédent, on peut alors déduire le théoreme important d'unicité
de mesure invariante.

Théoreme 1.2.1 St E est fini et QQ irréductible, il existe une unique mesure invariante
pour la chaine.

Preuve : On sait qu’une mesure invariante au moins existe d’apres le Lemme 1.2.1. Toute
mesure invariante vérifie 7 = 7Q et donc 7t est un vecteur propre de Q! associé a la valeur
propre 1.

Par ailleurs, le lemme 1.2.3 nous montre que ’espace propre associé a la valeur propre
1 de @) est de dimension 1 et ne contient que les fonctions constantes. Ainsi, comme
et Q' ont des espaces propres qui ont les mémes dimensions, on en déduit que 'espace
propre de Q! associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. Ainsi, il n’y a qu’une mesure
invariante puisque dans cet espace, il y a au plus une mesure de probabilités. =

On peut donner d’autres preuves de ce résultat en utilisant un argument de retour-
nement du temps. On y reviendra durant la description de 'algorithme de Metropolis-
Hastings.

Quelques petites illustrations :

Exercice On considére une chaine sur un espace £ = {0,1} a deux éléments pour

laquelle
l—a a
Q:( b 1—b)'

1/ Identifier la mesure invariante.
2/ On initialise la chaine sur la loi g. Démontrer que

(X, — 0) = — +(1—a—b)"<u(0)— b )

a-+b a+b

3/ Retrouver la mesure invariante par le biais

3



1.3 Convergence (FE fini)

Cette section aborde la question fondamentale de la convergence vers sa mesure sta-
tionnaire d’un processus irréductible et récurrent.

1.3.1 Ergodicité

Le premier résultat décrit une convergence au sens de Cesaro.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme ergodique) i) Pour toute loi initiale u, si E est fini et
Q@ wrréductible, alors les moyennes empiriques p, = %22:1 puQF convergent vers .
it) De méme, pour toute fonction f, on a

1 n
Unf IZ—ZQkf—>7Tf lorsque n — +00.
n
k=1

Preuve : i) On sait que les valeurs d’adhérence de (i, )nen sont invariantes, et comme il
n'y a qu’une seule mesure invariante, on en déduit la convergence de (i, )nen vers .

i1) De méme, en considérant f : E — R, on constate que les limites possibles de v, f
sont nécessairement harmoniques donc constantes. (v, f)nen vit dans un espace compact
puisque

sup Qf () = sup Y Quy f(y) < |f -

zeE rel yeE

Considérons une extraction ¢ telle que v,,)f — ¢, ou ¢ est une constante. On sait
que T7QF = 1 donc TVpm)f = mf. Si on passe a la limite dans I'égalité précédente, on en
déduit alors par convergence dominée que v, () f — mc = c¢. Finalement, ¢ = 7 f. =

Il est difficile d’obtenir plus méme dans le contexte ou E est fini puisque si on se place

sur {0,1} avec comme matrice @) = , on ne peut espérer une convergence en loi

0 1
10
vers la loi uniforme sur {0, 1} puisque (Xs,), et (Xap+1), oscille en loi entre dx, et d1—x,.
1.3.2 Apériodicité

Définition 1.3.1 On note M, ; := {n >0 | ri> O} On définit la période d’un point

t comme le plus grand commun diviseur de M, ;.

Lorsque @ est irréductible, tous les points ont la méme période. Sinon, ce résultat au sein
de chaque classe d’irréductibilité.

Définition 1.3.2 (Apériodicité) On dit que Q) est une chaine apériodique si la période
de la chaine est 1.

En fait, I’hypothese d’apériodicité + irréductibilité est équivalente a I’hypothese d’irréductibilité
forte :
Ing >0 Vn=ny Y(z,y) € E? Q" (xz,y) > 0.

On peut alors démontrer le résultat suivant.
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Théoreme 1.3.2 Si Q) est fortement irréductible, alors il existe o € (0,1) et ¢ une
constante positive telle que

sup [pQ™(A) = w(A)] := dvr(pQ", m) < ca’.

1.3.3 Dynamique symétrique

La situation d’'une dynamique symétrique joue un role relativement particulier dans
le contexte des dynamiques markoviennes (chaines ou processus).

Définition 1.3.3 On dit que 7 est symétrique pour la dynamique de Q) st
Vz.y)e B m(2)Q(x,y) = m(y)Q(y, ).

On démontre facilement que si 7 est symétrique, alors elle est invariante, et dans le cas de
chaine irréductible c’est donc la seule mesure invariante symétrique. Le point important
est de ramener 1’étude de p@™ a une étude purement spectrale (et donc algébrique). Cela
permet alors de calculer explicitement la puissance n-ieme de Q).

Notation 1.3.1 (Produit scalaire {, ),) On munit l’ensemble des fonctions définies
sur I/ d’une structure hilbertienne :

e =D f@)gla)m(x)

el

Lorsque 7 est symétrique pour (), une remarque fondamentale est le calcul suivant :

Qf. 9« = D, 9@)(Qf) (@) ()

rel

= 2 9(@) (Z Q(x,y)f(y)> 7(x)

zeE yelE

= D fW) Y] 9@)m(2)Q(z,y)

yelE zeE

= 2w Y 9@)r()Qy, v)

yelE zeE

= D fWny) ) Qy, z)g(x)

yeE zel

= D f)r®)(Q9) )

yel

= {f,Q9)x

Ainsi, @ est une matrice auto-adjointe pour {, ).. Elle est donc diagonalisable dans une
base orthonormée de vecteurs propres &1, ..., &y, associés aux valeurs propres réelles
A1, ..., An. Le comportement de Q™ est donc guidée par la valeur propre de plus grand
module.



Lemme 1.3.1 Lorsque Q) est fortement irréductible et w-symétrique, le spectre de () se
décompose en' 1 =Xy > Ao = A3... Ay > —1.

Preuve : La preuve est tres simple : on commence par ordonner par ordre décroissant les
valeurs propres de Q. On sait que @ est une contraction de (*([1,n]) : |Qf]o < [|f] w0,
ce qui prouve :

Par ailleurs, 1 est valeur propre de @) associée au vecteur constant & = (1,...,1) et nous
savons d’apres le Lemme 1.2.3 que 'espace propre est de dimension 1.

Enfin, puisque @ est fortement irréductible, il existe ngy tel que Q™ (x,y) > 0, pour
tout couple (x,y). Un rapide calcul montre Q*" est également une matrice a coefficients
strictement positifs et donc Q? est également fortement irréductible. Ainsi, 1 est valeur
propre de Q? d’ordre 1 et donc —1 ne peut étre valeur propre de Q. Cela acheve la preuve.
m}

On peut alors énoncer le théoreme fondamental suivant.

Théoreme 1.3.3 Lorsque Q) est fortement irréductible et w-symétrique, alors pour toute
fonction f :

Var(Q"f) < p*"Var(f),
ot p = |Xo| v [An] et Varg(g) = mg* — (19)* = 3,cpm(@)[g(x) — mg]*.
Ce théoreme montre alors la convergence de Q™ f vers wf a vitesse exponentielle. Quelle
que soit la loi initiale p, E,f(X,) se rapproche donc trés rapidement de 7f puisque
TQQ" = T.
Preuve : Pour f donnée, on consideére g = f — 7 f et on montre que Var,(Q"g) tend vers
0 a vitesse exponentielle. C’est évident : en effet, mg = 0 de sorte que g se décompose en

N
9= Z<ga §z>7r§z
=2

Donc
N
Q"g = > L9, &) NE:
i=2
Finalement,

N
<Qn.g> Qng>7r = Z<g> 51 31-)\7,2” < P2n<g> g>7r
i=2
Puis, on remarque que {g, ¢, = 7g*> = Var,(g) car mg = 0. De méme, on a

(@Q"9,Q"9)x = m(Q"g)* = Var,(Q"g)

car TQ"g = mg = 0, cela termine la preuve du théroreme. O
On peut retravailler un petit peu la formulation du théoreme précédent pour en déduire
un résultat de convergence en variation totale de la loi de X, vers 7.

Corollaire 1.3.1 Si Q) est w-symétrique et fortement irréductible, alors

p
24/mingep 7(x)

V12

dyr (Mmﬂ) <



En substance, on va démontrer que la convergence au sens L? entraine une convergence
en variation totale. Ceci est vrai en utilisant un raisonnement du type

v(x) _1‘< 2

zeE

2dyr(p,v) = ) ln(z) = v(@)| = ) ulx)

zel el

Preuve : On rappelle la définition de la distance en variation totale :

dvr (b, ) := sup |pn(A) — 7(A)].
AcFE

On considere donc un sous-ensemble A de F et on calcule
fin(A) = T(A) = (Q")1a —7la = p(Q"14) — 7Ly = <%7 Q"1 a)r — (g, 1a)x
Puis, on utilise la m-symétrie de @) et le fait que Q"1g = 1g pour avoir que
pn(A) = 7(A) = Q"L Lae = Qg Laye = @' (E = 18) Ly (1)

On peut soustraire dans le membre de droite une fonction constante ¢ puisque

@ (E=15),0- =X [@E) @) - 1] 7@) = ¢ Y 7@ @) E) @) ~ e =0,

zel

En choisissant alors ¢ = 7(A) dans (1.1), on obtient

fin(A) — 7(A) = <Q”(% —1p),1a — 7le < 4 [Vars (Q”%)«/Varw(lA),

et le théoreme précédent assure que
yfVors (&)
p(4) = m(4) <

puisque la variance de 1,4 est majorée par 1/4. On peut alors conclure la preuve en écrivant
que

Vare (£) € £ ¢ Zentf)  Sopt)

fors m(x Mingep m(2)  Mingep 7(x)  Mingep m(z)

1.3.4 Formulation variationnelle et forme de Dirichlet

Dans la situation ol Q est m-symétrique, on voit aisément que Q? est une matrice
positive au sens ot (Q*f, f>x = 0, la nullité n’étant alors possible que si {f, 1), = 0 (f
de moyenne nulle).

Définition 1.3.4 (Positivité) On dit que Q) est positive lorsque pour toute fonction f
de E, on a{Qf, [)= = 0.



Bien entendu, Ay = 0 et on sait alors que p = Ag. 1 — p est donc ici le trou de spectre
entre la plus grande valeur propre 1 et la seconde plus grande Ay. La forme de Dirichlet

est
1

E(f) = 5B« [f(X0) = f(X0)I = 7(f%) = 7(FQF) = {(Td = Q). ).

Bien entendu, on a £(f) = 3 (1 — \){f, £)? et par le théoreme de Pythagore, on a

N
Z<f7 £Z>72r = H.f||72r - <f> €1>72r = <f - 7Tf7 f - 7rf>7r = Var?r(f)~
=2

Ainsi, on obtient 'inégalité de Poincaré :
E(f) = (1= X)Var(f).

et la constante cp = 1 — Ay est la meilleure (plus grande) constante telle que

Varz(f) < 7E(f).

Dit autrement, la meilleure constante de décroissance exponentielle de la distance L? est

aussi donnée par
£(f)
1l—pi=cp:= sup ———.
finf=0 Varz(f)

Plus cp est grand et meilleure est la vitesse de convergence puisque p est tres « décollé »
de 1.

1.3.5 Sortir du cas symétrique

L’hypothese de symétrie simplifie grandement 1’étude de p@". En réalité, dans le
cas tres particulier de E fini, les résultats continuent a étre vrais meéme si ) n’est plus
symétrique. Nous allons établir en effet le résultat suivant (déja énoncé dans le théoreme
1.3.2).

Théoréme 1.3.4 Si E est fini et Q fortement irréductible, il existe o € (0,1) et ¢ une
constante positive telle que pour toute mesure j initiale
n

sup |1in(A) — m(A)[ < ca”.
AcE

Preuve : Nous allons démontrer que pour toute fonction f de E, on a Var,(Q"f) <
p"Var,(f). On considere H 'hyperplan des fonctions de moyenne nulle intersecté avec la
boule des fonctions de norme inférieure a 1 :

H={f:E—R | nf=0 |[fl|-<1}.
Sig=Qf,alors tg =nf =0si f est dans H. De plus,

912 = 3 QF@)Qf (@)r(x) = . 7(x) (2 @(x,wf(y)) .

zeE zeE yeE



En utilisant a nouveau n() = 7 et I'inégalité de Jensen, on obtient alors

lglz < D m@) Y Q) fw)* < IfI; (1.2)

zeE yelE

Ainsi, H est stable par (). On considere alors la « norme »de Q™ définie par

QL
B i
H étant compact, on sait que cette borne supérieure est atteinte et nous savons que p,, < 1
d’apres (1.2). Supposons donc p,, = 1, il existe g telle que Var,(Q™g) = Varg(g).
On a donc égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui implique alors que g est
constante sur chaque support de Q" (z,.), mais ce support est E donc nécessairement g
est constante, puis nulle, ce qui est impossible. Ainsi, p,, <1 et

VkeN QU f2 < ok | f]2

Par conséquent,
n n/no—1
Vne N QfIZ < (o)™ TSI

On peut alors conclure en utilisant le méme argument que dans la preuve du corollaire
1.3.1. Cependant, () n’est pas supposé ici symétrique. Pour contourner cette difficulté, on
peut introduire Q* défini par

" m(y)

x,y) = L) ——=.

Q*(z,y) = Qy )W(x)
On peut rapidement constater que Q* est I'adjoint de @ dans £?(r) et |Q +" f|, possede
également une décroissance exponentielle et adapter la preuve du corollaire 1.3.1. o

1.4 Chaine de Markov a espace d’états dénombrables

1.4.1 Prolégomenes

Objectifs La vocation de ce paragraphe est de présenter une méthode de preuve incon-
tournable pour trouver des vitesses de convergence dans des situations pas nécessairement
symétrique. Il s’agit des méthodes de couplage. Cette technique de preuve trouve de
nombreux échos aussi bien dans les « conditions de Doeblin » que dans les méthodes « a
la Meyn-Tweedie ». Par ailleurs, la technique de couplage n’a rien de tres commun avec
les méthodes spectrales présentées précédemment, et s’étend simplement aux situations
en temps continu.

Ce qui n’est a prior:t plus vrai On va commencer a nouveau par rappeler qu’on
se place dans une situation ou @ est irréductible. Et on suppose par ailleurs qu’il y a
au moins une mesure invariante. Cette hypothese n’est bien str pas toujours réaliste : la
marche aléatoire symétrique sur Z n’a que la mesure de comptage sur Z comme mesure
stationnaire, et cette mesure ne peut étre normalisée en mesure de probabilités.



Ce qui reste vrai Lorsque @) est irréductible et 7 invariante, alors 7 charge positive-
ment tous les points de F, les fonctions harmoniques sont toujours constantes et la mesure
de probabilité stationnaire pour () est bien entendu unique.

Nous énoncons sans preuve quelques résultats classiques.

Proposition 1.4.1 i) Pour une chaine irréductible, tous les points de E ont la méme
période.

i1) S’il existe pour chaque v € E un entier n(x) tel que Q™(x,z) > 0 dés lors que
n = n(z), alors la chaine est apériodique.

i1i) Réciproquement, si Q) est irréductible et apériodique, elle satisfait la propriété
précédente.

iv) Si Q est irréductible sur E avec une mesure invariante, alors le temps d’atteinte
de y satisfait :

VeeE P, (T,=+w0)=0

Preuve de iv : Nous démontrons d’abord le résultat pour y = x, c’est a dire pour le temps
de retour en x. On note N(x) le nombre de passages en x de la chaine.

N(z) = Y 1x,-a
nz1

et bien sur

E.N(x) = Z m(z) = +o0.

n=1
On note TF le temps de k-iéme retour en z. La propriété de Markov forte implique
que
P, (TF < +0) = P, (T} < +0)" := o”,

Puis,
o0 e}
E.N(x) = Zﬂ(y) (Z P,(TF < —i—oo)) = Zﬂ(y) (Z oF X P (T < —i—oo))

y k=1 Yy k=1

Comme tout est positif, le théoreme de Tonnelli implique que

1

E.N(x) = P, (T, .
(1) = T2—Px (T, < +0)

Cela montre donc que o = 1.

Etudions désormais le cas o & # y : P, (T} <T)) = > 0 sinon on ne pourrait
jamais aller en x partant de y, ce qui est impossible car () est irréductible. Ainsi, on a par
la propriété de Markov que

P, (T} <Ty) = (1-pB)".
Ainsi,
. k 1y _
Jim P, (Ty <T,) =0.

Comme on sait que T = k, on en déduit alors que

lim P, (<7, =+x)=0.

k—+40o0

10



1.4.2 Meéthode de couplage

La méthode de couplage consiste a considérer non pas I’évolution trajectorielle d’une
chaine de Markov (X,,)nen mais de deux chaines (X, Y},)nen-

Un premier résultat de couplage permet de donner un résultat de convergence en loi
de la chaine vers sa mesure stationnaire.

Théoreme 1.4.1 Si () est irréductible, apériodique et posséde une unique mesure inva-
riante w, alors pour toute loi initiale p sur E dénombrable, on a

ju% P.(X,€eA) —n(A)] —0 lorsque n —> —+00.
Preuve : On considére la chaine (X,,Y,,) de transition @ ® @ de loi initiale y @ 7 et
on considere le premier temps 7" ou la chaine atteint la diagonale, i.e.
T:=inf{n=0 | X,=Y,}.
Fixons donc x € I :
Pugr|Xn = 2] = PugelXn =2, T > n] + Pug|Xn = 2,7 < n
= Pugn|Xn =2, T > n] + Pug[T < n,Pxy vy (Xner = 2)]

ol la dernier égalité provient de la propriété de Markov forte via le fait que T est fini p.s.
Par ailleurs, on sait que X7 = Y7 par définition du temps d’arrét 1" et comme les chaines
(X,) et Y, ont méme noyau de transition ), on a alors que

Py (Xp =) = Py (Ye = 2),VE = 0.
On a donc
Pu@#[Xn = CC] Pu@w[Xn =uz,1T > n] Pl@ﬂ(T <
= Puge|Xn =2, T > n] + P (T <
Puge[T > n] + Pugn (Yo = ).

+ n, ]P)(XT,YT)(YnfT = 1))
+ n,Y, = x)

N

Enfin, comme Y est initialisée sur sa loi invariante, on a
Vn=0  Pug.(Y,=1)=mn(z).

On retiendra surtout que P,g-[X, = z] — m(z) < Pug[T > n] et comme on peut
permutter le role de X et Y, on en déduit que

Pugn[Xn = 2] = m(2)] < 2Pugn(T > n).

Puis, on applique le iv) de la proposition précédente a la chaine produit et au point
a = (z,2z) € E? : on sait qu’on atteint la diagonale presque siirement puisque la chaine
couplée est irréductible.

On peut également procéder a la méme preuve en sommant sur les z de A pour obtenir
exactement de la méme maniere |P,g.| X, € A] —7(A)| < Pug(T > n). o

Remarquons une légere imprécision laissée de coté pour un soucis de simplicité de
lecture : il faut en effet démontrer que la chaine couplée est irréductible des lors que les
chaines marginales sont irréductible et apériodiques. Ce point est laissé a la charge du
lecteur.

11



1.4.3 Théroéeme de Doeblin

La vocation de ce fameux résultat est de donner une version quantitative du théoreme
précédent en proposant des vitesses de convergence.

Théoreme 1.4.2 On suppose @ irréductible et telle qu’elle satisfait la condition de Doe-
blin pour un certain entier ng :

Ime M (E) Ja>0 V(r,2)eE? Q" (x, z) = am(z).
Alors, il existe ¢ > 0 et p < 1 tels que

dyvr(pn, T) < cp”.

Nota Bene : a priori, () n’est pas irréductible. Preuve La preuve se déroule en trois
étapes.

Etape 1 On se ramene d’abord au cas ou ng = 1. Posons P = Q™ et supposons qu’on
sache démontrer que
dyr(uP*, m) < cp,
pour toute mesure initiale z. Alors, on sait que pour puQ" = u@Q**7 = ;17 P* par division
euclidienne de n par ng. On note donc v; = u@’, pour j € [1,n0] et on sait qu'’il existe ¢;
et p; tels que
Vk e Z dyr(v;P* m) < cjp;?

En considérant alors ¢ = \/72, ¢; et p = \/Z, p;, on montre facilement que
c
sup [uQ"(A) = m(A)| < = (p"™)"
AcCE 1%

Etape 2 On va maintenant établir le résultat pour ng = 1 et on introduit un couplage.
F = Ex{0,1} et Z, = (X,,, Y,) est une chaine de Markov sur F’ définie par les transitions :

R((z,y), («',1)) = am(z’) et R((z,y),(2',0)) = Qz,2) — am(z').

La condition de minoration de Doeblin assure que R est un noyau de transition Markovien.
Le temps de couplage est défini par

r=inf{n>1 | Y, =1}.

Comme P, y(Y) =0) = 1 — o, alors P, 5 (Y1 =0,Y2 =0,...Y, =0) = (1 —a)" et 7 est
p.s. fini. Ensuite, on voit facilement que

®© o]
Po) (X, =2') = Z Poo(Y1=...,Y,1=0Y,=1,X, =2") = Z(l—a)"_lam(x') = m(a').
n=1 n=1
De méme,
Prooy (X, = o', 7 < ZP(IO) (1 = k)xPx, 1 (Xp_p = ) Z a(mQ™*)(2).

Cette derniere expression est d’ailleurs indépendante de x, le point d’initialisation une
fois que la chaine a couplé (Y = 1). La probabilité précédente est notée p(z’,n).
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Etape 3 On considére A © E et deux lois initiales petv.Ona

(@")(A) = (vQ")(A) = Pu(XneA)-P,(X, € A)
= Y Peo(Xn=2)u@) - v(@)]

reE,x'eA
= > PuoX, =27 >n)u(z) - v(z)]
zeE x’'eA
+ > Puog(X, =27 <n)u(x) — v(x)]
reE,x'eA

= Y Pep(Xa == ) —v@]+ Y [a@) - vl n)

zeE x'eA zeE x’e A
= Y] Pag(Xa =27 > m)(s) — ()] couplage
reE,x’'eA
< (1—a)" ) |ulz) —v(@)]
zeE

On en déduit alors par symétrie que

dyr(pQ", vQ") < (1 —a)". (1.3)

En considérant v = pQ*, on déduit que (uQ"(A))nen est une suite de Cauchy donc conver-
gente vers m(A). En passant a la limite sur k£ dans (1.3), on obtient alors la conclusion.

O

1.5 Extensions

Les exemples suivants pourront étre considérés lors d'une étude personnelle puis faire
I'objet d’un petit travail de synthese exposé en fin de cours. Les plans suivants ne sont
aucunement impératifs, tout comme leur contenu. Certains sont sans doute plus éloignés
du cours ci-dessus que d’autres.

1.5.1 Urnes d’Erhenfest

A - Bibliographie Ce modele est décrit précisément dans les ouvrages :
[FF02] D. FoaTA ET A. FUCHS Processus stochastiques, Dunod, 2002.
[KS60] J. G. KEMENY ET J. L. SNELL Finite markov chains, Van Nostrand, 1960.
ou dans l'article
[K47] MARK KAcC Random Walk and the Theory of Brownian Motion, The American
Mathematical Monthly, Vol. 54, No. 7, Part 1, 369-391.

B - Modele et Premieéres propriétés N particules sont placées dans 2 récipients A
et B. A chaque instant, on choisit une particule au hasard et on la change de récipient.
On appelle X,, le nombre de particules dans le récipient A au temps n.

Etablir que X,, est une chaine de Markov et écrire sa matrice de transition. Donner
les caractéristiques dynamiques de la chaine de Markov.
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C - Equilibre Montrer que la loi binomiale donnée par
Vke [0,N]  7n(k)=Chi2™V

est symétrique pour le modele.

D - Théorique et Pratique

— Programmer des scripts Matlab générant des trajectoires de telles chaines (en par-
tant par exemple d’une distribution initiale pg qui est une masse de dirac en un
certain ko).

— Tracer sur un méme graphique I’histogramme empirique des (X;) obtenus & la ques-
tion précédente, et la distribution de probabilité invariante by . Quel résultat illustre-
t-on ainsi ?

— A-t-on convergence de X, vers u? On définit la mesure pu,, par

(Ho + poP + -+ po P")
n

n

Tracer sur le méme graphique les courbes n — |ugP" — plp1 et n — |, — 1.
Qu’observe-t-on ?

E - Théorique Proposer une décomposition spectrale de la matrice de transition. A
quelle condition sur la distribution initiale a-t-on convergence vers 7y 7

1.5.2 Protocole Aloha

A - Bibliographie On consultera avec profit la référence suivante :

[B99] P. BREMAUD Markov Chains : Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation, and
Queues Series : Texts in Applied Mathematics, Vol. 31, Springer, 1999.

Le point clef de I’étude consiste en 'utilisation d’une propriété de stabilité, a savoir
le théoreme de Foster-Lyapunov et un de ses corollaires, le lemme de Pake. Nous serons
également amené a utiliser un critere proche pour les processus a temps continu.

B - Modélisation du protocole de communication Ce protocole décrit un canal de
transmission de données partagées entre de nombreux utilisateurs. Les utilisateurs, chacun
avec un message, désirent accéder a un seul canal de communication pour transmettre leur
message. Voici comment ce canal de communication fonctionne.

Les transmissions sont découpées en paquets (slots en anglais) de taille fixe. Le temps
est donc discrétisé, chaque unité de temps permettant 1’émission d’un paquet. Les utili-
sateurs sont synchronisés sur ces temps. Le canal lui-méme ne peut laisser passer qu’'une
seule émission a la fois et le temps nécessaire a la transmission du message est considéré
négligeable ou petit devant l'intervalle de temps disponible pour la transmission. Par
conséquent, si deux messages ou plus sont émis en méme temps dans le canal, ceux-
ci collisionnent et aucun des messages n’est alors transmis. A tout instant, les stations
émettrices dispose des informations suivantes :

— le canal est silencieux (aucune émission)

— le canal transmet avec succés une émission
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— plusieurs émissions simultanées échouent (on entend du bruit). Dans ce dernier cas,
les stations émettrices sont bloquées et le paquet refusé est en attente.
Il faudra par conséquent retenir que :

1. Les messages ne peuvent étre transmis qu’a des temps également espacés. L’inter-
valle de temps constant entre deux temps d’emission potentielle est appelé slot et
est suffisant pour la transmission d’un message.

2. Tous les messages bloqués nécessitent une retransmission et cette retransmission est
décidée, indépendamment des autres messages en attente et des événements passés
avec une probabilité v €]0; 1[. Cette étape de retransmission suit une loi de Bernoulli.

3. Tous les nouveaux messages se présentant pour la premiere fois aux utilisateurs sont
immédiatement passés dans le canal.

C - Mise en équation On notera X, le nombre de messages en attente de retrans-
mission au temps n et le nombre d’arrivée de nouveaux messages au temps n est A,.
Ces variables aléatoires A,, sont décrites par un processus de variables aléatoires i.i.d. de
distribution pu satisfiant

Vn e N* EA, = A,

ou A est alors appelé intensité du traffic.

Conditionnellement au fait que k messages sont en attente au slot n, calculer la proba-
bilité by (i) que i d’entre-eux soient re-émis au slot suivant. Etablir que X,, est une chaine
de Markov dont on donnera la matrice de transition.

D - Théorique et Numérique Simuler des trajectoires de X, dans le cas ou la dis-
tribution p est une loi de Poisson de parametre A. Ces simulations correspondent au cas
non stabilisé. La procédure prendra en argument le parametre A ainsi que la probabilité
de re-émission v. Démontrer que le processus X, n’est pas stabilisé, ¢’est-a-dire qu’il n’est
pas récurrent positif.

E - Outil Ce modele est une illustration de la théorie des fonctions de Lyapunov pour
les chaines de Markov. On démontrera le lemme suivant.

Théoréme 1.5.1 (Lemme de Pake) Soit X,, une chaine de Markov homogéne irréductible
sur E dénombrable vérifiant

et tel que
limsupE [ X, — X,| X, =] <0

1—>00

alors la chaine est récurrente positive.

F - Théorique Pour contourner le probleme d’instabilité, il parait naturel de jouer sur
les parametres du systeme, en particulier celui de re-émission v.

On fait évoluer le nouveau systeme en modifiant la regle de Bernoulli dépendant du
nombre k de messages en attente. On a alors v = v(k). Sachant qu’au slot n le nombre
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de messages en attente est ¢, appliquer le lemme de Pake et démontrer qu’on doit établir
A < gi(v(i)) — € pour € > 0 avec

ge(v) = (1= v)* (1) + kv(1 = v)"'u(0)

Trouver le choix optimal pour v. Quelle condition doit-on imposer sur A pour que le
protocole ALOHA soit stable ?

1.5.3 Modele de Fisher-Wright

A - Bibliographie Les ouvrages suivants semblent incontournables :

[DJ06] J.-F. DELMAS ET B. JOURDAIN Modéles aléatoires : applications aux sciences
de l'ingénieur et du vivant, Mathématiques & Applications, vol. 57, Springer-Verlag, 2006.

[DO8] R. DURRETT Probability models for DNA sequence evolution, Probability and
its Applications (New York), Springer, New-York, 2008.

On pourra également consulter :

[EK86] S. ETHIER ET T. KURTZ Markov Processes, Characterization and conver-
gence, Wiley series in probability and mathematical statistics, New-York, 1986.

[N98] J. R. NORRIS Markov chains, Cambridge University Press, 1998.

B - Modélisation On souhaite étudier I’évolution de la fréquence d’un allele dans une
population de petite taille pour un gene se présentant sous deux alleles A et B seulement.
On suppose que chaque individu possede un seul exemplaire du gene, sous la forme d'un
des deux alleles A ou B et qu’il le transmet a ses descendants (on parle de population
haploide). Présentons le cadre de notre modele :
— le gene considéré se présente sous deux alleles distincts A et B,
— la taille de la population reste constante au cours du temps, égale a 2N |
— les générations ne se chevauchent pas : a chaque instant k, la k-ieme génération
donne naissance aux 2N individus de la (k + 1)-ieme génération et meurt,
— chacun des enfants choisit son parent uniformément parmi tous les individus de la
génération précédente et indépendamment des autres,
— la reproduction a l'instant k£ ne dépend pas des reproductions précédentes.

C - Mise en équation On note X, le nombre d’alleles A dans la population a la
génération n. Au vu des hypotheses ci-dessus, justifier la considération d’une suite de
variables aléatoires (X, ),>0 a valeurs dans S = 0, 1, ..., 2N construite de la fagon suivante :

Xn
L‘» (Xn+1|Xn,Xn,1, ceey Xo) == B <2N, ﬁ) .

Décrire la chaine de Markov, identifier les états absorbants, interpréter rapidement. Le
phénomene d’absorption appelé perte de diversité allélique, doit étre ici décrit et quantifié.
D - Absorption On peut étudier tout d’abord les positions d’absorption possible. On
pourra par exemple démontrer le théoreme suivant
Théoréme 1.5.2 Conditionnellement a Xo =i € [1,2N — 1], la chaine est absorbée en

N avec probabilité i/2N .
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De méme, on peut s’intéresser au temps d’absorption partant de Xy = i. On définit
man (i) le temps moyen d’absorption. En utilisant la propriété de Markov, écrire une
équation implicite sur les (man(J))jeo.2n-

E - Numérique et Théorique Proposer une méthode Monte-Carlo afin d’approcher
les valeurs de mo,,.

Lorsque le nombre N de personnes dans la population tend vers l'infini, il est possible
d’approcher les valeurs prises par la fonction ma, en considérant Z,, = X,,/2N. Démontrer
le résultat suivant :

Théoréme 1.5.3 Si z € [0, 1] est tel que Zy = z et (in)n=o est une suite d Zentiers telle
que iy/N converge vers z quand N tend vers l'infini. Alors

my(in) ~ —2N(zlogz + (1 — z) log(1 — 2)).

F - Modélisation, Numérique et Théorique pour aller plus loin On souhaite
prendre en compte un effet de sélection naturelle. On supposera que cette sélection natu-
relle provient d'une faculté d’adaptation et que cette adaptation ne dépend que du facteur
allélique d’intérét (modélisation certainement tres réductrice).

Proposer un modele ou un individu porteur de l'allele A & 1+ s fois plus de chance de
survivre que l'individu B.

Calculer alors les probabilités de lieu d’absorption (toujours 0 ou 2/N). Quantifier 'effet
de la sélection s lorsque s est de I'ordre 1/2N.

1.5.4 Algorithme de Métropolis

A - Bibliographie Difficile de faire une liste exhaustive tant le sujet est vaste! Une
analyse probabiliste fine se trouve dans les travaux de P. Diaconis et G. Lebeau.

[B99] P. BREMAUD Markov Chains : Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation, and
Queues Series : Texts in Applied Mathematics, Vol. 31, Springer, 1999.

[DSCI8] P. DIACONIS ET L. SALOFF-COSTE, What do we know about the metropolis
algorithm Jour. Comp. and Syst. Sci., 57 :20-36, 1998.

[D09] P. DiAcoNis, The markov chain monte carlo revolution. Bull AMS, 46 (2009),
179-205.

[H88] B. HAJECK, Cooling schedules for optimal annealing. Math. Oper. Res, 13,
311-329, (1988).

[L09] G. LEBEAU, Introduction a l'analyse de | ?algorithme de Metropolis, Cours dis-
ponible http://math.unice.fr/~sdescomb/MOAD/CoursLebeau.pdf

[Y02] B. YCART, Modéles et algorithmes markoviens, Mathématiques et Applications,
volume 39, Springer, septembre 2002.

B - Motivations Une des applications les plus spectaculaires des chaines de Markov
sur un espace d’états fini (en particulier de leur comportement en temps long) a sans
aucun doute été 'optimisation combinatoire, a travers ce qu’on appelle les algorithmes de
(Hastings-)Metropolis et de recuit simulé (simulated annealing).
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Etant donnée une distribution de probabilités 7 définie sur un espace d’états FE, la
question étudiée par la méthode de Metropolis est de trouver un algorithme simulant une
approximation de cette distribution 7 en temps raisonnable.

Dans la situation particuliere ou w3 s’écrit sous forme de champs de Gibbs mgoce PU
avec U un potentiel explicitement connu et S > 0. On parle alors d’algorithme de
Metropolis-Hastings. Comme on peut toujours se ramener a cette situation, il est 1égitime
de se retreindre a cette étude. On fera I’hypothese simplificatrice que tout état x appar-
tient a E fini. Trouver un contexte pertinent ou une simulation directe est impossible
et I'approximation Metropolis est incontournable (probleme des N corps, voyageur du
commerce, ou autre).

C - Algorithme On suppose donnée une matrice de transition P sur E vérifiant ['hy-
pothese de Doeblin. On impose en plus 'hypothese de « réversibilité » de la chaine

P(z,y) >0 <= P(y,z) >0 (1.4)

La stratégie adoptée consiste alors a :

On tire X, quelconque dans E.

Etant donné une réalisation X,, = Tp, on tire Y11 = y,.1 selon la loi P(z,,.).
— On calcule le quotient

_ 78(Yn+1) P (Yns1, Tn)
" wp(an) P(2n, Yns)

— On choisit alors X, ;1 = y,, 1 avec la probabilité 1 A p,, et sinon on pose X, ;1 = .
Décrire le comportement en temps long de la chaine de Markov (X,,)nen.

D - Théorique et pratique L’objectif d'un tel algorithme est d’obtenir une mini-
misation asymptotique de 1’énergie U. L’idée est de considérer une famille de lois de
probabilités sur E qui « convergent »vers des masses de Dirac en les minima de U. Les
lois de probabilités sont exactement les 75 introduites dans le précédent paragraphe. On
notera m le minimum de £ (pas nécessairement unique).

Démontrer que lorsque 3 tend vers +oo, les distributions mg chargent principalement
les minima de &£. Proposer une implémentation numérique pertinente de 1’algorithme
de Metropolis-Hastings avec un grand S. Illustrer numériquement le point théorique
précédent.

E - Recuit Simulé - Théorique et Pratique On cherche désormais a rendre (X, ),en
inhomogene en temps en faisant varier (grandir) § avec n. On suppose que P est une
matrice de transition décrivant des lois uniformes sur les voisinages de chaque état de F.
Préciser les transitions. Etudier le spectre de la chaine de Markov a basse température,
c’est-a-dire lorsque T' = 1/8 = o(1). Montrer la convergence en choisissant judicieusement
le schéma de température constant par palier.

Programmer sur un exemple pertinent un algorithme de recuit simulé. Illustrer le fait
qu’une décroissance trop rapide de la température ne résout pas le probleme d’optimisa-
tion.
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1.6 Conclusion

Dans le chapitre suivant, nous décrivons en temps continu un parallele au cas des
chaines de Markov en essayant de retrouver les objets utilisés dans ce chapitre. Entre
autres choses, il s’agit du noyau de transition, de la forme de Dirichlet, la théorie spectrale

ou les méthodes de couplage.
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Chapitre 2

Stabilisation des processus de
Markov

2.1 Semi-groupe en temps continu

2.1.1 Introduction des concepts

On note E l'espace d’état, p une mesure sur £
On définit un semi-groupe (P;);=0 qui va mimer en temps continu le role des probabi-
lités de transition pour les chaines de Markov.

Définition 2.1.1 (Semi-groupe) On définit un semigroupe de Markov sur E noté (P;)i=o
comme une famille de noyaux de probabilités dépendant d’un parameétre t € Ry, vérifiant

V(t,s)eR2  Py=1Id et PoP,= Py

Ce semi-groupe est entierement décrit par son action sur les fonctions mesurables boréliennes :

P f(zx) = f(y) Pz, dy).

yelE

Remarque 2.1.1 Cette définition est a rapprocher de l’action de Q) sur les fonctions sur
E pour les chaines de Markowv.

On ne considerera ici que les semi-groupes Fellerien : pour toute fonction f, t — P, f est
continue de R, dans L?(p).

Etant donné ce semi-groupe, on associe un processus markovien (X;);=o. Ce processus
mime la dynamique de chaine de Markov :

E[f(X})|Xo = 2] = P.f(x).
On définit alors les mesures stationnaires.

Définition 2.1.2 (Mesures stationnaires pour (P,);>¢) pu est invariante pour le semi-
groupe si pour toute fonction f on a

| pr@ne) = | rwin)
Ce qui se récrit en p(P.f) = u(f).
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L’action en tout temps des transitions dans P; laisse donc invariante p au travers de
I'intégrale sur les fonctions de E.

Définition 2.1.3 Le générateur infinitésimal L associé au semi-groupe (Py)i=o est défini

par
£f_1mPtft f

t—0
Le générateur L est défini pour un ensemble de fonctions D(L) qui est son « domaine ».

Il y a équivalence entre la donnée du semi-groupe (F;)i=o et son générateur £ +
domaine D(L) puisque quasiment par définition :

ﬁtPtf == Eptf == Pt,Cf

2.1.2 Parallele avec les chaines de Markov

Lien fonctionnel Les transitions dynamiques de chaine de Markov sont données dans
une matrice () (éventuellement infinie si F l'est). Le lien avec les semi-groupes de Markov
est précisé ci-apres. On considere

Q Q 1d) 7tZ Qn

n>0

Si f est une fonction bornée de F, ), f est bien définie. Par ailleurs, il est assez clair que

Qt+s = Qth = Qth‘

De plus, si @ est irréductible, alors pour tout ¢t > 0, Q;(x,y) > 0 pour tout couple (z,y)
de E.

Les probabilités invariantes de (); sont identiques a celles de @) et si () est irréductible,
il n'y a qu'une seule probabilité invariante pour Q).

Enfin, si L = Q) — Id, alors on a immédiatement que

lim Qtf f_Lf.

t—0
Lien trajectoriel La relation trajectorielle entre le semi-groupe défini dans @Q; et la
chaine de Markov est finalement assez simple. Introduisons une suite i.i.d. d’inter-temps

de sauts exponentiels de parametre 1 et notons ces variables aléatoires (§;),0. Le k-ieme
temps de saut est alors
k
Tk = Z &-
j=1

A chaque instant de saut, le processus (X;);>¢ décide de transiter vers y avec la probabilité
de transition Q(Xr,,dy). Le nombre de sauts avant ¢ étant distribué comme une loi de
Poisson N; de parametre 1, on obtient alors que

+00 i k

t
P(X, = y|Xo = 2)dy = > P(X, = y|Xo = &N, = k)P(N, = k)dy = ) e’tHQ’“(x, y)dy = Qi(z, dy).
k=1 ’

k=1
Ainsi, X; correspond & une marche aléatoire dont les instants de saut sont aléatoires avec
une structure poissonnienne précise.
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Forme de Dirichlet Dans le paragraphe sur les chaines de Markov, nous avons vu le
role fondamental joué par les formes de Dirichlet pour la transition ). Ce role sera tout
aussi important pour les processus.

Définition 2.1.4 (Forme de Dirichlet, Opérateur carré du champ) Etant donné un
générateur infinitésimal L associé au semi-groupe (P,)i=o, on définit le carré du champ

[(f.9) = 5 [£(f9) — F£(9) ~ 9L()].

Enfin, la forme de Dirichlet dans L?(w) est donnée par

E(f,g9) = JF(f, g)dm

Définition 2.1.5 (Symétrie) Le semi-groupe sera dit symétrique si on a dans L*(w) la
propriété d’adjoint : L = L*. Ceci est parfaitement équivalent a

(Pf,9)r = {f, Pig)x

Equation d’équilibre On a vu que la distribution d’intérét 7 est invariante pour le
semi-groupe si
VfeD(L) Yt=0 m(P.f) = n(f).
En dérivant par rapport au temps, on obtient alors que
0§ (P f)(x)dm(x)
ot B

En permuttant (sauvagement) intégrale et dérivation, on obtient que

vf e D(L) JE L fdn(z) =0

Cette derniere équation permettra en général d’identifier la mesure stationnaire en utili-
sant L£*, I'adjoint de £ pour la mesure de Lebesgue :

L1t =0.

2.1.3 Diffusion de Langevin-Kolmogorov

Un cas tres fréquent de dynamique markovienne consiste a regarder les processus
donnés comme solution d’équations différentielles stochastiques avec drift et bruit gaus-
sien. En toute généralité, ces équations sont notées

Nous ne discuterons pas ici d’éléments théoriques sur la construction de solutions faibles
ou fortes de telles équations. Remarquons juste que la formule d’Ito donne pour toute
fonction f assez réguliere :

F(X) = f(zo) f<b )V F(X)ds + & fAf Jds + M,
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ou (M) est une martingale adaptée. Ainsi, par définition on a

t 1 t

Puf(5) = BLF(X)|Xo = 0] = Bf(XP) = ELf(X) = f(0)+ | BOWX),VF(X)ds+ | AFCX)ds
0 0

Soit finalement 1'expression du générateur infinitésimal :

LF(r) = (V). ba)) + SAF().

Nous reviendrons en détail sur ce processus de diffusion drifté (2.1).

2.2 Existence et unicité des mesures stationnaires

Contrairement a la situation ot E est dénombrable (et encore moins fini), existence
de mesure invariante est loin d’étre une étape triviale pour les évolutions basées sur des
semi-groupes a valeurs dans R. Une excellente référence pour ce qui suit est sans doute
I'ouvrage

[K12] R. KHASMINSKII Stochastic stability of Differential Equations, Second Edition,
Stochastic Modelling and Applied Porbability, Springer.

Ce livre traite principalement du cas des diffusions pour les équations différentielles
stochastiques mais tout ce qui y est raconté peut avoir un formalisme type semi-groupe
tres simple.

2.2.1 Non explosion

La propriété de non-explosion en temps fini est le B-A-BA attendu pour des systemes
dynamiques qui ont vocation a se stabiliser en temps grand. La plupart du temps, lorsque
E est un R espace vectoriel, il convient de trouver une fonction de Lyapunov permettant
de controler les trajectoires du systeme dynamique.

Proposition 2.2.1 S’il eziste 1) : E — R deux fois dérivable positive telle que lim g1 V() =
+0o0 et telle qu’il existe une constante 1 positive vérifiant

Ly < K,
alors
Vee E  P.r<+w]=0.
Preuve : On définit 7,y = inf{t > 0 | (X;) > N}. Bien sur, on a 7 > 7y car la ligne

de niveau ¥ < N est compacte. On applique alors la formule d’Ito :

t/\’TN

Both(Xinny) = w(z)+E, L Lo(X.)ds

< @)+ KE [ u(n)ds

0

< @)+ KE, | 0(Xor)ds
0
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Le lemme de Gronwall permet alors de conclure que

p(a)e™!
Exw(Xt/\TN) < T

Par ailleurs, on a

NP%[TN < t] = Em[w(Xt/\erlerét] < E&?[w(Xt/\TN]‘

En fin de compte, on a

Kt
P.lmv <t] < % —> 0 lorsque N — +o0.
On en déduit alors immédiatement que P,[7 < t] = 0, pour tout ¢ fini. o

Lorsqu’on considere les trajectoires obtenues par le biais d’EDS, il suffit d’avoir {(z, b(x)) =
O(|x]?) par exemple pour que le choix ¥ (z) = |z|? soit suffisant pour appliquer le résultat
de non explosion précédent. Bien siir, une situation ou {z,b(x)) devient négatif lorsque
|#| — +oo permet d’étre dans une situation encore plus favorable.

Exemple 2.2.1 (Systéme Linéaire) Assurément, le systéme stochastique le plus simple
est celut qui correspond a une équation différentielle du genre

Bien siur, si A est une fonction bornée, l'existence en temps fini est ”gratuite” puisque
la condition Lipschitz classique dans les EDS est satisfaite. Cependant, cette situation ot
A est bornée est souvent mise en défaut dans des problémes concrets et on consultera
avec profit [K12], exemple 1.1, p. 10 pour obtenir une version édulcorée d’hypothéses
garantissant la non explosion en temps fini.

Exemple 2.2.2 (Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck) Le second systéeme classique
est un cas particulier du précédent :

dXt = —)\Xtdt + dBt, )\ > 0

C’est un systeme avec drift linéaire vers ['origine, d’intensité A. On vérifiera la pro-
priété de non explosion avec une fonction judicieusement choisie (un polynome en x par
exemple). Par ailleurs, on identifiera la mesure invariante a l'aide du critére de la section
précédente au travers du calcul de ['adjoint du générateur du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck.
Enfin, il est évidemment possible d’écrire que X; est en réalité égal a :
t

X, = Xpe M + f e NdB;,
0

Identifier a nouveau la mesure invariante de X; ainsi que sa "vitesse” de convergence.

Exemple 2.2.3 (Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck) Qu’en est-il pour I’EDS sui-
vante
dX; = —=VU(X})dt + dB;.
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Exemple 2.2.4 (Oscillateur de Van der Pol) On considére le systéme différentiel

On considére le cas ou f(x) = 2* — 1 et g(x) = z. Alors, la fonction

V(.’E,y) =V r? + y27

est une fonctino de Lyapunov pour le systeme et garantit la non explosion en temps fini.

2.2.2 Unicité de la mesure stationnaire

Ce résultat d’unicité est a rechercher dans le contexte de I'irréductibilité de la transition
définie dans (P;);>o. En effet, pour les chaines de Markov, c’est déja 'irréductibilité de la
transition ) qui permet de donner des résultats d’unicité des distributions stationnaires
(voir le premier théoreme du cours).

Nous allons volontairement nous placer dans un cadre simplifié ou le générateur infi-
nitésimal £ est elliptique et £ = R? et nous admettons que le semi-groupe P, agit sur la
mesure initiale p en lui conférant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur E.
Cette densité au temps ¢ est notée p;(z,y). Ce genre de résultat un petit peu anecdotique
par rapport a ce cours est par exemple vrai des que le systeme dynamique est elliptique
(covariance inversible devant le mouvement brownien dans une e.d.s.) ou hypo-elliptique
(conditions de Hormandér satisfaites localement).

La formule d’Tto s’écrit pour toute fonction f € D(L) :

t

E, [£(X,)] = j E,Lf(X,)ds.

0

Par ailleurs, on a

B /(X)) - |

E

P ) fy)dy et Ex.cﬂxs)=fE£f(y)pt<x,y>dy.

En différentiant par rapport au temps et en notant £* I’adjoint de L par rapport a la
mesure de Lebesgue, on obtient que la mesure au temps t vérifie I'e.d.p. :

O, y) = Lp(2,y).

Cette équation est 1’équation backward de Kolmogorov (ou de Fokker-Planck). L* étant
elliptique, on en déduit alors que pi(.,.) est une fonction C* en tout temps t > 0. Par
ailleurs, étant donnée une mesure invariante 7 (on confond ici mesure et densité par
rapport a la mesure de Lebesgue) pour L, elle est également strictement positive p.s.
puisqu’on peut vérifier la relation

m(z) = J p(z, 2)m(x)dx.
E
Nous venons d’établir la proposition :
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Proposition 2.2.2 Si L est elliptique ou hypo-elliptique, et si p est la loi initiale de Xy,
alors la mesure Py est a densité par rapport a la mesure de Lebesque, de densité p, qui est
C*®(E). Par ailleurs, si on initialise en Xy = z, la densité (z,y) — pi(x,y) est C°(E x E).
Cette densité vérifie I’équation backward de Kolmogorov :

ope = L py.
Par ailleurs, si on a une dynamique dxy = b(x,)dt + dBy, alors on a
vt >0 VY(z,9) e E? pe(z,y) > 0.

Nous établissons maintenant un résultat d’unicité de mesure invariante lorsque le semi-
groupe est irréductible.

Lemme 2.2.1 §% une mesure m vérifie Pom < m pour tout t > 0, alors celle-ci est inva-
riante.

Preuve : La démonstration est tres simple : on prend un ensemble mesurable A et on
remarque que (Pm)(A) < m(A) et (Por)(A°) < w(A°). Cela implique bien entendu 1'égalité
des probabilités et donc que 7 est invariante. O

On passe maintenant au résultat d’unicité de mesure invariante qui est vrai dans des
situations un peu plus générale que ce qui est énoncé ici.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme d’unicité de Doob) Si le semi-groupe est elliptique et
wrréductible, alors il existe au plus une unique mesure invariante.

Preuve : On considere deux distributions invariantes m; et mo pour le semi-groupe. On sait
que ces deux distributions sont absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.
On identifie ces deux mesures avec leurs densités (qui sont strictement positives sur E)
et on écrit

w1 = hmg.

On suppose qu'il existe un = de E tel que h(z) = a = 1. On considere v, = (hA(1+a)/2)m
et cette distribution satisfait

P, = Pi(h A a)my < P;hmg = hirs.

De méme,
P, < Phry = Pymy = mp = hm.

Du coup, on a bien que
Vi >0 P, <,

et v, est une mesure invariante d’apres la proposition précédente. Ainsi, le semi-groupe
laisse invariante p1, = (1 4 a)/2m — v, mais p, = [ — h], 7. Cette mesure peut étre
renormalisée en mesure de probabilité mais elle contient également un point x pour lequel
() = 0. C’est impossible puisque P, = p, qui implique la stricte positivité partout.

On obtient alors que h est identiquement égale a 1. Cela conclut la preuve de I'unicité. o
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2.2.3 Existence de mesures stationnaire

L’existence de mesure stationnaire est issue d’arguments qui seront également valables
pour les chaines de Markov a espace d’états plus que dénombrable. L’idée principale pour
établir un tel résultat revient a montrer que le processus markovien passe la plupart de
son temps dans un espace borné puis il convient d’utiliser un argument de type compacité
pour prouver l’existence d’une telle mesure invariante.

Il y a alors deux facons de procéder :

— la premiere technique consiste a démontrer que les mesures d’occupation aléatoires

d’une trajectoire, formées par

1 (™
Un = —J (SXSdS
tn Jo

forment un ensemble tendu de mesures, ce qui permet d’extraire une sous-suite
convergente puis en déduire que la limite est stable par P,. Ce genre d’arguments
est employé par exemple dans le livre

[EK86] S. ETHIER ET T. KURTZ Markov processes, characterisation and conver-
gence Wiley, New-York, 1986.

— La seconde méthode consiste a exhiber une mesure qui est invariante pour le proces-
sus markovien. La construction fait appel a la définition d’une chaine de squelette
pour le processus (X;);s0 et est utilisée dans
[K12] R. KHASMINSKII Stochastic stability of Differential Equations, Second Edi-
tion, Stochastic Modelling and Applied Porbability, Springer.

Comme cette construction est également fondamentale pour le probleme des grandes
déviations de mesure invariante (chapitre 4) et le recuit simulé, nous aborderons
cette construction la.

Quelle que soit la méthode employée, il s’agit en général de trouver une fagon d’estimer
les temps de retour dans les espaces compacts. Ceci est en général facile des lors qu’on
a trouvé une « bonne » fonction de Lyapunov. A noter que ces fonctions de Lyapunov
étaient déja fondamentales pour prouver la non explosion du processus en temps fini.
Nous introduisons I'hypothese de récurrence :

Hypothése 1 (Hg) : Il existe un ensemble U ouvert borné de E de bord T lisse tel que

1. (Hr1) Dans U, le processus est elliptique, par exemple la matrice de diffusion est
non dégénérée de déterminant minoré.

2. (Hgrz) Pour tout compact K de E\U, le temps moyen 1y issu de x € K pour rentrer
dans U est uniformément borné :

supE,7v < Tx < +00.
reK
Nous supposons dans un premier temps que les conditions (Hg ) sont satisfaites et construi-
sons un ouvert Uy de frontiere I'y vérifiant (Hg). Dans cet ouvert Up, on consideére alors
un ouvert U de bord régulier I" tel que U u I" < U;. Nous renvoyons a la figure 2.1 pour
une réalisation imagée.
On définit alors

=0 et m=if{t=0 | X,ely},
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Uy
Iy

F1GURE 2.1 — Construction de la chaine squelette.

puis par récurrence :

T, =inf{t=7, | Xel'} e 7 ,=if{t>7 | X, e}

Par hypothese, on sait que le processus est récurrent irréductible sur U; puisque L y est
elliptique par (Hgy) et toute excursion hors de U; y revient irrémédiablement par (Hgra).
Ainsi, les temps 7, et 7/ sont finis presque strement.

Définition 2.2.1 (Chaine squelette) On définit la chaine squelette par
X; = X(r), Vi=0.

La semi-groupe de transition pour X sera noté P :

Ef(%) = | Plody)fw)
I

Par compacité de I'y, on peut démontrer un résultat proche du théoreme de Doeblin.
Proposition 2.2.3 La chaine de Markov est irréductible et récurrente sur I'y. Elle admet
une unique mesure invariante fi portée par I'y et il existe k € (0,1) tel qu’uniformément
enyely :

P(a,7) = i) < K
Nous allons ensuite construire a partir de ji une mesure invariante pour le processus

(X¢)i=0, sisi! On définit pour tout ensemble mesurable A le temps passé dans A par le
processus avant le premier retour dans I';y :

m(A) = J ﬁ(dm)ExJ 1x.eads.
Iy

0

On a alors le résultat fondamental :
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Théoreme 2.2.2 (Existence de mesure invariante) Sous les hypothéses (Hr), le pro-
cessus (Xy)i=o possede m comme mesure invariante. De plus, cette mesure est de masse
finie et peut étre normalisée en probabilité invariante.

Preuve : On considere f définie sur E et

w(h) = | 1) - f i(d)E, f " F(X)du

Fixons désormais un temps t quelconque, on a alors par la propriété de Markov que

m(Pf) = | wld) FOX7) = j (dn)E, f " H(Xe)ds

E
et un changement de variable © = t + s montre que

~(Pf) = LHﬂM@ExJHHfOQﬁw

t

_ L ji(dz)E, Lﬁ F(X)du + Llﬂ(dx)]Ex J:Hf(Xu)du

- | e | (X

Pour le terme du milieu entre 7, et 71 + ¢, on peut tout conditionner par rapport & X et

Llﬂ(dx)]Ex J:Hf(Xu)du = Llﬁ(dx)Ex Eg, Ltf(Xu)du. (2.2)

i=g(X1)

Maintenant, on sait que ji est stationnaire pour X donc

jilg) = iu(Pg),
c’est a dire pour toute fonction 1 mesurable et bornée :
| Attt = | aaoE), (23)
Fl F1

En utilisant I'invariance donnée dans (2.3) dans (2.2) avec 1 = g, on obtient

memifvmmszmmmmzL (d2)E ff

En fin de compte, en reprenant I’expression finale obtenue pour 7(P,f) et en supprimant
ce qui doit I’étre, on trouve

w(Pf) = | Baf(Xomlan) = | (dn)E, | = [ wtan)s@) = =),

La mesure 7 est donc invariante.
Pour obtenir le caractére fini de la mesure, il suffit de calculer w(E). Mais on sait
d’apres (Hgrz) que

sup E,m < Ty, < +00.
z€ely

La mesure est donc finie. o
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2.2.4 Controler les temps de retour dans les compacts

Ou nous en sommes Nous donnons dans cette partie une méthode exploitant totale-
ment I'outil « fonction de Lyapunov » pour obtenir que '’hypothese (Hg) soit satisfaite.

Le premier volet de (Hgry) est une condition d’irréductibilité, nous avons vu que cela
mettait en jeu des propriétés de régularité du semi-groupe (ellipticité de £), et de contro-
labilité trajectorielle (on peut passer d’'un point quelconque de F a un autre quelconque
avec probabilité strictement positive). Aussi, nous ne reviendons pas sur (Hgy). Attardons
nous plutot sur la compactification réclamée par (Hgs).

La condition LV < g — oV L’idée est de trouver une fonction V' minorée (en fait
positive la plupart du temps), dite fonction de Lyapunov possédant la propriété V(z) —
+o0 lorsque |z| — +0 telle que I’évolution de V(X;) a plutot tendance & étre bornée.
Si pour une telle fonction V' pour laquelle nous avons l'existence de a > 0 et § > 0
tels que
LV < —o.

Fixons un compact K quelconque de E, comme V est coercive, on choisit et un ouvert U
tel que
Ve¢ U  aV(z) = 20. (2.4)

On définit 7y le temps de rentrée dans U et 77} = 7y A n qui est un temps d’arrét borné.
La formule de Dynkin (Ito appliquée a un temps d’arrét) montre que

T

Vre K E,V(Xyp) = Viz)+ Exf " LV(X,)ds

0

Avant 77}, le processus n’est pas dans U donc on peut appliquer (2.4) pour obtenir que

n
U

Vee K E,V(Xy)+E, j _LV(X,)ds = V(z).
0
ot )

U
Vee K Viz) = BEIJ lds = BE, 7.
0
Nous obtenons alors par convergence monotone la borne :

By < e Vi)

zeK ﬂ

Nous avons donc établi le théoréme

(2.5)

Théoréme 2.2.3 (Existence de mesure invariante) S’il existe V fonction de Lyapu-
nov (vérifiant min V' > 0, coercive) telle que LV < f—aV pour (o, ) € R2, alors il existe
U un ouvert tel que pour tout compact K :

supE, v < Ck.
reK

En particulier, si L est elliptique sur U il existe une mesure invariante pour (X;)i=o-
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2.3 Vitesse de convergence

Tout comme pour les chaines de Markov, on peut exhiber (au moins) deux méthodes
de preuve pour trouver des vitesses de convergence pour les procesuss de Markov. La
premiere méthode appartient aux techniques spectrales tandis que la seconde est obte-
nue par couplage utilisant encore une fois les fonctions de Lyapunov. Nous donnerons
rapidement des exemples.

2.3.1 Convergence par inégalité fonctionnelle

Une documentation archi-complete sur ce tres vaste domaine se trouve dans

[ABC+] C.ANE, S.BLACHERE, D.CHAFAI, P.FOUGERES, I.GENTIL, F.MALRIEU,
C.ROBERTO, G.SCHEFFER Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000

Vitesse exponentielle a I’équilibre Nous commengons par établir un résultat clas-
sique lorsqu’on sait démontrer une inégalité de Poincaré sur la mesure stationaire.

Définition 2.3.1 (Inégalité de Poincaré) Soit m la mesure stationnaire associée au
semi-groupe de générateur L. La mesure satisfait une inégalité de trou spectral (ou de
Poincaré) s’il existe une constante Cp telle que

VieD(L)  Var(f) = L[f () Pdr < CrE(S. f).

Supposons 'opérateur £ auto-adjoint dans L?(7) et soit A une valeur propre de —L,
de vecteur propre associé f tel que 7(f) = 0. Alors :

SR e
Lf dr = AL C(f)fdr.
Par ailleurs, nous avons 2I'(f, f) = L(f?) — 2fL(f) donc

| e sim

|
& :

—
-~
—
=

3

|

2
= E(f. ) = L),
= &(f.f) =L
= &(f, 1),

car £(1) = 0. On peut aussi voir cette derniére annulation en utilisant 1'adjoint de £
pour la mesure de Lebesgue pour lequel £*(7) = 0 par stationnarité. Nous venons donc
d’établir que

Vara(f) = €U ).

Par conséquent, si 7, £ vérifient une inégalité de Poincaré de constante Cp, on a alors

- < .
) Cr
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Cela signifie donc que les valeurs propres de —L satisfont la propriété de « trou spectral » :

1
Sp(—L) < {0} u [—, +oo[.
CP
Nous pouvons désormais démontrer le théoreme de convergence exponentielle du semi-
groupe vers .

Théoréeme 2.3.1 (Ergodicité par trou spectral, cas symétrique) Soit P, un semi-
groupe de générateur L et mesure invariante 7, tels que L est symétrique dans L*(m). I
y a équivalence entre les deux propositions suivantes.

i) L satisfait une inégalité de Poincaré de constante Cp.

it) Il y a convergence exponentielle :

VfeD(L) Vary(Pf) < e 2% Var.(f).

Preuve : On démontre tout d’abord que ¢) = ii). On suppose que 7(f) = 0 sans perte
de généralité. On définit

o(t) = f [P f2dr = Var,(P,f).
E
On a alors

¢'(t)

| 2enrpin
E
L’inégalité de Poincaré implique alors que

2

P(t) < “Cn

(t),

et on conclut en appliquant le lemme de Gronwall :

Var.(P,f) < eiétVarﬁ(f).

Réciproquement, montrons que i) = i) et supposons que I'on ait l'ergodicité expo-
nentielle. Pour ¢t = 0, il est facile de voir que les deux co6tés de l'inégalité sont égaux.
Ainsi, la dérivée en t = 0 du terme de droite est supérieure a la dérivée en ¢t = 0 du terme

de gauche :
2

¢'(0) < —C—PVarﬂ(f).

Mais un calcul rapide montre que

¢'(0) = =2&(f, /).

Cela aboutit directement a I'inégalité de Poincaré :

Var.(f) < Cp&(f, f)

Le théoreme est donc démontré. o
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Tensorisation Enfin, il y a une fagon de déduire des inégalités de Poincaré si on arrive
a décomposer le générateur L. Cela peut se faire par le biais de la propriété de « tenso-
risation ». Considérons £; et £, deux générateurs infinitésimaux de semi-groupe (P})=o
sur (Ey, ) et (P?)=o sur (Es, ). On étudie le semi-groupe sur I'espace produit E; x Fy
pour la mesure ™ = m; ® m donné par

Py((z1, 22), (dz1, dxs)) = Ptl(l"l, dﬂ?l)Pf(CEz, d).
On montre facilement (exercice...) que le générateur est alors
L=L+ Lo

Cette notation doit étre comprise ainsi : pour une fonction f de deux variables (xy, z5) on
calcule £ en appliquant £; (resp. Lg) & x5 (resp. x7) fixée et on additionne les résultats.
L’opérateur carré du champ I' est donc donné par I' = I'; + I'5. On a alors la tensorisation
de la variance :

Proposition 2.3.1

VfeDL) Var:(f) < J [Var., (f) + Var.(f)]dr

E

On étudie la différence des deux termes :

| Weratp+var i =vart) = [ ([ U =m(ftanPan ) dr

*L(L”@J—mum»ﬁm>w
- [ 1560 = (e

Le théoreme de Tonnelli permet alors d’écrire que

JE[Varm(f)+Var7r2(f)]—Var,r(f) = L f2d7r—f [J fdmrdw—f [J fd7r2]2d7r+ [J fdw]2.

On vérifiera alors que le dernier terme se re-écrit en fait

f(f—m(f) — o (f) + 7(f))* dr.

Ce dernier terme est bien sir toujours positif, ce qui démontre la proposition. O
On déduit immédiatement de cette tensorisation I'inégalité de Poincaré pour le semi-
groupe (F;);=o décrivant la dynamique « produit ».

Théoréme 2.3.2 (Tensorisation de ’inégalité de Poincaré) Supposons que les me-
sures m et my vérifient une inégalité de Poincaré de constante Cy (resp. Cy ) pour
Vopérateur carré du champ T'y (resp. I's) associé au générateur Ly (resp. Ls). Alors il
en est de méme pour m = m Qmq et I' =11 + 'y, avec la constante Cp = maz(Cy,Cy) :

VFeDL)  Vars(f) <maz(Ch,Cy) JF(f, Fdr.
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Défaut (7?) Bien entendu, la structure spectrale est fondamentale dans toute cette
partie, en particulier le caractere symétrique de £ dans L?(7) est incontournable. Méme si
ce cas symétrique se rencontre fréquemment, le monde est parfois mal fait et des exemples
tres intéressants mettent en jeu des dynamiques o £ n’est pas auto-adjoint. Dans ce cas,
il est possible d’attaquer les problemes de stabilisation du systeme avec d’autres outils,
plus trajectoriels. Une fagon de procéder est décrite dans le paragraphe suivant.

Par ailleurs, les résultats fournis par une analyse spectrale sont parfois assez difficiles
a interpréter d’'un point de vue trajectoriel. Ils sont en revanche remarquablement précis.

2.3.2 Convergence par méthode de couplage

L’idée de couplage pour les processus est finalement assez proche de ce qui a été
utilisé pour le théoreme de Doeblin. On suppose 'existence d’'un compact C' de mesure
de Lebesgue strictement positive que le processus (X;);=o rencontre avec des temps de
retour assez fréquents.

Définition 2.3.2 (Petite set) Par ailleurs, on suppose que sur ce méme compact C, le
semi-groupe est minoré « a la Doeblin > :

>0 VeeC Pr(z,.) = eQ(.).
Ici, Q est une probabilité sur E, e > 0 et C' est alors appelé un (T, €) petite set.

Moyennant cette définition, on peut énoncer le résultat suivant qui donne une version
qualitative de la contraction autour de 7 pour le semi-groupe FP;. Pour ce faire, fixons
nous une distribution de probabilités quelconque p pour X, et on considere le processus
couplé (X;,Y;) de dynamique P, ® P, ou chaque coordonnée suit le semi-groupe de fagon
indépendante. On suppose par ailleurs que Y; est initialisé sur la mesure stationnaire ,

de sorte que
Vt=0 LY)=m

Théoréme 2.3.3 (Roberts & Rosenthal, 1996) Etant donné un semi-groupe P, d'unique
distribution invariante © et C' un (T, €)-petite set. S’il existe 6 > 0 et une fonction
h:E x E— R telle que minh > 1 et vérifiant

V(z,y) ¢ Cx C  Euye’™*¢ < h(z,y) (2.6)
ol Toxc est le temps d’atteinte de C' x C par le processus (Xy, Y:). Si on définit

A:= sup E, h(Xrp, Yr),
(z,y)eC?

alors pour tout t > 0 et r e (0,1/T) :
dyr (P, ) < (1 — e)l”J + 6_5(t_T)AthJ_1]Eu®7rh(XO,}/0).

Ce résultat donne bien 'ergodicité a vitesse exponentielle de Py vers m des qu’il existe
un moment exponentiel pour le temps de retour du couple (X;,Y;) initialisé en dehors de
C x C : r peut étre choisi aussi petit que I'on veut (donc tel que rlog A < § si nécessaire)
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Preuve : Nous procédons a une construction explicite de trajectoires (X3, Y;) qui suivent
la loi du semi-groupe.

On commence par définir ¢, = inf{t > 0 | (X;,Y;) € C?*}. Ce temps d’arrét ¢ est
fini p.s. par hypothese. Puis, par récurrence :

t,=inf{t >t,_, +T | (X,Y;)eC?*.

Comme sur C, nous avons la minoration du semi-groupe Pr(z,.) = eQ(.), on peut
écrire ’égalité ultra-simple :

Pr(z,.) = eQ() + (1 — e)PT(””’l')__EEQ(').

Ainsi, la transition Pr(z,.) est un mélange de proportion (e, 1 — €) des transitions Q(.) et
Pr(z,)—€Q()
1—e

dans C'.
Au temps t;, si les processus n’ont pas encore couplé (comprendre si X; et Y; ne sont
pas encore égaux), on peut choisir de construire (X, .1, Y;,+r) ainsi :
— Avec probabilité €, on tire une simulation de Q(.) notée &; et on choisit

. L’avantage d’une telle écriture est que @) ne dépend a priori pas du point x

XtiJrT = }/:‘,»HrT = SZ

Si on a sélectionné le couplage, alors on construit le bout de trajectoire manquant
entre ¢; et t; + 1" en utilisant les bonnes transitions, conditionnées a la valeur de X,
et Xti+T.

— Avec probabilité 1 — €, on choisit

Pr(Xy,,.) — €Q(.)
1—¢

Pr(Y;,.) —eQ()
1—e¢

Xt ~ et Y 1~

Des que les processus ont couplé, on les laisse alors évoluer de maniere indépendante,
chacun ayant la loi 7. Par ailleurs, par construction, chaque processus suit une dynamique
guidée par le semi-groupe F;.

I ne reste plus qu’a utiliser 'inégalité de couplage (déja écrite dans la partie chaine
de Markov) pour t* le temps de couplage :

dVT(Pt,u, 7T) < P(t* > t),

puis majorer la queue de distribution du temps de couplage t*.
De maniere tres simple, on définit N, = max{i |t; < t} et on a pour tout r € (0,1/7T) :

{t* > s} = {Ns_7 < |rs|&echec des tentatives} U {N; > |rs]|&echec des tentatives}.
Puis, en passant aux probabilités :
P(t* > s5) < (1 — )" + P(N, 1 < |rs]).

Le premier terme du majorant est dans la conclusion du théoreme, il nous reste a faire
apparaitre dans le second terme du majorant la quantité recherchée.
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On peut écrire : Dy =t; et D; =t; — t;_1 pour ¢ = 2 de sorte que

i i A
P(N, < j) =P D;>s) <e B[] [”| < e A Eyugh(Xo, Vo),
i=1

i=1

ou 'on a utilisé I’hypotheése de majoration des moments exponentiels des temps de retour
dans C. Cela acheve la preuve du théoreme. O

Il nous reste enfin a voir comment obtenir la fameuse majoration des moments expo-
nentiels des temps de rentrée dans C' donnée par (2.6). Une telle condition se déduit en
réalité assez aisément de la construction de fonctions de Lyapunov comme annoncé en
début de section.

Proposition 2.3.2 (Majoration des moments des temps de retour dans un compact)
Soit V- minorée par 1 telle qu’il existe A > 0 et A vérifiant

Ve E LV (z) < =AV(z) + Alc(x).
On pose B :=infce V' et h(z,y) = 5[V (z) + V(y)], on a alors
V(z,y) ¢ C x C B, [€°*¢] < h(x,y),
pour § = A\ — 2 et dans ce cas A < AJ§ + e T sup, V.

2B

Preuve : On commence par calculer leffet du générateur couplé (toujours noté L) sur h
pour constater que

A
Eh(l‘,y) < —)\h(:lj‘,y) + 5[1 + 1C><C(-77,y)]~

Si (z,y)e C x C,ona:
A
S+ loxe(z,y)] = A,

sinon on a

N

N | >
N | >
=
=
s

A

5[1 + loxe(z,y)] =
Par conséquent, on a toujours 'inégalité :

ﬁh($7 y) < _5h($a y) + AlCXC($7 y)

La suite du raisonnement est alors tres proche de ce qui a déja été fait pour le controle
des moyennes de temps de retour dans les compacts. On applique la formule de Dynkin :
étant donnés (z,y) ¢ C x C :

Eﬂ?vy[eé(tATCXC)h(Xta Y;)] < h(ZE, y)

puisqu’avant Toxe, on a Alexeo(z,y)(Xs, Ys) = 0. Comme h est minorée par 1, nous
obtenons donc
Eﬂcyy[e&cxc] < h(z,y).
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Il ne reste plus qu’a calculer une majoration de A. On sait que

A = sup Ez,yh(XTa YT)
(z,y)eCxC

Pour majorer A, il suffit d’appliquer la formule d’Ito a
t
E,,h(X:,Y;) < h(z,y) + EWJ —0h(Xs, Ys)ds + At.
0

La borne obtenue dans la proposition provient alors du lemme de Gronwall. =

2.4 Extensions

Les exemples suivants pourront étre considérés lors d’une étude personnelle puis faire
I’objet d'un petit travail de synthese exposé en fin de cours. Les études proposées ici sont
loin d’étre aussi guidées que ce qui est proposé pour les chaines de Markov. Il est possible
de présenter des éléments de simulation tout comme des études purement théoriques.

2.4.1 Processus d’Orstein-Ulhenbeck

Des références sont disponibles a peu pres partout sur ce processus. Par exemple :
[ABC+] C.ANE, S.BLACHERE, D.CHAFAI, P.FOUGERES, I.GENTIL, F.MALRIEU,
C.ROBERTO, G.SCHEFFER Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique

de France, 2000.

[M82] P.-A. MEYER Note sur les processus d’Ornstein-Uhlenbeck, Séminaire de pro-
babilités (Strasbourg), tome 16 (1982), p. 95-132.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) est clairement I'exemple type de processus
Markovien dirigé par un semi-groupe ou tous les calculs sont explicitables. (X;) est défini
par

dX; = Mp — Xp)dt + odB;.

Pour ce processus, on pourra :
— Etudier les propriétés du semi-groupe du processus O.U.
— Donner une expression exacte de la position X;, tout comme de sa moyenne et
variance.
— Donner des caracteres trajectoriels du processus (non explosion, récurrence, etc).
— Etudier la onvergence par couplage a l'aide de fonctions de Lyapunov.
— Calculer le spectre et des vecteurs propres, puis étudier la convergence exponentielle.
Quelle est I'influence de la dimension sur cette convergence ?
— Simuler des trajectoires a I’aide d’un schéma d’Euler explicite.
On pourra également s’intéresser au processus brownien défini sur le tore Z/27Z ou
bien défini par I’équation différentielles stochastique

dXt = —Sgn(Xt)dt + dBt,

ou sgn(x) désigne le signe de x. Son traitement est certainement plus délicat que pour le
processus d’O.U. Pour cette équation, on consultera a profit :

[CGGOT] P. CATTIAUX, I. GENTIL, A. GUILLIN. Weak logarithmic Sobolev inequa-
lities and entropic convergence. Probab. Theory Related Fields, 139(3-4) :563-603, 2007.
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2.4.2 Inégalités de Sobolev Logarithmiques et décroissance de
P’entropie

La référence incontournable sans nul doute reste toujours :

[ABC+] C.ANE, S.BLACHERE, D.CHAFAI, P.FOUGERES, I.GENTIL, F.MALRIEU,
C.ROBERTO, G.SCHEFFER Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000

mais on pourra consulter pour un bon survol :

[BO6] D. Bakry Functional Inequalities for Markov semigroups, Probability measures
on groups, Mumbai : Inde (2004).

ainsi que 'article précurseur :

[G75] L.GRrOSS Logarithmic Sobolev inequalities, American Journal of Mathematics,
1975, Vol. 97, No. 4, pp. 1061-1083

Une approche reliée fortement aux inégalités fonctionnelles permet de donner des
résultats de convergence exponentielle reliant inégalités « Log-Sobolev » et décroissance
de I'entropie. Les inégalités de Sobolev Logarithmiques s’écrivent en toute généralité en

Ent(f*) < DE(F, f),

ou l'entropie est définie par

Ent(f) = JEflog(f)dw — JE fdmlog (JE fdﬂ')

On pourra donc s’intéresser grace aux références précédentes a :
— En quoi les décroissances de I’entropie sont informatives pour la dynamique guidée
par le semi-groupe de générateur L.
— Comment relier les inégalités Log-Sobolev aux inégalités de trou spectral.
— Montrer qu'une inégalité Log-Sobolev de constante D entraine alors I'ergodicité a
vitesse exponentielle
Ent(P.f) < e D Ent(f).

— Etudier leffet de la dimension sur les inégalités Log Sobolev (propriété de tensori-
sation) en considérant deux semi-groupes de générateurs £, (resp. Ly) vérifiant une
inégalité de « Log-Sobolev » de constantes D; pour une mesure 7; (resp. Dy pour
une mesure 7y). On cherchera alors & démontrer une inégalité « Log-Sobolev » pour
L1 + L5 pour la mesure produit m & .

— Etudier le cas particulier du processus d’Ornstein-Uhlenbeck pour ces inégalités
fonctionnelles.

2.4.3 Diffusion de Kolmogorov

La diffusion générale la plus célebre est assurément celle définie au travers de I’équation
différentielle stochastique
dXt - _VU(Xt)dt + dBt,

ou U désigne un potentiel coercif, minoré (par 0). Difficile de donner un ouvrage de
synthese sur cette équation. On pourra consulter avec profit les ouvrages.
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[ABC+] C.ANE, S.BLACHERE, D.CHAFAI, P.FOUGERES, I.GENTIL, F.MALRIEU,
C.ROBERTO, G.SCHEFFER Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques, Société Mathématique
de France, 2000.

[B94| D.BAKRY, L’hypercontractivité et son utilisation en théorie des semigroupes,
Lectures on Probability theory, Lecture Notes in Math. 1581, 1994

[R99] G. ROYER, Une initiation auz iné€ ?qalités de Sobolev logarithmiques, S.M.F.,
Paris, 1999.

Cette diffusion est intimement a la dynamique décrivant le recuit simulé. Elle a le bon
gout d’eétre symétrique avec une mesure invariante explicite. On pourra étudier sur cette
équation :

— Des conditions de non explosion des trajectoires de cette équation différentielle sto-

chastique.

— La nature spectrale et auto-adjointe de la dynamique par rapport a la dynamique
moce” U,

— La convergence du semi-groupe vers la mesure stationnaire explicite ici, des lors que
certaines conditions sont satisfaites. Par exemple, on regardera dans [ABC+] les
implications du critere « Courbure-Dimension » sur la Hessienne de U.

— Une extension du point précédent sera de considérer éventuellement des inégalités
de Sobolev Logarithmiques découlant du critere « I'y ».

— Sous quelle condition de drift b la diffusion

dXt = b(Xt)dt + dBt,

possede m comme mesure stationnaire qui rend £ symétrique.

2.4.4 Equations de Fokker-Planck cinétiques

Il s’agit peut étre des équations naturellement dégénérées les plus étudiées jusqu’a
présent. Elles interviennent a la suite d’une modélisation proposée pour 1’évolution de la
position d’'une molécule dans 'eau et font intervenir le systeme couplé vitesse/position
(X, Vi) -

dX,;= Vidt
{ dY;=—U'(X})dt — Ydt + dB;

Les références sont nombreuses sur ce sujet. On pourra consulter :

[BBCGO8] BAKRY, D BARTHE F. CATTIAUX P. GUILLIN A. A simple proof of the
poincaré inequality for a large class of probability measures. Electronic Communications
in Probability, 13 :60 766, 2008.

[IN67] E. NELSON. Dynamical theories of Brownian motion. Princeton University
Press, Princeton, N.J., 1967.

[V09] C. VILLANI. Hypocoercivity. Mem. Amer. Math. Soc., 202(950) :iv+141, 2009.

[VO6] C. VILLANI. Hypocoercive diffusion operators. In International Congress of Ma-
thematicians. Vol. III, pages 473-498. Eur. Math. Soc., Z ?rich, 2006.

De tres nombreuses questions sont non triviales :

— Donner des éléments de modélisation convaincants sur le systeme différentiel.

— Donner des formules explicites dans le cas gaussien ot U(x) = ax?/2 pour la dis-

tribution P;u ou p est une distribution gaussienne lors de l'initialisation de Xj.
Proposer graphiquement une illustration de la convergence a 1’équilibre.

40



— Quelles conditions sur U assurent la non explosion du systeme dynamique ?

— Quelles conditions sur U assurent que la loi P,u est absoluement continue par rapport
a la mesure de Lebesgue, en tout temps ¢ strictement positif.

— Quelle est la mesure invariante du processus, comment obtenir des vitesses de conver-
gence par méthode de couplage ?

— Comment utiliser également les fonctions de Lyapunov pour obtenir des inégalités
fonctionnelles (Poincaré par exemple).

— Utiliser des stratégies de modification de la norme ambiante pour obtenir des conver-
gences exponentielles.

2.4.5 Modele TCP

Le modele est une simplification d’évolution de trafic TCP/IP. Ce modele est par
essence dynamique et aléatoire. C’est un cas particulier de processus dit PDMP (Piecewise
Deterministic Markov Process). Des références récentes sur le sujet sont

[BCM+12] J.-B. BARDET, A. CHRISTEN, F. MALRIEU, A. GUILLIN, P.-A. Z1TT
Total variation estimates for the TCP process Electronic Journal in Probability, to appear.

[FGM12] J. FoNBONA, F. MALRIEU, H. GUERIN Quantitative estimates for the
long time behavior of an ergodic variant of the telegraph process Advances in Applied
Probability (2012) Vol 44, no. 4, 977-994

[CMP10] D. CHAFAI, F. MALRIEU, K. PAROUX On the long time behavior of the
TCP window size process Stochastic Processes and their Applications (2010) Vol. 120, no.
8, 1518-1534

L’idée est de modéliser I'intensité d’un trafit croissante avec le temps jusqu’a un temps
exponentiel de séparation sur d’autres serveurs pu l'intensité du trafic est alors « coupée
en deux ». On pourra s’intéresser a

— Proposer une modélisation pertinente du processus, ainsi que des simulations numériques

et justifier précisément ’expression du générateur infinitésimal du processus.
— Etudier la convergence exponentielle vers une mesure stationnaire par méthode de
couplage.
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Chapitre 3

Algorithmes stochastiques

3.1 Introduction

Les algorithmes stochastiques sont des exemples concrets de dynamique Markovienne
ol le processus peut suivre un comportement qui n’est pas « stationnaire » au sens ou
lorsque le nombre d’itérations de l'algorithme grandit, il n’est pas distribué selon une
mesure invariante chargeant tous les points de 1’espace, mais qui au contraire se concentre
sur 'inconnue qu’on souhaite retrouver.

Les références bibliographiques incontournables pour ce chapitre sont assurément

[B99] M. BENAIM Dynamics of stochastic approximation algorithms. Séminaire de
Probabilités (Strasbourg), 33, pp 1-68, 1999.

[BMP90] A. BENVENISTE, M. METIVIER, P. PRIOURET Adaptive algorithms and
stochastic approximations. Springer Verlag, Applications of Mathematics, vol. 22, Berlin,
Heidelberg, New York, 1990 (also available in French, Masson 1987).

[D97] M. DUFLO Random Iterative Models. Springer Verlag, New-York, 1997.

[K77] H. KUSHNER Probability Methods for Approzimations in Stochastic Control and
for Elliptic Equations. Academic Press, 1977.

[KC78] H. J. KUSHNER, CLARK D. S. Stochastic Approzimation Methods for constrai-
ned and unconstrained systems. Springer, 1978.

3.1.1 Un premier exemple introductif

Calcul récursif d’une moyenne empirique L’estimation de la moyenne par la moyenne
empirique issue de la loi des grands nombres est le premier algorithme stochastique com-
munément connu !

Considérons (X,,) une suite de v.a. i.i.d. réelle de loi p intégrable et d’espérance m :
D’apres la Loi (forte) des Grands Nombres,

— Xi+...+ X -
X, = ! nE m p.S.
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On peut re-écrire cette suite (X, )neny récursivement :

_ n _
n - n —Xn
ot n+ 17"t

_ 1 _
=X, Xt — X,
+n+1( +1 )

On constate immédiatement que la suite des moyennes empiriques est bien une chaine de
Markov, ou I'innovation est portée par 1’observation X, .

Notation 3.1.1 (Tribu, pas) On note la tribu canonique F-X := o(X1,...,X,), et on
définit la suite de pas :
Vn e N* Yo = 1/n.

On considere la fonction h définie par :

1
VreR h(z) = EE[Xl —z]?

Alors, la suite des moyennes empiriques s’écrit assez simplement
Xn—&-l = Xn - '7n+1vxh(Xn) + V1AM, 41,
ou

A]\4n+l = _(Xn+1 - Xn) =+ ]E[(XnJrl - Xn)/Fn] = _(Xn+1 - Xn) + Vxh(Xn)

X,+1 est donc égal & X,, plus un terme de dérive (descente de gradient de k) et un terme
centré de type accroissement de martingale.

Ecriture récursive de la moyenne et de la variance empirique Intéressons-nous
maintenant & I'approximation simultanée de la moyenne m et de la variance o?. On pose

1 . 1 .
52 .= EZ(Xk—xn)2 = EZX,? - X2
k=1 k=1

On a :

1 i _ 1 _ N\
2 = X — X, — Xpp1— X
Sn+1 n+1 <k ( k n 7’L+1[ n+1 n]
1

S 1 _ 9 _ _
= X — X))+ — X1 — X, P — Xe — X, X1 — X,
1 20 (6= K o = K = 250 - Kl - )
n 1 _ _
= 52 X1 = X P+ —— X1 — X,
n+1 "+n+1[ - ]+(n+1)2[ + ]

= 2y (82— (K — Xi1)?) = 2 (X — X2
Ainsi, en notant Z, = [X,,, S?], on obtient :

Zn+1 = Zn — Tn+1 [H(Zm Xn—i-l) + (O, Rn—i-l)]
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avec H la fonction définie par
H((7,8%),u) = (T —u, 8" — (T —u)?) et Rpp1=Yns1(Xny1 — X,)?  (reste).
La encore, on vérifie facilement que 'on peut écrire le systeme Markovien en
E[H(Zn, Xni1) | Ful = W(Zy),

ol
h(z,s?*) = (x —m,s* — (z —m)? — o?).

Ainsi, en notant AM,, 1 = H(Z,, X,+1)—h(Z,), Paccroissement de martingale, on obtient
la représentation :

Zn+1 = Zn - 7n+1h(Zn) - ’7n+1(AMn+1 + (07 Rn+1))
Par la Loi Forte des Grands Nombres,
Zn nHJFOO’ (maUQ) = y*

ou y* désigne 'unique zéro de la fonction h. En d’autres termes, cet algorithme peut se
voir comme un algorithme aléatoire de recherche de zéro de la fonction h.

3.1.2 Modele générique d’algorithme stochastique

Les deux exemples ci-dessus sont des représentants typiques d’algorithme stochastique.
Le premier se traduit comme la recherche d’'un minimum de la fonction h, le second comme
la recherche d'un 0 d’une équation.

Définition 3.1.1 (Algorithme stochastique) Un algorithme stochastique sera défini
par :
Xnv1 = X = Y1 M(X3) + Va1 (AMpi1 + Roya)

ot () est une suite de réels strictement positifs telle que

Y 2EE 0 et Z’yanroo.

n=1

La suite (AM,) est une suite d’accroissements de martingale et (R,,) est une perturbation
ou un reste négligeable (avec un sens a définir ensuite) lorsque n — +00.

L’objectif du chapitre est alors de comprendre le comportement de 1’algorithme lorsque
I’'on a de plus en plus de données, c’est-a-dire n — +oo.

— Convergence de l'algorithme ?

— Vitesse ?
Pour ce qui est de la premieére question, une premiere réponse heuristique est que si h est
une fonction de rappel et admet un unique zéro x*, alors

n—-+aoo
X, —— x*.

Pour la seconde question, on constate que dans les deux premiers exemples, la convergence
est donnée par une loi des grands nombres, et donc la vitesse est en 4/n.
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3.2 Algorithmes déterministes et descente de gra-
dient

On considere la suite définie par récurrence :

Tpt1 = T — Ynr1h(zy). (3.1)
L’idée est de voir ’équation précédente comme une discrétisation de I’équation différentielle

ordinaire :
dy(t)

o = ~hw). (3.2)

Dans I'équation précédente, il faut comprendre qu’on fait une interpolation du temps
continu par une suite d’intervalles de taille de plus en plus petits. Si on définit

n
Tn = Z Yis
J=1

alors on effectue heuristiquement I’approximation z,, = y(7,) puisque pour un pas petit
(un entier n assez grand) :

Tpi1 = Y(Tns1) = Y(Tn+Yns1) = y() +7n+13//(7'n) = Tp = Y1 h(Y(Tn)) = Tn—Ynp1h(zn).

Ainsi, le temps peut étre découpé en
[0,7.] =[0,71] U [11, 7] ... U [T0e1, Tl

Pour une suite infinie de pas (7, )n=0, on peut calquer le comportement des solutions
de (3.1) au comportement asymptotique des solutions de (3.2) a la condition sine qua
none que

Tp —> +00 c’est-a-dire Z v = +00.
j=1
Les questions qu’on regarde par la suite est

— Quel est le comportement en temps long des solutions de (3.2) ?

— Comment I’algorithme approche-t-il les solutions de I’équation continue ?

— Sous quelles conditions cet algorithme converge-t-il 7 Vers quelle cible ?

3.2.1 Pas constant
On se place dans le cadre ou 7, = v > 0 et 'ensemble des zéros de h est un singleton
"} = {h =0}
On peut alors écrire le résultat sur le schéma algorithmique discrétisé suivant.

Proposition 3.2.1 Soit h: RY — RY continue telle que h satisfait la condition de « rap-
pel » suivante :

Vo # x* {x —z* h(z)) = C|h(z)|%.
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On pose :
Th1 = T, — vh(z7).

Pour tout valeur initiale xo € R?, il existe vy > 0 tel que

Vre(090) a5t
Remarque 3.2.1 — En réalité, on peut obtenir le méme genre de résultat en se re-

streignant a des sous-espaces ou la condition du théoréme sur h est vérifice :
Vo # x* (x —z* h(z)) = C|h(z)|.

— Il faut impérativement que le point de départ de [’algorithme soit dans ce sous-espace.
— En réalité, l’algorithme ne fonctionne qu’avec un pas bien choisi qui n’est pas forcément
évident a régler a priori.

Preuve : Pour la preuve, on omet la dépendance de (x]),>¢ & la taille de et notons plus
simplement (z,),=0. On va démontrer que la suite se rapproche toujours de z*.

|1 = 2 * = | — 2 = 29¢hlxn), 2 — %) + 7 |R(@n) [
On a donc :

|1 — & = |z — 2 = A[2(0(x0), 20 — 2%) = y[(za)[].
Par hypothese, on sait que

Vo # «* w20>0.

h(x)?
On définit ainsi ( ha)
. z—x* h(x

On a alors en prenant v < 7 et en appliquant la minoration précédente a x = x,, que
2(h(wn), @0 — &%) = 0| M(xa)[* = Yh(wn).

Ainsi, on obtient que
Upi1 = |[Tp1 — 2 S up o= |z, — 2

et la suite (u,)nen est une décroissante, minorée, donc convergente.

On en déduit que la suite (x,,)nen est bornée et on extrait de cette suite une sous-suite
convergente vers r,. On utilise enfin que la série de terme général 2{h(xy), x) — x*) —
v|h(z)|? est convergente par le biais de la série telescopique formée par

Z Up4+1 — Up.

Aussi, son terme général tend vers 0 et la valeur de x., ne peut étre que z*.
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Par ailleurs, on peut avoir une idée de la vitesse puisque

n—1
v D 2(wk), m — &) — Al h(w)’] = |wo — &P = |z — 2 < Jwo — 2"
k=0

Puis, on a par définition de vy que
n—1
Y0 =) X [h(@e)]® < [z —
k=0

Maintenant, si h? est plate autour de z* d’exposant 3 :
h(2)[* ~ Kz —a*)",
alors I'inégalité précédente implique I’heuristique
wy(v0 — Y)n|z, — 2%)? S |ze — 2%
Et donc pour une constance C' assez grande, lorsque n tend vers +oo :
|z, — z*| < Cn V5,

Ainsi, plus £ est grand, moins la vitesse obtenue est bonne. =

Remarque 3.2.2 On pourra démontrer que les conditions sont satisfaites si h(x) =

A(x —x*) avec A matrice carrée définie positive en utilisant la décomposition spectrale de
A.

3.2.2 Pas décroissant

Fonction de Lyapunov sous-quadratique On introduit a nouveau la notion impor-
tante de fonction de Lyapunov qui sera incontournable pour tout ce qu'on fera par la
suite. Ici, les fonctions de Lyapunov sympathiques seront dites « sous-quadratiques ».

Définition 3.2.1 On dira que V : R? — R est sous-quadratique si elle est de classe C*
et si VV est une fonction Lipschitzienne au sens ot :

IL>0 Y,y eR!  [(VV(2) = VV(y), 2 -yl < Ljz —y|*.

Une telle fonction V' est sous-quadratique car sous la condition VV' Lipschitzienne, on
vérifie facilement que sa croissance est au plus quadratique pour les grandes valeurs de
x

V(z)] < C(1+ |z?).

En fait, on peut méme avoir que V(z) < C + L/2|z|* pour une constante C' assez grande.
La fonction V(z) = |z — z*|* est un exemple de fonction de Lyapunov.
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Enoncé On va maintenant énoncer une version a pas décroissant du premier résultat en
utilisant en outre une fonction V' sous-quadratique (au lieu de la fonction V (z) = |z—ax*|?).

Proposition 3.2.2 Supposons données une fonction sous-quadratique positive V', et h
continue telle que

| ‘lim V(z) =400, (VV,h)=0 et |h(z)]> <C1+V(z)).
x| —+00
Si

argminV = {z*} et (VV(z),h(zx))>0 Vax#a",

alors Ualgorithme 11 = x,, — Ypy1h(x,) converge vers z* du moment que
+o0 +o0
Z%=+oo et vab<+oo.
n=1 n=1

Remarque 3.2.3 Quelques remarques sur le résultat précédent.

— L’exemple fondamental est celui pour lequel h = VV ou V' est une fonction de
Lyapunov sous-quadratique pour lequel {VV = 0} est réduit a un seul point. Dans
ce cas, l’algorithme est une « descente de gradient » a pas décroissant.

— L’inconvénient de la méthode a pas décroissant par rapport a la méthode a pas
constant est qu’elle converge moins vite vers x*. C’est relativement clair puisque le
temps T, grossit naturellement moins vite vers +oo0 (bien en dessous de linéairement)
alors que dans le régime a pas constant, T, est linéaire enn. En revanche, la méthode
a pas décroissant est beaucoup plus stable et comme on peut le voir ne nécessite pas
de condition sur la taille du pas (relativement a un hypothétique 7y ).

— 1l est tres facile de donner un énoncé du résultat précédent en temps continu et la
preuve est beaucoup plus simple que dans la situation discréte.

Preuve : L’idée est de se servir de 'évolution de V(x,,) au lieu de celle de |z,, — z*|?. Une
simple formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral donne

Viens) = Vizn) = melVV(2n), h(zn)) = J%HWV(% +h(wn)s), M(n))ds

0

Y41V V (@), h(2n))

_ f"“<VV(xn + h(2,)8) — VV (2,), h(x,))ds

Notons [VV]; la constante de Lipschitz de V. On a alors

[V (@ni1) = Vi) = pmealVV (), hzn))| < L%H s VY (@0 + h(wn)s) = VV (@), sh(za))] ds

Tn+1
<j [VV]is7 | h(z,)s|?ds
0

< T [VV]illR(@n) |
En utilisant la majoration de A par V', on en déduit qu’il existe C assez grande telle que

V(@ni1) S V() = 1mi{VV (@), b)) + Cripy (1+ V()
< Vi(zn)(1+ 0’72-4-1) = Vg1V V (2,), h(z0)) + 073-1—1-
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A ce stade, (V(X,,))n=0 peut étre vue comme une sorte de suite arithmético-géométrique
mais avec une majoration plutot qu’une égalité. On va essayer d’extraire de cette inégalité
une suite décroissante. Plus précisément, en divisant les produits de (1+C~?2), on obtient :

V(@ni1) + 200 wVV @k 1), bk 1)+ C Yy W
n+2(1 + C’Yk)

_ V) + X wlTV (@) b )+ C S

b sz {(L+C%)

On pose
Vi(a) + 3oy VY (@), M@io1)) + O X e

[ (14 CH7)

Il s’agit d'une suite décroissante et minorée par hypothese par 0, donc convergente. Comme
> ~2 est une série convergente,

H, =

H (1+Cqp) et C’Z y: convergent,
k=1

k=1
ce qui implique a nouveau que
V(za) + O il VV (@), b)) 25 1 e R,
k=1

En conséquence, on obtient que

DYV (@r), b)) <1,

k=1

et c’est une série a termes positifs. Ainsi :

(@) : Vi(zn) "D v e Ry et (0) 0 Y w(VV (1), h(wp1)) < +0.

Comme V(x) — 400 lorsque || — +oo, (a) implique que (z,) est une suite bornée. De
(b) et du fait que >}, V& = 00, on déduit que :

I}Lrgi&KVV(a:n) hzy)) = 0.
Quitte & extraire une sous-suite, on peut construire (x4, ) convergente vers z, telle que
Ve = V() et dans ce cas (VV(zy), h(xs)) = 0. Ainsi, x4 = z* et V(xn) I2EE V(x*)

. , . — 400
et il n’y a qu’une seule valeur d’adhérence possible z*, il suit que z,, ————> x* =

Remarque 3.2.4 Si on suppose que V'V est p-Holderienne, on peut également énoncer
un résultat dans ce cadre. La différence provient alors des premieres majorations dans la
formule de Taylor a l'ordre 1.
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3.3 Schéma stochastique

3.3.1 Motivations

L’idée d’étudier un schéma de la forme
Xn+1 = Xn - f}/nJrlh(Xn) + anJrl(AMnJrl + Rn+1), (34>

répond a des motivations bien réelles dans des cas particulier.

Evaluation indirecte bruitée Imaginons que h soit le gradient d’une fonction U et
qu’on cherche a minimiser U, ceci sans perte de généralité car la recherche de 0 d’une
fonction et la minimisation du carré de la fonction sont équivalents. Si par malheur la
fonction U ne peut étre évaluée directement au point courant de 'algorithme, c’est a dire
si U(X,) n’est mesurable qu’a une erreur centrée pres, alors on ne peut pas exploiter les
résultats concernant les algorithmes (3.1).

En effet, le schéma s’écrirait :

Xn+1 = Xn - 7n+1h(Xn) + ’Yn+1£nu

et cette écriture correspond plus & un cas particulier de (3.4) avec un reste nul, plutot
qu’a un schéma déterministe (3.1).

Impossibilité numérique de calculer la dérive Si maintenant on imagine que U est
donnée au travers d’une intégrale :

vreRY  Uz) = Lu(as,y)u(dy),

ou p est une mesure de probabilités sur un ensemble E a prior: connu mais gros, il devient
difficile de concevoir I'applicabilité numérique du schéma déterministe utilisant le calcul

de h :
h(z) = VU(z) = J Ol (z, y) p(dy),

E

en tout point (X,,),>1 de 'algorithme, car le calcul de l'intégrale sur E peut étre couteux
si aucune formule explicite n’est disponible pour la fonction h.

On peut malgré tout revenir a une formulation par algorithme stochastique en remar-
quant que si (Y;,),>1 est une suite i.i.d. de loi p sur E, alors I’algorithme

Xn—',—l = Xn - ’Yn+lamu(Xn7 Yn-}-l)a

peut se re-écrire en
Xn+1 = Xn - ’7n+1h(Xn) - ’Yn+1AMn+17

puisque
AMn-H = h(Xn) - aﬂcu(Xm Yn+1) = f 6a:u(Xn7 y)/vb(dy) - 6zu(Xna Yn-i-l)
E
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est un accroissement de martingale :
B (MMl 7] = | 0U(X, y)a(dy) ~ EOUK i) F] =
E

Bilan : si on suppose qu’on sait simuler p, alors en notant (Y},),>1 une suite de v.a.
i.i.d. de loi 4 on implémente la suite :
ou

Xn+1 = Xp — /yn-&-l%(Xna Yn—i-l)

qui peut se réécrire sous la forme :
Xn+1 = Xn - 7n+1VU(Xn) + P)/n+1AMn+l

ou
ou
AMn = VU(XTL) - g(Xn, Yn+1)-
On retrouve une écriture de type algorithme stochastique qu’on appellera dans la suite
« descente de gradient stochastique ». On doit donc répondre aux questions :
— (X,) converge-t-elle vers x* ?

~ A quelle vitesse, sous quelles conditions. .. ?

3.3.2 Rappels sur les martingales

Pour tous les rappels sur les martingales, une tres bonne référence est
[W91] D. WILLIAMS Probability with Martingales, Cambridge Mathematical Text-
books, 1991.

Voici en vrac quelques rappels : des définitions, des inégalités célebres ainsi que des
théoremes de convergence incontournables.

Définitions des concepts

Définition 3.3.1 (Martingale, Sur-martingale, Sous-martingale) Un processus (X, )n>0
a valeur dans RY est appelé une (F,)-martingale si

(i) (X,) est (F,)-adapté.

(i1) E[| X,|] < +o0 pour tout n = 0.

(7i) E| X, 11| Fn] = X pour tout n = 0.

De méme, un processus (X, )n=o est appelé une (F,,) sur-martingale losqu’il satisfait (i),
(ii) et (iii’) :

E[X,i|F] < X, Vn=0.
Enfin, un processus (X,)n=o0 est appelé une (F,) sous-martingale lorsqu’il satisfait (i),
(ii) et (iii”)

E[X41|Fn) = X, Vn = 0.
Définition 3.3.2 (Suite prévisible) On dira ensuite qu’une suite (Yy,)n=o0 €st (Fn)n>0
prévisible si Y, 1 est F,-mesurable, pour tout entier n :

E [Yn+1|fn] = Yn+1~
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Proposition 3.3.1 (Décomposition de Doob) Soit (X,,) une sous-martingale (resp.
sur-martingale) réelle. Alors, il existe un unique processus croissant (décroissant) prévisible
(An)nso nul en 0 tel que X,, = M,, + A,, ot (M,,) est une martingale. De plus

An - An—l = ]E[Xn - Xn—1|fn—1]-

Définition 3.3.3 (Crochet d’une martingale de carré intégrable) Soit (M,,) une
martingale de carré intégrable a valeurs réelles. Alors, (M?) est une sous-martingale car
x — z% est convere. On note ((M),) le crochet de M, i.e. l'unique processus prévisible
croissant nul en 0 tel que M2 — (M), est une martingale. On a :

<M >, — <M >,=E[(M,,; — M,)*/F,].

Inégalités classiques

Théoréme 3.3.1 (Inégalités de Doob, Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy) On
peut énoncer ces inégalités ainsi.

Inégalité de Doob : Soit (X,,) une martingale ou une sous-martingale positive. On a
pour tout N = 0, pour tout p > 1,

1
P ( s X >a) < ZEXP].
a

0<n<N

Inégalité de B-D-G : (X,) martingale ou sous-martingale positive, p > 1.

| s x| < (p%)pEnXm

o<n<N 1

En particulier, si (X,,) est une martingale nulle en 0,

El sup |Xn|2] < E[< X >2]

0<n<N

et

sup X,, € L* si et seulement si sup E[|X,,[F] < +co.
n=0

Résultats de convergence

Théoréme 3.3.2 (Sous-martingale) Soit (X,,) une sur-martingale ou une sous-martingale
telle que
sup E[|X,,|] < +o0.

nz=1

Alors, (X,)ns0 converge p.s. vers X, intégrable.

Théoréme 3.3.3 (Sur-Martingale) On a les deux résultats :
i) Soit (X,,) une martingale ou une sur-martingale positive, alors (X,) converge p.s.
i1) Si en plus elle est bornée dans LP avec p > 1, alors (X,,) converge en plus dans LP.

Théoréme 3.3.4 Soit (X,,) une martingale de carré intégrable. Alors,
i) Sur {< X >} < 400}, (X,,) converge p.s. dans R.

i1) Sur {< X >,= +o0}, <§<(T;n 20 ps.
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3.3.3 Théoreme de Robbins-Siegmund

Nous allons établir un premier résultat sur les schémas stochastiques. Ce résultat est
connu sous le nom de Théoreme de Robbins-Siegmund. On se place sur un espace de
probabilité (Q, F,P).

Théoréme 3.3.5 (Robbins-Siegmund) On considére une filtration (F,)n>o0 €t quatre suites
de v.a. (Uy), (Vo), (an) et (Byn) qui sont (F,)-adaptées, positives et intégrables vérifiant
(i) (o), (Uy,) et (B,) sont des suites prévisibles.
(ii) supgeq [[(1 4+ an(w)) < 4w et 3 E[3,] < +oo.

fiii) YneN. |
E[Vai1[Fo] < Vol + anst) + Barr — Upsr.
Alors,
(@) Vi, 25V, el et sup,.E[V,] < +o.
{(b) Yso E[Un] < 400 et >, (U, <+ p.s.

Remarque 3.3.1 Dans la suite, (V,,) sera le plus souvent V(X,,) ou V est une fonction
de Lyapunov et (X,,) Ualgorithme. Ce résultat signifie donc que sous un contréle de type
(1), obtient la convergence de (V (X)) lorsque n — +o0. Ainsi, sous de bonnes hypothéses
sur' V', on obtient la convergence de l’algorithme (X,,).

Preuve : L’idée est de construire une sur-martingale a partir de I'inégalité (iii). Cette idée
correspond a la suite décroissante dans le cas déterministe.

Majorations préliminaires Remarquons tout d’abord que puisque la suite (U,)n>0
est prévisible, alors

n+1 n
E| Vi + Y, Ukl | S Va(l+ anin) + D) Uk + Bosa
k=1 k=1

< <Vn + Z Uk) (1 + Can) + ﬁn+1~
k=1

Aussi, si on définit
S = Vi + ZZ:l Uy

(T +an)’
alors on constate immédiatement que

E[Sn+1|fn] < Sn + Bn-i—l

ol 5
Ky

Si on note B, := >, By, alors la suite (Bn)n=0 est une suite positive croissante, donc
convergente vers une variable aléatoire notée By. Comme S, < S, la condition (ii)
implique alors que By, € L! :

EB, < +o0.
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Construction d’une sur-martingale On pose S, = S, + E|Bw|Fn] — By. Comme la
suite (B)n=0 est prévisible, on peut écrire que

E[Sns11Fn] < Su+ Bui1 + E[Buw|Fu] — E[Bn 1| F]
< Sn + E[Boo|~Fn] - n+1 + ﬁn-ﬁ-l = Sn

(Sn)n=0 est donc une sur-martingale car on a en plus que
E|S,| <ES, + EB,, < +o.

De plus, (S,) est positive car
Sp =Sy + E[By — B,|Fn]

et (By)n=0 est une suite croissante. Ainsi, le théoreme de convergence des sur-martingales
positives implique :

- to

S, =0, S e LY

De plus, comme E[By|F,] — By "% By — By = 0 p.s. et dans L', il suit que (S,,)
converge p.s. vers Sy := Sy et par ailleurs S, € L. En particulier, le théoreme de Tonelli
implique immédiatement que

sup E[S,] < +0.

Retour a (V,,),=0 et (U,)n=0 On s’intéresse a nouveau aux deux suites (V},),=0 et
(Un)nz0- On sait par définition que

Z ] l_[1+ak)E[S]< [T +a)| E[S.].

On obtient donc dans un premier temps que

supE[V,] < +0 et E [Z U | < +o0.

n=1 k=1

En particulier »,_, Uy < +00 p.s., ce qui démontre le (b).
Comme S,, — Sy et que [ ], (1 + az) < 400, il suit facilement que

S [0+ aw) =D U =V, 55 Vg = S [ [+ o) = D Uk
k1 k=1 k=1 k>1
p.s. et dans L'. Cela démontre le (a) et acheve la démonstration. o

3.3.4 Applications aux algorithmes stochastiques

On revient désormais au contexte d’application de nos méthodes stochastiques et on
considere I’algorithme défini auparavant dans (3.4) par Xy = z9 € R et

Xot1 = Xo — Y1 A(X0) + Y1 (AM g1 + Roga) (3.5)
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ol (Yn)n=0 est une suite de réels strictement positifs vérifiant

not, Z Yn = +00, Z 72 < 4o0. (3.6)
n=1 nz=1

On déduit du théoreme de Robbins-Siegmund le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3.3.6 (Convergence de la méthode du gradient stochastique) Soit (X,,),=0
une suite de variables aléatoires définies par (3.5), et telles que (Vn)n=0 satisfait (3.6).

On se donne V une fonction sous-quadratique positive de classe C? vérifiant :
(Hy) : (hypotheése de « drift »)

m:=minV(z) >0 lim V(z)=+40, (VV,h)=0 et |h*+|VV]?<C1+V).

zeR? || —+00

(Hy) : (contréle des perturbations)
(i) (AM,) est une suite d’accroissements d’une (F,)-martingale vectorielle telle que

E[|[AM,*|Fo1] < CA1+V(X,_1)) VneN.
(ii) (R,) est (F,)-adaptée et
E[|Ral*|Fn-1] < Con(1+ V(Xa1).
Alors, sous (Hy) et (Hz), on a :

(a)supE[V(X,,)] < +0, Z Yni1{VV, h)(X,) < +0  p.s.

n=0 n=0
(OV(X,) 5 Ve LY ps.,
Si de plus D*V est non dégénérée (partout), alors

()X — Xpno1 =250 p.s. et dans L2

Remarque 3.3.2 On peut faire les quelques remarques suivantes.
— On peut supposer que Xq est aléatoire du moment que E[V (Xy)] < +oo.
— Si lalgorithme prend ses valeurs dans un convexe de R (exemple : algorithme sto-
chastique), il suffit que les hypothéses sur V' soient satisfaites sur le conveze.

— Le fait que
D maa(VV ) (X,) < 40 pas.,

n=0

que NV, h) >0 et que Yy, = +oo impliquent que
hm1nf<VV hY(X,) =0 p.s.

n—+00

Preuve : On utilisera la notation :

; 635 61:[ ykyl
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Majoration issue des formules de Taylor D’apres la formule de Taylor a 'ordre 2,
il existe une suite (&,)n>0 telle que

V(XnJrl) = V(Xn) - 7n+1<vv(Xn)7 h(Xn)>(Xn) + 7n+1<vva A]\JnJr1>
eIV (), ) + 5DV (610 (A X, 1)

ou &,41 est un élément du segment [X,,, X,,11] et AX, 1 = X,,.1 — X,,. D’abord, comme
V est sous-quadratique, on en déduit que D?V est bornée (pour n’importe quelle norme)
et finalement :

_D2v(£n+1) (AXTL+1)®2

1
E < OlAK il € O (RGP + AM o + [Rual?)

Ainsi, en utilisant les hypotheses du théoreme, on obtient qu’il existe une constante C'
assez grande pour laquelle :

B |30V (6 (30| 17, < 0o+ V) 7

Finalement, comme AM, est un accroissement de martingale et que V' est minoré par m
strictement positif, quitte a modifier encore la constante C, on peut écrire que

E[V(Xn1)|Fa] < V(Xn)(l—l—C’ng)—i—’ynHE [KVV(X5), Ruy )| Ful =7 1(VV (X0), h(XSl
8

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’hypothese sur R, :

N

E[[KVV (Xn), Bni1)l|Fnl E[[VV(Xo)[ % [Rnsa]|Fn]

[VV (X)) [E[| Rpsa || 5]
< VVXG) WE[ R Fa]
< CramV/1+ V(X)) | VVI(XL).

A nouveau, le caractere sous-quadratique du potentiel permet de déduire que
IVV(2)] = Opjsron(v/V (7)),
et finalement en modifiant encore une fois la constante C', on a
E[KVV(X2), Bus)l1Fa] < CoyniaV(Xa).
Ainsi, (3.8) implique
E[V(Xn)|Ful < VX)L + Crpp) = 31V V (Xn), h(X0)) (3.9)
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Application du théoreme de Robbins-Siegmund Si on définit les quantités
Vo= V(X0), Uppr = 7me{VVI(XR),  an:=Ch2 Bup =0,
on re-écrit (3.9) en (iii) du théoreme précédent :
E[Vai1|Fa] < Vol + ansa) + Bovr — Unsa.

On peut vérifier que les hypotheses du théoreme précédent sont satisfaites :
— () nens (Bn)nen €t (Up)nen sont bien des suites (F,)neny prévisibles donc (i) est
vérifié.
— Le produit | [,_,(1 + ) est convergent donc (ii) est vérifié.
Le théoreme de Robbins-Siegmund implique alors que V,, converge vers V,, dans L; et
la série des U, est presque stirement convergente. Cela prouve donc les points (a), (b), et
(c). Pour le (d), on sait que comme D? est non dégénérée :

vreRY  |D*z)| = Ao > 0.
Puis,

P

1
E [|AXH+1|2 |]:n] < E _DQV(an)(AXnH)@Q |~7:n < C%%H(l + V(Xn))
2 2

En fin de compte, on obtient :

DE[AX, ] <C D a1+ V(X)) < +o.

nz=0

Ceci implique que
E[|AX,]*] 22550 et Z IAX, 4 1]* < +o0 p.s.

n—-+0o

Donc en particulier, AX,, 0 p.s. O

Corollaire 3.3.1 (Théoréme de Robbins-Monro) On se place sous les hypothéses du
Théoréme (3.3.6) et on suppose de plus que : h est continue et que

{2, (VV (), h(z)) = 0} = {z*}.

Alors,
) x* est 'unique minimum de V.

(a

(B) Xn 255 2% pos. et (VV, ) (X,) =225 0.

() Soit P,(x) = |z|P avec p > 0 telle P, (x) < CVP(z) avec p € [0,1). Alors,
E[(tp(X, — 2*)] 7= 0.
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Preuve : Point («) : on sait que V' admet un minimum, et pour ce minimum on a bien
sur (VV (z), h{(z)) = 0. Par hypothese, cela implique que {VV = 0} = {2*}
Point (f) : d’apres le théoreme précédent, on sait que

D 1lVV ) (Xy) < o0 pus.

On choisit w € Q < Q pour lequel la convergence a lieu et telle que la suite X, (w) est
bornée. Cet ensemble Om~ega est de mesure 1 d’apres le théoreme précédent. Supposons
que par ailleurs Vi, (w) > m, comme V est une fonction continue qui atteint son minimum
en x*, on en déduit alors qu’il existe un entier ng, M > 0 et € > 0 tels que

Vn = ng Xn(w) € B(z*,€) n B(0, M)

Mais la fonction x — (VV(z), h(x)) est continue sur B(z*, €)*n B(0, M) et donc minorée
par un réel ¢ > 0. Dans ce cas, on obtient alors

S i Ch(X,), VU (X)) 2 €Y yuis = +0.

Cela est contradictoire et on en déduit alors que sur I'ensemble Q, la suite X,, converge
vers z*.

Point () : on va utiliser un argument d’équi-intégrabilité. On fixe M > 0. Par conver-
gence dominée,

E[(¢p(Xn — %)Ly, (x,—omy<nr] “= 0.
D’autre part, par Holder

E[p(Xn — %)Ly, (x,—a)=01] < E[(4p(X — %) VPPP(4 (X, — 2%) > M) F
< sup E[V(X,)P(, (X, — 2*) > M)~
nzl1
< CP(p(X, — x*) > M) *.

Par convergence dominée, il suit que

lim sup B[, (X, — 2%) 1y, (x,—a*)>n] = 0

M —+0o0
puis le résultat. O

Exemple 3.3.1 Un probleme de moindres carrés récursif. On considére &1, ...,&,, ... un
? ? 7

ensemble de vecteurs de R? (les entrées) et on souhaite approcher une relation & — F(€)

par un modele linéaire au travers d’un critére de moindre carrés, i.e. on veut minimiser :

V:CeR! Zn](F(fk) —(C.&) =B, [(F(§) —(C.©)]

k=1

ot o= 1/nd_ 0. On note la matrice de Gramm A(§) := &&'. Des simples calculs
montrent que

VV(C) =E,[(C.&) = F(§))&l, (D*V(C)) = E[A()] = cte.
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Ainsi, D?V est clairement symétrique positive. Pour qu’elle soit définie, il faut que u ap-
partienne a ['orthogonal de [’espace engendré par les &.. V' est donc strictement convexe
si et seulement si (E)1<p<n est génératrice de RY. Dans ce cas, V admet un unique mi-
nimum (explicite mais qui peut étre long a calculer). Dans ce cas, une méthode récursive
permettant de calculer (C,) est

CnJrl = Cn - ’Vn+1(<Cn7 £n+1> - F(€n+1))£n+1

ot (&,) est une suite de v.a. i.i.d. de loi . Si on vérifie les hypothéses de Robbins-Monro,
alors C,, converge vers l'unique minimum de V.

On étudie désormais le comportement dynamique de 1’algorithme de Robbins-Monro
lorsque le nombre de minimiseurs n’est plus éventuellement un singleton, mais un ensemble

fini.

Corollaire 3.3.2 Sous les hypothéses du théoréme (3.3.6), on suppose en plus que :
(Hpini) : h est continue et pour tout v =0, {z,V(zx) = v} N {(VV, h) =0} est fini.
Alors, (X)) converge vers X p.s. fini et (VV,h)(Xy) =

Preuve :

Structure de ’adhérence D’abord, comme V' (X,,) 227, V, p.s. fini et que limV (r) =

+o0 losrque |z| — 400, on peut trouver Q < 2 de probabilité 1 tel que si w € €, alors
(Xn(w))nen est une suite bornée. Notons x® l'’ensemble de ses valeurs d’adhérence (a w
fixé). Il s’agit d’un ensemble compact.

De plus, on peut se retreindre a des événements w tels que AX, — 0, ce qui va
impliquer que x® est également connexe. En effet, supposons que x® ne soit pas connexe.
Alors, il existe deux fermés non vides F; et F5 d’intersection vide tels que x* = F; u Fy
est inclus dans F; U Fy. Soit alors x € F! n x® et y € F? A x®. Par définition de x®, il
existe des sous-suites (Xg,(n)) et (Xg,(n)) convergeant respectivement vers = et y. F et
F, étant des fermés d’intersection vide, on a d(Fi, Fy) = dy > 0. D’autre part, pour tout
e > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

Xooy — 2| <&, | Xpym)—yl<e et |X,—X, <e¢

On fixe € = dy/4, on construit alors une suite d’instants (7) et (7Y) de la maniere
sulvante :

Ty :=inf{n = ng,| X, — x| < do/4}, TV :=inf{n =Ty, |X, —y| < do/4}
Ty :=inf{n > T |,|X, — 2| < do/4}, T} :=inf{n =T}, |X, —y| < do/4}.

On a clairement T} et 7}/ finis pour tout k car = et y sont valeurs d’adhérence. Comme
| X, — X-1] < do/4 pour tout n = ng, on en déduit alors qu’entre les instants T} et T},
il existe un instant ny tel que d(X,,, F1 v Fy) > dy/4. La suite (X, ) est bornée donc
admet une valeur d’adhérence X,. Il est clair qu’alors, X, n’appartient pas a F| u F;
donc n’appartient pas a Y. Ceci fournit une contradiction.
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Convergence presque siire On prend toutes les trajectoires telles que V(X,,) — Vi,
on a alors x*®(w) < {z,V(z) = Ve(w)}. Comme

27’“<VV> h)(Xy) < +o0 p.s.,

on sait d’autre part que nécessairement
X7 (w) = {{VV, h) = 0}.

Démontrons que nécessairement il y a convergence de la suite (preuve en dimension 1
seulement car en dimension quelconque, les difficultés techniques sont assez importantes).
On a deux cas. Soit x*(w) est réduit a un point et la preuve est terminée. Sinon, x*(w)
est un intervalle (en tant que connexe de R) d’intérieur non vide. En particulier, comme
V est constante sur x*(w) et que V' est continue, V' = 0 sur xy*(w). On a donc x*(w)
inclus dans une composante connexe de {z,V(x) = Vi(w)} n {{VV,h) = 0} qui est par
hypothese un ensemble localement fini. Ainsi, x*(w) est réduit a un point et le résultat
suit. o

Probleme : Lorsque 'on est dans le cadre de Robbins-Monro, on sait qu’on converge
vers la bonne cible. En revanche dans le cadre ou la fonction h a plusieurs 0, I'algorithme

converge-t-il vers des minimums locaux ? Une tentative de réponse est proposée Section
3.4.

3.3.5 Théoreme Limite Central pour les Algorithmes Stochas-
tiques

Dans ce paragraphe volontairement raccourci (puisqu’aucune preuve n’y sera écrite),
nous donnons une idée de la vitesse de convergence d'un algorithme stochastique. On
donne ici une version lorsque A possede un unique zéro, i.e. lorsque I'on est dans le cadre
de Robbins-Monro et on considere un algorithme stochastique ayant la forme suivante :

Xn+1 = Xn - ’YnJrlH(Xna Un+1) = Xn - 7n+1h(Xn) + ’YnJrlAMnJrl
ou (U,) est une suite de v.a. i.i.d., h(z) = E[H(x,U;)] et

AMn+1 == h(Xn) - H(Xn, UTL+1)‘

Théoréme 3.3.7 Etant données les hypothéses du Corollaire 3.3.1 et h de classe C? qui
a un unique zéro x* fortement attractif pour 'ODE y = —h(y) (valeurs propres de la
dérivée de h de partie réelle strictement positive). On suppose que

36>0  supE [|H(Xp, Up1)|*™°] < +o0.

nz=0

et que le "bruit” ne soit pas trop dégénéré en x*, i.e. que la matrice de covariance Xy (z*)
de H(x*,Uy) définie par

Sy (r*) = E[(h(x*) — H(z*, U)))(h(z*) — H(z*,U;))"] est définie positive.
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Si enfin (Yn)nso est de la forme

Y = ﬁin’ pour «,f3 >0
avec
o1
“ 7 SRe(vm)
Alors,
Vn(X, —z*) = N(0,aX)
avec

40
1
5 J (A)Su(") Ads et A, = exp(~(Dh(y") — 3)s).
0 a
Remarque 3.3.3 En dimension 1, Apin = W(y*), Lg(a*) = Var(H(z*,Uy), et As =
exp(—Cs) avec C' = KW (y*) — 1/(2a). On en déduit que le résultat est correct si o >
1/(21 (y*) et que

Oé2

Y = Var(H(a:*, Ul)W

dont le minimum est atteint en .
Oéopt = h/_(y*) .

3.4 La méthode de ’ODE

L’idée de cette section est de donner une description plus ”dynamique” des algorithmes
stochastiques.

3.4.1 Attracteurs d’ODE
On suppose h continue et on considere I’ODE :

dz
= —h(z(t)).

On note (z(t)) une solution de 'équation.

Définition 3.4.1 Un ensemble I' = R? est dit invariant pour I’ODE si z(0) appartient
[ implique z(t) appartient a Gamma pour tout t = 0.

Définition 3.4.2 Soit z* un zéro de h. I' est une région d’attraction pour z* si les pro-
priétés sutvantes sont satisfaites :
— I' est invariant pour ’ODE.
- 2(0) € " implique
*

t.1—1>£rnooz(t) s

— Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z(0) € T tel que |z(0) — z*| < 0
implique |z(t) — z*| < € pour tout t = 0.
z* est alors dit asymptotiquement stable.

62



Proposition 3.4.1 Soit I' un ensemble invariant pour I’'ODE et z* un zéro de h appar-
tenant a I'. On suppose qu’il existe une fonction V de classe C* telle que

V(z*)=0, et V(z)>0 Vz#z*(zel).

I' est borné ou lim V/(z) = +4o0.
|z| > +00

(VV,h)(z) >0 VzeTl tel que z # 2*.

Alors, T' est une région d’attraction pour z*.

Preuve : Nous allons vérifier les trois points successivement. Le premier point est évident.
On pose ¢(t) = V(z(t)). On a ¢'(t) = —(VV,h)(2(t)) est positive et ¢ est donc

décroissante. ¢ est donc majorée par ¢(0). Comme V() — +o0 lorsque |z| — 400, il suit

que |z(t)| < M et que (z(t)) est inclus dans I' car il s’agit d'un ensemble invariant.

On note ¢, = lim¢@(t). On doit montrer que ¢, = 0. On raisonne par 'absurde. Si

¢ > 0, alors il existe p > 0, tel que pour tout ¢, |z(t) — z*| = p. On note

A est compact et (VV, h) est bornée sur A par une constante strictement négative —a.
Ainsi, ¢(t) < ¢(0) — at ce qui est impossible car ¢ est positive. Ainsi z(t) — z*.
Il reste maintenant le dernier point a vérifier. On fixe € > 0 et on note

b=inf{V(z),2e,V(2) < B,z — z*| = €}

Comme V(z*) = 0, il existe § > 0 tel que pour tout z € I' n B(z*,4), V(z) < b. Si z(0)
appartient a cet ensemble, alors pour tout ¢ = 0, V(2(t)) < V(2(0)) < b. Ainsi, z(¢)
appartient A¢ donc satisfait bien |z(t) — z*| < e. o

Exemple 3.4.1 On prend la fonction h(z) = —z(1 — z). On considére V(z) = (1 — 2)?.
Soit e > 0. On a pour tout t €le, 1[, V'(t)h(t) > 0 et V'(1)h(1) = 0. V(z) > 0 si z € [¢, 1.
Il reste a voir que T' = [0, 1] est invariant. z(t) est croissant car —h est positive. De plus,
1 est absorbant. Donc, I' est bien invariant.

3.4.2 Interpolation du processus discret
On reprend un schéma d’algorithme stochastique sous sa forme initiale.
Xn+1 = Xn — ’Yn—i-lh(Xn) + /Yn—&-l(AMn-‘rl + R’I’Z-‘rl)

On fixe w € € et on considere une trajectoire discréte ainsi obtenue : z,, = X, (w). On
utilise alors le parallele effectué en début de chapitre entre les schémas discrétisés et les
équations différentielles.

Définition 3.4.3 (Processus interpolé) Etant donnée une premiere trajectoire discréte,
on construit le processuscontinu noté z(© vérifiant :

29(0) =0 et 2O7) =200 +.. ) =z,

Puis on interpole entre chaque temps de discrétisation

Vt e [Tn, Tt (0 (t) = 2p + (t — 7) (—h(zn) + AMy,y 1 + Rpy1)
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Plus simplement, 2(°) est I'interpolation affine par morceaux aux points (7,,, X,,) du pro-
cessus discret. Ensuite, on note 2™ la fonction définie par 'opération de shift du temps
Tn

Vi=0  zM() =200+ 7,).

De la méme fagon, on définit o(t) le bruit interpolé dans I’approximation stochastique de
'ODE et ¢™(t) la trajectoire du bruit shiftée de 7,.

3.4.3 Théoréme de Kushner-Clark

Le théoreme fondateur sur le lien entre les équations différentielles, les algorithmes
stochastiques et les systemes dynamiques est le résultat suivant. Ce résultat a prior: n’est
pas tellement stochastique puisqu’il suppose en amont les bons controles des termes de
reste (voir I'hypothese (b)). Tout le jeu pour appliquer ce théoreme revient ensuite a
vérifier que ses hypotheses sont satisfaites.

Méthode de ’'ODE

Définition 3.4.4 (Compteur d’itérations) Etant donné un temps T > 0 et un entier
n, N(n,T) désigne le nombre d’itérations nécessaires pour parcourir un temps T a partir
de T,,. Ainsi

N(n,T) :=inf{k =n, v + ... + 1 =T}

Théoréme 3.4.1 (Théoréeme de Kushner-Clark) Supposons h continue, on fait les
hypothéses suivantes :

(a) (x,) est une suite bornée.

(b) Pour tout T > 0,

k=n+1

lim  sup
n=+0 <N (n,T)

Alors on obtient les deux résultats

i) La suite (™), est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact sur C(R,,R%). De plus, toute valeur d’adhérence de cette suite est une
solution de I’ODE.

ii) Si I désigne une région d’attraction pour z* et si (x,) retourne infiniment souvent
dans I', alors x, — x*.

Preuve :

Point i) Cette partie est basée sur le théoreme d’Ascoli : ((2(™(t)),=0) est un ensemble
de trajectoires bornées pour tout ¢ car (z,),>0 l’est puisque

VneN Vt=0 12 ()| < sup || = [2]|oo-
k

De plus, nous allons montrer que pour 7" > 0, la famille de trajectoires (xgz[)o T]) est

équicontinue. Notons |hlle = supysq |h(xk)| qui est bien finie par continuité de h. On
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considere alors deux temps s < t, alors quitte a négliger les termes de bord aux itérations
N(n,s) et N(n,t), on a

N(n,t)

) =) x| Y wlai) + AMy + Ry))

k=N(n,s)+1

N(n,t)
<|hlolt—s)+| > WA+ Ry))| -

k=N(n,s)+1
D’autre part, en utilisant la condition (b), on déduit facilement que
Ve>0 36>0 YVO<s<t<T |s—t|<d Yn=0 |zV()—zM(s)| <e.

La famille (2(™),,>¢ satisfait donc les hypotheses du théoréme d’Ascoli : elle est relative-
ment compacte.
Introduisons maintenant le processus constant par morceaux défini par

z(t) = x, Yt € [T, Trga[-

Avec cette définition, il est facile de voir que

M (t) = 2 (0) — ft WZ (T, + 5))ds + o™(1). (3.10)

De part la définition de (™ et Z, on voit immédiatement que comme (z(™), >, est une
famille équicontinue de trajectoires sur [0, 7], alors

Va>0 38>0 v, <B8=— sup [z™(t)—Z(m, +1)| < .
te[0,T]

On re-écrit alors (3.10) en

2 (1) = 2™ (0) — f h(z™(s))ds + o (1),

avec
t

oM(t) == o™ (1) + fo [A(2™ (5)) — h(Z (T, + 5))]ds.

On constate que O'§n) tend vers 0 uniformément sur [0, T'] d’apres la remarque précédente
et I'hypothese (b). Par conséquent, toute valeur d’adhérence #® de (™ est solution de
I’équation différentielle :
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Point i7) Etape 1 : On montre qu'il existe une sous-suite de (x,),>0 qui converge vers
x*. On sait que (2,),=0 revient infiniment souvent dans I', donc on peut construire une
sous-suite (x,,,) telle que z,, € I" pour tout n. D’apres le point ¢), & une seconde extraction
pres, on peut supposer que (z(“)), -, converge vers une solution de ’ODE. Notons ¢ une
telle trajectoire limite. Comme z* est asymptotiquement stable, on en déduit que

li t) = x*.

A olt) = @

Il reste désormais & voir que I’on peut aller assez loin en t pour que (., )n>0 se rapproche de
x* aussi pres qu’on le souhaite. Fixons € > 0 et T" tel que pour tout ¢t = T |p(t) —x*| < /2.
Pour k assez grand, et n > k :

20, = a*] = 20(0) — 2*] < /2 = |2 (7, — 7)) — @7,

On choisit ensuite k assez grand pour que la trajectoire z(“*) soit proche de ¢, et n assez
grand pour que 7,, — 7,, > 1. Ainsi, pour tout ¢, il existe donc un entier n, au dela
duquel |z,, —z*| < e d’ou le résultat.

Etape 2 : On va montrer par 'absurde que x,, — z*. Si ce n’était pas le cas, il existerait
a > 0 et une sous-suite (w,) telle que

VneN |z, — 2

= Q.

Comme I" est une région d’attraction, on sait que pour le choix de € = «/2, il existe ¢ tel
que si ¢ est une solution de 'ODE, alors

|z(0) —2*| < § = Vi=0. |z(t) —2*| <e
Supposons donc choisi un tel §, on peut construire la suite d’instants définis par :

lo = inf{n, |z, — 2| < 0},
my = inf{n = ly, |z, — ¥

b

=«
<0 et n<my}

ny = sup{n € N, |z,, — =¥
:7

g1 = inf{n = my, |z, — 2% < 6}
myy1 = inf{n = by, |z, — 2% = @

Nky1 = sup{n

> }
< M1, [T — 27| < 6}

Comme (2(™));~; est relativement compacte, il existe ¢ : N — N strictement croissante
telle que (z(™:*)) converge vers une solution ¢ de 'ODE. On sait en plus que

VEEN  [ats)(0) 2| = [rn,,, — %] <
Nécessairement, cela implique que |¢p(0) — 2*| < 6 et en fin de compte :
Vt=0 |6(t) — 2*| < e.
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Or, on sait que z(™®) converge sur tout compact vers ¢. Choisissons 7' > 0 et K assez
grand pour que tel que

2a
Vk = K, sup |z ®) (1) — ()| < —.
t<2T 3
Comme on sait que @y, ¢ B(z*, a) et que zp, ), = x(”w(m)(me(k) — Ty )> o0 en déduit

alors que nécessairement le temps 7,, s~ T = 2T
Mais la suite (7,)n=0 tend vers 0 donc en fait on peut trouver un entier Ky > K tel
que
Yk > Ky Tingy—1 — T = 1-

L s ,.
Ainsi, si on consideére un temps s dans l'intervalle 10,77, alors 7, , 11 + 8 < T ,,_, €t

la trajectoire z("v®)(s) n’est pas encore sortie de la boule B(z*, ) et n’est pas encore
rentrée dans la boule B(z*,0). On passe alors a la limite en k£ en utilisant & nouveau la
convergence uniforme sur [0, 27] et obtenir ainsi une contradiction puisque dans ce cas :

§ < |z* —o(s)] < a.

Ceci conclut la preuve. O

Vérifier les hypotheéses du théoreme de Kushner & Clark FEn fin de compte,
pour appliquer le théoreme précédent, il s’agit de savoir démontrer, étant donnée une
martingale (M,,),>0, sous quelles hypotheses on peut obtenir
J

YA My

k=n+1

lim  sup =0 p.s. (3.11)

n—-+o0 jéN(n,T)

La proposition suivante fournit des éléments de réponse.

Proposition 3.4.2 (Métivier-Priouret) On considére (M,,)n=0 une martingale de carré
intégrable ainsi qu’une suite de pas (Vn)nso0 vVérifiant Y, 7y, = co. Alors, si

D ME[IAM,[*] < +oo,
nx=1
la condition (3.11) est satisfaite.

Remarque 3.4.1 Il s’agit d’un résultat généralisable a une martingale de gq-moment
intégrable (La condition sur les pas est alors moins contraignante).

Preuve : Admis, on consultera par exemple le [BMP90]. L’idée est d’utiliser (par exemple)
I'inégalité BDG. o

3.5 Extensions

Les exemples suivants pourront étre considérés lors d’une étude personnelle puis faire
I’objet d'un petit travail de synthese exposé en fin de cours. Les études proposées ici sont
loin d’étre aussi guidées que ce qui est proposé pour les chaines de Markov. Il est possible
de présenter des éléments de simulation tout comme des études purement théoriques.
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3.5.1 Probleme du Bandits multi-bras

Le célébrissime cadre du bandit multi-bras est sans doute le probleme le plus étudié
en apprentissage statistique par le biais d’algorithmes stochastiques.

A - Bibliographie Voici des indications bibliographiques.

[CGM+12] O. CaPPE, A. GARIVIER, O-A. MAILLARD, R. MuNos, G. STOLTZ
Kullback-Leibler Upper Confidence Bounds for Optimal Sequential Allocation.

[LR85] La1, T.L. RoBBINS, H. Asymptotically efficient adaptive allocation rules.
Advances in applied mathematics, 6 (1) : 4, 1985.

[LPT04] D. LAMBERTON, G. PAGES, P. TARRES When can the two-armed bandit
algorithm be trusted ? Annals of Applied Probability, Vol. 14, No. 3, 1424 71454, 2004.

[SN69] SHAPIRO, I. J., NARENDRA, K. S. Use of stochastic automata for param- eter
self-optimization with multi-modal perfomance criteria. IEEE Trans. Syst. Sci. Cybern.
SSC-5 352 7360, 1969.

B - Modele L’algorithme du bandit & 2 bras (ou plus généralement a d bras) est
un algorithme d’apprentissage dont 'objectif est de détecter parmi 2 sources A et B
laquelle est la plus profitable. Cet algorithme a été initialement introduit par Norman en
psychologie mathématique puis développé par Shapiro et Narendra en automatique. Son
principe est simple. A chaque temps, on tire au sort une des sources (ou un des bras) puis
'on teste cette source (machine, médicament, trader...). Si le résultat apporté par ce bras
est satisfaisant, on favorise ce bras, sinon, on ne fait rien. Plus précisément, il est défini
de la maniere suivante. On consideére 2 sources et des suites d’évenements (A,,) et (B,)
ol
A,, = {le résultat de la source A est satisfaisant.}

et
B, = {le résultat de la source B est satisfaisant.}.

On pourra proposer un cadre de modélisation non trivial ou peut intervenir ce modele
de localisation de bras optimal. On pourra également penser a étendre le probleme a une
situation comportant plusieurs bras.

C - Algorithme stochastique Cette partie aborde une méthode algorithmique proba-
biliste. On pourra s’intéresser a la formalisation de ’algorithme de Narendra et Shapiro en
terme d’algorithme stochastique, et étudier sa convergence ainsi que son implémentation
numérique. Par ailleurs, on pourra mettre a profit I'approche dite de 'ODE dans ce
contexte.

Enfin, une question fondamentale concerne le fait d’évaluer la probabilité que I’algo-
rithme de Narendra échoue. On pourra étudier cette question au vue des travaux [LPT04]
(par exemple).

D - Optimalité et regret Une question de nature un petit peu différente de théorie
des jeux et statistique concerne I'étude de 'optimalité de stratégie algorithmique, et ce a
horizon fini. Plus précisément, on ne s’intéresse plus totalement a la situation ou on peut
actionner le bandit n fois avec n — +a0.
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On pourra s’interesser a la notion de « Regret » dans les problemes de bandit et
proposer un aménagement de la modélisation décrite dans B. Ensuite, on pourra étudier
une méthode statistique garantissant une optimalité du regret, par exemple en s’inspirant
de [CGM+12] et des références données dans ce travail.

3.5.2 Reéduction de variance par échantillonnage préférentiel

Le probleme de I’échantillonnage préférentiel est aussi appelé importance sampling
en anglais et correspond a une méthode de type MCMC d’estimation statistique. Sa
justification, elle, est par essence probabiliste.

A - Bibliographie Voici quelques ouvrages qui couvrent ’essentiel.

[C02] H.F. CHEN Stochastic approzimation and its applications. Kluwer Academic
Publisher, 2002.

[CLG88] H.F. CHEN, G. LE1, A.J. GAO Convergence and robustness of the Robbins-
Monro algorithm truncated at randomly varying bounds. Stochastic Process. Appl. 27
2177231, 1988.

[RC04] C. ROBERT, G. CASELLA Monte Carlo Statistical Methods. Springer-Verlag,
second edition edition, 2004.

[LP10] V. LEMAIRE, G. PAGES Unconstrained recursive importance sampling. Ann.
Appl. Probab., 20(3) :1029-1067, 2010.

B - Modele Le principe général de la réduction de variance dans une méthode de
Monte-Carlo est d’estimer l'espérance d’'une variable aléatoire Z, notée E[®(Z)], par la
loi des grans nombres et limiter dans celui-ci les effets de la variance de simulation.

Ce probleme trouve ses premieres applications dans la détermination précise de la
valeur d'un quantile pour une loi de probabilités uni-dimensionnelle. Ainsi, on se donne
une suite de réalisations (Xi,...X,,...) de variables aléatoires, indépendantes et identi-
quement distribuées, de densité f et de fonction de répartition F. On cherche a estimer,
étant donné un nombre « €]0; 1[ quelconque, le réel ¢ tel que

foo F(t)dt = a.

On pourra commencer par expliquer en quoi ce probleme se ramene au probléme initiale-
ment évoqué. De méme, on pourra rechercher d’autres situations de modélisation faisant
apparaitre un probleme d’échantillonnage préférentiel.

C - Algorithme Stochastique - Théorique et Numérique On se propose d’utiliser
le schéma pour la détermination du quantile un schéma

n+1 = 4n — Tn+1 [XXHJAS% - OZ]

On pourra démontrer que la suite ¢, converge presque surement vers ¢ et illustrer ce
résultat par des simulations numériques.

En finance, lorsque X est une variable aléatoire quantifiant la perte de valeur d’un
portefeuille entre un temps t et un temps t + A; (—(Viea, — V4)), le quantile g, est appelé
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la Value At Risk. On la note VQR,(X). Cette quantité est utilisée pour mesurer le risque
d’un marché. Le lecteur, si intéressé, pourra se documenter sur les impacts de ce modele
et discuter de certaines (simples) généralisations.

D - Modélisation et Théorique L’idée générale de ’échantillonage préférentiel est
basée sur I'identité suivante : soit X de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue et
(pp) une famille de densités sur R%. Alors,

. [f(X<9>)p(X(">)]

Jf J(dz) prg (@) ol alde) = Do (X))

ot X@ a pour loi pg(dz).

La réduction de variance dans ce cadre consiste donc a minimiser la fonction de
variance d’estimation dans l'expression précédente. On pourra chercher a formaliser ce
probleme dans un cadre d’algorithme du type Robbins-Monro. En particulier, on étudiera
la situation ou la famille de lois py est un shift de la distribution initiale :

me(dx) = p(x — 0)dx.

Enfin, on pourra démontrer un théoreme général en s’inspirant de [RC04| qui donne
en toute généralité la méthode optimale d’échantillonnage préférentiel en sortant du cadre
de modeles paramétriques (pg)oco-

E - Algorithme Stochastique - Théorique On pourrait étudier spécifiquement le
cas gaussien, 7.e. le cas ou

1
(2m)?

lorsque les lois utilisées sont des densités gaussiennes shiftées de 6. On pourra calculer
explicitement la variance associée au choix 6 notée V(6) et étudier ses propriétés de
régularité en 6, convexité, ..., ainsi que calculer a profit son gradient en la variable 6.

Puis, on s’intéressera a la dérivation d’un algorithme stochastique de type Robbins-
Monro pour minimiser la fonction V' de la forme :

0n+1 = On - 'Yn—i-lH(ena gn—&-l)a

ot (§,) est une suite de v.a. i.i.d. de loi N(0,1;) et H(f,z) une fonction a déterminer.
Que penser de I'applicabilité du théoréme de Robbins-Monro dans ce cas (hypothese sur
V)?

pla) = —— exp(—|z[*/2)dx

F - Algorithme Stochastique - Théorique et Numérique L’algorithme précédent
ne semble pas exploitable, on peut alors proposer des alternatives pour le faire « conver-
ger ».

— On pourra se documenter sur les méthodes dites « Projections a la Chen » docu-
mentées, entre autres, dans [CLG88] et [C02]. L’idée est d’obliger 1’algorithme & res-
ter dans un compact pour éviter I’explosion. Le probleme de cet algorithme est qu’il
met beaucoup de temps a se stabiliser. Il serait intéressant d’illustrer ce phénomene
numériquement et de démontrer la validité d’une telle méthode de projection.
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— Un second changement de variable décrit completement dans [LP10] permet de
contourner les problemes de stabilisation des projections précédentes. On pourra
s'intéresser aux éléments théoriques sous-jacents et expérimenter la stratégie numériquement.

3.5.3 Moindres carrés récursifs & co

Le cadre de cette application est I'inférence de modeles linéaires. Notons qu’un probleme
un peu similaire consiste a étudier les problemes de « tracking » de trajectoires. On peut
également s’intéresser dans ce contexte a l'inférence de modeles auto-régressifs (AR).

A - Bibliographie Une liste non exhaustive :

[BMP90] A. BENVENISTE, M. METIVIER, P. PRIOURET Adaptive algorithms and
stochastic approximations. Springer Verlag, Applications of Mathematics, vol. 22, Berlin,
Heidelberg, New York, 1990 (also available in French, Masson 1987).

[D97] M. DUFLO Random Iterative Models. Springer Verlag, New-York, 1997.

[KY03] H. KusHNER, G. YIN Stochastic approximation and recursive algorithms and
applications. Second edition. Applications of Mathematics, 35. Stochastic Modelling and
Applied Probability. Springer-Verlag, New York, 2003.

B - Modele Le modele de base fait appel au modele linéaire. Il peut étre question
d’estimer 6 dans la relation

Xn-‘rl = 9t¢n + €nt1,

et ceci de maniere récursive lorsque les observations arrivent successivement et qu’on
observe (1, X,11)n=0 et que le bruit (e,),=0 est centré de covariance I". On consultera
le début du chapitre 5 de [D97] pour une liste de motivation sur ce probleme d’estima-
tion/prédiction/suivi de trajectoire. Puis, on pourra par exemple étudier le cas particulier
du modele auto-régressif d’ordre p en le formalisant comme précédemment.

C - Cas particulier des moindres carrés répulsifs - Théorique Si on étudie le
« sous-cas » ou on cherche a modéliser une relation entrée/sortie pour approcher une
relation ¢ — F(€) de R? dans R par une relation de la forme

d
£ ) & ="'06 = F(¢)
=1

Ici, C = (¢i)ieq1,..qy) et on peut reparamétrer le probleme de la maniere suivante. On
commence par faire des observations de la réponse F'(§) sur N entrées que 1'on note
N (Vee{l,... N}, & = (&, ..., &%), Le but est ensuite de faire une minimisation
au sens des moindres carrés, i.e. de minimiser la fonction

L(C) = D) (F(eH) —'0¢h)’.

Apres le calcul de VL et de sa Hessienne, on montrera que D?L est une matrice symétrique
positive et définie si et seulement si (§k){1<k< ~} est une famille génératrice de R<. Dans le
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cas ol (Sk){lgkg ~y est une famille génératrice de R?, montrer qu’alors, L admet un unique
minimum atteint en un point C* dont on donnera une expression explicite.

Dans le contexte de grande dimension, le calcul explicite de C* peut parfois nécessiter
un temps de calcul important. C’est pourquoi une alternative consiste a implanter un
algorithme stochastique de recherche de C*. On propose I'algorithme suivant :

— Initialisation avec un vecteur déterministe C; € R?

— Pour tout n > 0 :

Coi1 = Co — Vo1 ((CoZnis — F(Zy41)) Znia

olt (Z,) est une suite de v.a. i.i.d & valeurs dans R? de loi uniforme sur {¢*, ..., &N},
i.e. P(Z, = &%) = 1/N pour tout ke {1,..., N}.
On se place dans les conditions habituelles : (,,) est une suite de pas décroissante satis-
faisant les conditions

Z% = +a0 et Z%% < +00.

1. Montrer que E[C,,—C,, 11| Fn] = Yni1h(Cy) ot h est une fonction que I'on déterminera
et en déduire la convergence de (C,),0.

2. Expérimenter numériquement une telle méthode d’approximation semble tout a fait
réalisable !

3. Est-il possible d’étendre une telle méthode aux analyses en composantes principales ?

D - Application des algorithmes stochastiques aux modeles AR On s’inspirera
de la présentation effectuée du probleme dans [D97] partie 5.2 du chapitre 5, ou bien des
paragraphes 2.4.3.3 et 2.7.6 de [BMP90] pour présenter une application des algorithmes
stochastiques au contexte des modeles linéaires récursifs, notamment dans le contexte
des processus auto-regressifs. Une mise au propre du probleme et d’une solution possible
semble déja quelque chose de tout a fait acceptable.
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Chapitre 4

Introductions aux méthodes
bayésiennes

Nous présentons dans ce chapitre quelques éléments probabilistes ayant des applica-
tions en statistiques bayésiennes.

4.1 Paradigme Bayésien

4.1.1 Modele Statistique

Définition 4.1.1 (Modele) On se place dans un espace probabilisé paramétrique clas-
sique : on consideére un espace probabilisé (X,B,(Py)eco) et les données observées sont

X.

Le but de l'analyse statistique est de faire de l'inférence sur , c’est-a-dire décrire un
phénomene passé ou a venir dans un cadre probabiliste. L’idée centrale de l’analyse
bayésienne est de considérer le parametre inconnu € comme aléatoire : I'espace des pa-
rametres © est muni d’une probabilité 7 tel que (0, A, 7) est un espace probabilisé.
Nous noterons 6 ~ w. w est appelée loi a prior:. Intuitivement et en termes informa-
tionnels, elle détermine ce qu’on sait et ce qu’on ne sait pas avant d’observer X.

Définition 4.1.2 (Modele dominé) Le modéle est dit dominé s’il existe une mesure
commune dominante i, c¢’est- a-dire pour tout 6, Py admet une densité par rapport a p :

dPy

X|0) = po(X) = —(X).
pX16) = po(X) = TX)
Cette fonction p(X|0) = pe(X), vue comme une fonction de 6 une fois qu’on a observé un
tirage de X, est appelée vraisemblance du modele. C’est la loi de X conditionnellement

a 0.

4.1.2 Loi a posteriori

Définition 4.1.3 (Loi a posteriori) Dans le cas d’un modéle dominé, la loi jointe de
(X,0) s’écrit
Ar(X,0) = p(X|0)dn(6) = p(X|0)m(6)dv(6),
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la derniere égalité étant valable dans le cas ou ’a priori w est absolument continu par
rapport a v, la mesure de Lebesque sur ©. La loi a posteriori est définie par sa densité :

X =15 o hites (4.)

La quantité m, définie par

X) = | rxioyino),

est la lot marginale de X et est une constante de normalisation de la loi a posteriori,
mdépendante de 0.

Nous travaillerons donc tres régulierement a une constante multiplicative pres :
(0] X)acp(X|0) 7 (0).

Nous ajoutons que par construction la loi a posteriori est absolument continue par rapport
a la loi a priori et bien sur, la loi a posteriori est une mesure aléatoire sur © dépendant
des observations X relevées.

Exemple 4.1.1 (Loi gaussienne) Voici un petit exemple concernant la loi gaussienne :
on se donne une famille (Pg)geo 0t 0 indexe la moyenne d’une loi gaussienne de variance
connue o?. Ainsi, Py = N'(0,0%), et on munit © =R de la loi a priori gaussienne

92
e 272
() = :
2rT
On s’intéresse alors a la loi a posteriori lorsqu’on observe n données (Xi,...,X,). On

note 0y = EX qui est inconnu, et qu’on cherche a estimer. La loi de 6 conditionnellement
auzx n observations (Xq,...,X,) est

(X;—0)2 02
0|X 1_[ e 202 X e 272

Un rapide calcul montre alors qu’en réalité :

(Xn—0)2 92

(0| X)oce ™ 22 x e 22,

ou X, est la moyenne empirique des échantillons. Un dernier calcul aboutit d

7rn(9|X)=N(Xn T o/ )

2+ 0%/n’ o?/n + 12

Remarque 4.1.1 (Consistance de ’a posteriori) Cet exemple est instructif puisqu’il
donne une information importante : lorsque n grandit et tend vers +o0, la mesure a poste-
riori se concentre autour de X,, avec une variance en o?/n, et ce, quel que soit T, o ou 6.
Ainsi, la mesure a posteriori sur 0 qui est dérivée d’un a priori arbitraire sur la moyenne
de X se concentre vers le bon 0y a vitesse v/n au sens ot la masse de l’a posteriori a
Vextérieur d’une boule B(6y,+/n) tend vers 0 presque surement :

T (B(0o, vn)| X1, ..., X,) — 0 lorsque n —> +00.
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4.2 Consistance bayésienne

Cette derniere remarque est fondamentale pour la suite de ce chapitre et justifie (a2 mon
sens) 'utilisation de méthodes d’estimations bayésiennes puisque celles-ci sont validées au
sens fréquentiste lorsque le nombre d’observations grandit.

4.2.1 Formulation du résultat

Les références historiques importantes sur ces questions de consistance bayésienne sont
assez anciennes pour les situations paramétriques.

[IK79] I. A. IBrAGIMOV, R. Z. KHASMINSKII, Statistical estimation : asymptotic
theory; translated by Samuel Kotz, New York : Springer-Verlag, 1979.

[1C86] L. LE CAM, Asymptotic Methods in Statistical Decision Theory, Springer, 1986.

[S65] L. SCHWARTZ, On Bayes procedure. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie, No. 4, pp.
10-26, 1965.

D’autres sont plus récentes dans les situations ou © n’est plus un espace paramétrique
mais de dimension « infinie ».

[GGvdWO00] S. GHOSAL, J. K. GHOSH, A.W. VAN DER VAART, Convergence rates
of posterior distributions, The Annals of Statistics, Volume 28, Number 2, 2000.

[WLP07] S. G. WALKER, A. L1jo1 AND I. PRUNSTER, On rates of convergence for
posterior distributions in infinite dimensional models, The Annals of Statistics, Vol. 35,
No. 2, 738-746, 2007.

Les résultats de consistance bayésienne s’expriment en général tous sous la forme
suivante : on définit une boule autour de 6y de rayon ¢, au sens d’une métrique sur les
lois de probabilités :

Bd(eo, En) = {0 €06 | d(Pg,PQO) < Gn}.
Pour cette boule, on obtient alors en général des résultats sous la forme :
7n (Ba(o, €,)) — 1 p.s. lorsque ~ n — +4o0.

Ainsi, les résultats concernent avant tout des lois de probabilités Py et non les pa-
rametres eux-mémes. Par ailleurs, la distance joue un role fondamental et la plupart du
temps, c’est la distance au sens de Kullback qui est utilisée. Enfin, la vitesse de contraction
est quantifiée par la vitesse de décroissance de (€,)nen lorsque n tend vers +oo.

4.2.2 Cas ou O est fini

Comme toujours, c’est souvent le cas en apparence le plus simple qui est le plus
informatif. Revenons tout d’abord a la nature de la loi a posteriori. En réalité, il est facile
de voir que cette loi a posteriori suit une Markovienne. En effet, notons (X,..., X,,...)
une suite de v.a. i.i.d. de loi Py,, ou 6 est inconnu.

A Dinstant 0, la loi a posteriori est indépendante des observations, et donc

To = [ la loi a priori.
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A linstant n + 1, la loi a posteriori se déduit de la loi a posteriori m,_; en utilisant la
formule de Bayes :
Tn-1(0)Py(X,)

" Ygeo M1 (@)Pa(Xy)

La formulation précédente de la structure markovienne de 1’a posteriori est une représentation
« création - annihilation » qu’on retrouve dans de nombreuses méthodes stochastiques.
On consultera a profit

[DM04] P. DEL MORAL Feynman-Kac Formulae, Springer, New-York, 2004.

Voe®  m(0) (4.2)

Définition 4.2.1 (Identifiabilité) On dit que le modéle est identifiable si application
0 — Py est injective. On supposera le modéle identifiable par la suite.

On peut par exemple quantifier I'identifiabilité du modele au travers de 1'utilisation de
distances sur les lois de probabilités. Il en existe un nombre important : distance en
variation totale, ditance de Hellinger, divergence de Kullback (ou entropie) pour les plus
célebres. Par la suite, nous formaliserons les choses proprement en utilisant la distance de
Hellinger (ce choix est un peu arbitraire et des résultats peuvent également étre obtenus
en utilisant d’autres métriques).

Définition 4.2.2 (Distance de Hellinger) Si Py et Py sont deux lois de probabilités
sur un espace E, absolument continues ['une par rapport a l'autre, on définit

&2,(P,,Py) = L (\/dIPl(x) . \/le>2(x))2 - JE < jﬁjgg . 1) dP, (z).

On pourra vérifier les faits suivants.

Proposition 4.2.1 (Propriétés de la distance de Hellinger) Les points suivants sont
satisfaits :

i) dy est une distance (tous les aziomes sont vérifiés).

i1) Elle est d’ailleurs non tributaire de la mesure de référence qui pourrait servir d la
définir si i est une mesure telle que Py et Py sont absolument continues par rapport a pu.

iii) La distance de Hellinger est toujours majorée par /2.

iv) On a la relation avec la distance en variation totale :

1
§d%{(P1,P2) < dyr(Py, Py) < dp(Py,Py)
v) On a la relation avec l’entropie :

2d% (P, Py) < dg (Py,Py).

Cette distance permet alors de quantifier le résultat de consistance bayésienne lorsque
O est fini et le modele identifiable.

Théoréme 4.2.1 (Consistance bayésienne) Supposons que le modéle est identifiable
avec

VO %6y d%(6,6y) = h* >0,

alors la loi a posteriori se concentre exponentiellement vite vers oy, si w(6y) > 0.
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Preuve : On note 7, I’a posteriori a’étape n. Puisque 7(6p) > 0, on constate immédiatement
que 7,(6y) > 0 pour tout entier n. On peut alors étudier la quantité suivante :

7711(9) . 71'”,1(9) P9(Xn)

VO e © = X :
Tn(fo)  Tno1(o) Py, (X)

Si 'on définit le rapport de vraisemblance de la n-ieme observation

Py(X,,)
An(0) = ——%,

O B, (%)

ainsi que F,, = o (X1,...,X,) on constate alors que

E[An(0)|Fna] =1

Par conséquent, 1’évolution du ratio 7, (0)/7,(0y) n’est pas totalement informatif (c’est
une martingale). En revanche, on peut subtilement considérer la racine carrée de ce ratio :

s 90 [ Tp— 1(90 7Tn—1(90)

T, Tp—1(0
I N e B =
puisque l'inégalité de Jensen (cas d’égalité dans I'inégalité de Jensen) implique que
W0 £ 0 E|VAO)F | < VEBLO)IF ] -

On en déduit que r,(0) = /7, (0)/7n(0o) est une sur-martingale positive donc conver-

gente. Il est méme facile de voir que nécessairement

Vo # 0, () — 0 p.s. lorsque n —> +oo.

On conclut donc rapidement en remarquant que par définition de I'a posteriori :

7 (60) <1 + ) ::((990))) ~ 1.

L’ensemble © étant fini, on constate que

T (0)

€n = —> 0 p.s. lorsque n — 400,
0+#6o 71'”(90)
ce qui implique alors que
(o) — 1 p.s. lorsque ~ n — 4o0.

On peut étre plus précis dans les estimations précédentes. En effet, jusqu’a présent,
nous n’avons pas utilisé d’arguments quantifiant la distance a 1 des quantités +/A,. En
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fait, il est facile de voir que

VO £ 0, 2 (Py,Py) = f [ jg:((z))_ll Py, (x)

dPg(l’) dPg(l’)
_ L (dIP’eO R (x)) 0Py, (x)

= 2 [1 ~E —dPQ(X)]

dPy, (X)

Ainsi, la racine du rapport de vraisemblance vérifie en réalité :

_ d%{ (Pg. Py )

E [«/An(9)|]-“n_1] —1- w <e T (4.3)

Par conséquent, en utilisant classiquement une méthode de Martingale, on peut définir

a2, (Py Pgy)

M,(0):=e"" 2 1,(0),

et on constate que M, () est une sur-martingale positive, donc convergente p.s. et finale-
ment, il existe une constante C' assez grande pour laquelle :

a2, (Pg,Py o)

VO #60, YneN  r,(0) <Ce™™ 2

On peut alors conclure a nouveau en remarquant que
T (B\g,) < C|Ole ™. (4.4)

Cela implique a fortior: la convergence de 7, vers dg, a vitesse exponentielle. =

4.2.3 Cas ou O est quelconque

La situation n’est guere plus compliquée en ce qui concerne la philosophie de la preuve
précédente. Elle est synthétisée dans la figure 4.1 qui suit.

Etant donné un € > 0, nous allons procéder a un recouvrement de ’ensemble P par
des boules de rayon € au sens de la distance de Hellinger Cet argument est en effet
incontournable puisque lorsque Py se rapproche de Py, (par exemple au sens de Hellinger),
il n’est plus possible de « détacher » de 1 la racine du rapport de vraisemblance /A,
dans I’équation (4.3). Par contre, lorsqu’on considere des 6 en dehors de B(IPy,, €), cette
majoration reste valable et peut méme étre étendue :

g| S ®®
SBO,E Tn+1 (9)(19
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FIGURE 4.1 — Représentation de la consistance bayésienne lorsque © est recouvert par un
nombre fini de boules.

Enfin, on conclut la convergence exponentielle du moment que le nombre de boules (B ),
noté N (©) nécessaires pour couvrir © par des boules de rayon € (au sens de la distance de
Hellinger) n’est pas trop important pour appliquer (4.4) puisque cette inégalité se récrit

dans ce contexte :
2

Tn (Bgﬁe) < CN(©)e

Enfin, un examen minutieux de la preuve du théoreme précédent, et de l'inégalité

précédente, permet méme d’exhiber une méthode pour quantifier la vitesse de décroissance

des boules de rayon € optimale préservant la concentration de 7, dans By ,,. On énoncera
sans démonstration (laissé en exercice) le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2 On suppose que P peut étre recouvert au sens de Hellinger par N (©)
boules de rayon € et qu’en plus on a pour une suite €, tendant vers O :

log N, (©) < né2, (4.5)
0 (BO,en) = €7cn6%. (46)
Alors,
Tn (Boe,) — 1 p.s. lorsque n — +oo.

En réalité, on a besoin d'une minoration du poids a priori de la boule By, car si on
part avec un poids trop petit autour de cette boule, la dynamique markovienne n’a pas
le temps en n itération d’aumenter assez son poids.

De méme, le modele ne doit pas étre trop gros sinon la majoration (4.4) ne dit plus
grand chose. On constate donc que dans le cas de modele paramétrique, la vitesse cible est
€, = 1/4/n tandis que pour des situations en dimension infinie, il faut controler finement
les dimensions entropiques des modeles. Ce genre de question est plus d’ordre statistique
que probabiliste. On consultera a profit l'article [GGvdV00] qui donne un exposé tres
synthétique de la situation, en relation avec des vitesses minimaz dans certains modeles.
Notez que la preuve qui y est proposée est nettement plus laborieuse que 'utilisation des
martingales évoquée plus haut.
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4.3 Algorithme EM

L’article fondateur qui peut étre consulté est :

[DLR77] A. P. DEMPSTER, N. M. LAIRD, D. B. RUBIN Mazimum Likelihood from
Incomplete Data via the EM Algorithm, Journal of the Royal Statistical Society. Series B,
Vol. 39, No. 1. 1977.

4.3.1 Contexte

L’algorithme EM FExpectation - Mazimisation est un algorithme d’estimation statis-
tique dans des modeles bayésiens. Il est utile pour trouver I'estimation du maximum a
posteriori. Cet estimateur est en général noté le MAP pour I’a priori 7 sur ©.

11 s’applique dans un contexte ol on dispose d'un modele statistique (Pg)geo générant
des variables aléatoires (X, 7). Le souci d’estimation réside dans le fait qu'on observe
seulement la coordonnée X et non le couple (X, Z) alors que la maximisation sur le
parametre # de la vraisemblance compléte n’est possible que si on observe le couple (X, Z).

Ainsi, on définit les objets mathématiques suivant.

Définition 4.3.1 (Vraisemblance, Maximum a posteriori) (Py)oco est un modéle
générant des variables(X,Z). On suppose observées (Xi,...,X,) et non observées les
variables (Zy, ..., Z,) sachant que

(Xi, Z;)i.i.d. ~ Pyo.
Etant donné un a priori ™ sur ©, l'estimateur du maximum a posteriori est défini par

OMAP .~ arg max {m()Py [(X1, ..., X,)]} = arg max ,(6).
0e© 0e©

Si le modele statistique (Pg)gee n’est pas trop gros, et que 1'a priori m charge un voisinage
de 6° positivement, on sait par le biais des théorémes de la section précédente que la loi
a posteriori m, se concentre sur la valeur 0°, lorsque le nombre d’observations n — +o0.
Il en est donc de méme de éﬁ‘LMP . Il s’agit donc de trouver un algorithme d’optimisation
efficace permettant d’approcher M4

Hypothese : Nous supposons que la procédure de calcul de la vraisemblance complete
est possible, c’est-a-dire la fonction définie par

UX,Z,0) :=log (P|(X, 2)|0]) + log (w(0)),

est disponible au travers d’une formule simple.

4.3.2 Méthode Itérative

Rappel de vocabulaire Nous allons décrire un algorithme extrémement courant pour
le calcul du « MAP » dans les situations de données manquantes. C’est une méthode
itérative, et il convient de bien distinguer les itérations de I’algorithme £ € N du nombre
de données définissant le « MAP ». Ainsi, on parlera de convergence de 'algorithme
lorsque k — +00 et que R
Hk i 92/1 AP.

Rappelons que I'estimation, elle, est consistante si

i lorsque n — +00.
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Algorithme On définit la suite de parametres (6x)ren par
— 60 €O ch0131 quelconque.
- Etape E Etant donné 0, € ©, on définit I'application

fe®+— Q(@kﬁ) = EZ\X,Hk [K(X, Z, 9)] .

Ce calcul correspond a I'étape E car () est une espérance définie au travers la loi

P(.[6k, X)

— Etape M On détermine 5, comme
0111 1= arg max Q(6y, 9).
0e©

Ce calcul correspond a ’étape M car on maximise la fonction Q(6y, .).
Dans la définition de la fonction @), il faut comprendre que lors de I'itération k, on dispose
de la valeur courante 65 du parametre, des observations X (issues du n échantillon initial
qui lui n’a pas bougé). Les observations Z n’ayant pas été observées, nous les simulons au
travers de la loi conditionnées aux X observés P(.|0x, X) et déterminons la valeur de 61
comme étant celle qui a maximisé la vraisemblance simulée selon la loi conditionnelle.

Convergence Nous allons démontrer le théoreme suivant de croisance de la vraisem-
blance complete.

Théoréme 4.3.1 (Algorithme EM) La suite (0x)ren définie au travers des itérations
EM est telle que (1ogP(0|X))ren est croissante.

Preuve : L’idée suit le principe des démonstrations dans les algorithmes « max-max ».
On cherche & prouver que £(6;|X) est croissante, pour cela, on va minorer par une fonction
0 la différence :

L(O1X) — L(0k|X) = 6(6k, 0),

et montrer que 0(0, 0, 1) est positive. Ainsi, a chaque étape de l'itération courante, on
minore la fonction a maximiser par une fonction plus « tractable » qu’on majore.
On passe désormais aux étapes calculatoires :

(0| X) — (k]| X) = log Py(X)m(0) — log Py, (X)7(6k),
et bien sur

Py(X)m(0) = D Py(X, ) = > P(X|0, Z)P(Z|0)(6)

Z

_ ;wa Z|X(ZGI|§) ()XP(ZP(?Q]C)

On peut alors remarquer que P(.|X, 0;) est une loi de probabilité et 'inégalité de Jensen
s’applique par concavité de la fonciton log. Ainsi

log (Pg(X 21 ( (X19, ?|X(ZG;|§) (0))P(Z|X,9k).
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Par ailleurs, le second membre de la différence a étudier s’écrit simplement :

log (P(X|6x)7(6x)) = D | P(Z| X, 6)) log (P(X |6))7 (b))

Par conséquent :

log (By(X)m(9)) — log (Pe, (X)m(64) = Y P(Z|X,6;)log (P(X%(?&(,ZGS)W(G))

_ Z P(Z|X, 0y)log (P(X|0k)7(6k))

N

P(X|0, Z)P(Z|0)w(0)
— ZZJIP(Z|X, Or) log (IP’(Z|X, O )P X|9k)7T(9k)>

(
P(X, Z|0)x(9)
- LRI, log (P(X,zwk)w(ek))

|
>

On constate alors que le calcul de Q(6y, 0) est identique & celui de la fonction § précédente.
Ainsi, d’une itération a 'autre, la loi a posteriori évaluée en 6, grandit. Cela finit la preuve
du théoreme. O

En toute généralité, il est difficile de dire plus que ce résultat car cela réclame alors
des propriétés d’unicité du maximum a posteriori. Il existe des criteres garantissant ces
propriétés d’unicité. On consultera a profit :

[W83|] J. Wu On the convergence properties of the EM algorithm, Annals of Statistics,
Vol 11 (1) 1983.

4.4 Algorithme SA-EM

4.4.1 Motivations

L’algorithme SA-EM est une version « approximation stochastique » de la méthode
EM précédente. Une référence pour ce paragraphe, parmi d’autres, est l'article original
introduisant cette méthode.

[DLM99] B. DELYON, M. LAVIELLE, E. MOULINES Convergence of a stochastic
approximation version of the EM algorithm, The Annals of Statistics, Vol 27, 1, 1999.

Il s’agit d'une méthode parmi d’autres introduisant une phase d’approximation sto-
chastique, et on pourra rencontrer également des méthodes Monte-Carlo -EM (MCEM).
L’idée principale est de substituer la phase E de la méthode EM par une méthode stochas-
tique remplacant le calcul de la fonction Q(0y, €). On sent que les algorithmes stochastiques
introduits au chapitre 3 vont pouvoir étre utiles puisque

QOr,0) = Ezwp, (1x)[€(X, Z,0)],

et que l'algorithme de Robbins-Monro permet de maximiser (ou minimiser) une énergie
s’exprimant sous la forme d’une espérance.
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4.4.2 Description de P’algorithme

Algorithme Nous donnons ici une version « simplifiée » de SAEM, et les lecteurs
intéressés se documenteront dans [DLM99].

— 0 initialisé quelconque dans ©.

- Etape SA-E : on simule une donnée « non observée » z; selon la loi a posterior:
P(.| X, 0;) ol 0 est la valeur du parametre de 'itération courante, et X ’ensemble
des données observées.

— On calcule alors la nouvelle fonction

Qr(0) = Qr_1(0) + [E(Zk, X,0) — Qk—1(9)]

- Etape M : On trouve 6, en maximisant la fonction Qy.

Hypothese de modele exponentiel Dans un cadre classique de modele exponentiel,
il est possible de rendre les choses un petit peu plus explicites. Nous faisons les hypotheses
suivantes.

(Hpp) @ Le modele est exponentiel et décrit ainsi :

P(X, Z10) = exp (=¢(0) + (S(X, 2); 6(6))) ,
ot S est une fonction & valeurs dans R!, () est une constante de normalisation. Ainsi,
UX, 2,0) = =p(0) + (S(X, 2);0(6)).

(Hsmootn1) : Les fonctions ¢ et 1) sont C%(0). La fonction § — 5(6) = E[S(X, Z)|0] est
C!(©) ainsi que la fonction § — E[log P[(X, Z)|0]] := [(6). Bien sir, si on intégre un a
priori 7 sur ©, cet a priori s’exprime directement dans la fonction ¢ en regardant la loi
a posteriori.

(Hsmooth2) : Pour toute valeur de s = S(X, Z), la fonction

é(s) = argmax —(0) + (s, #(8)) + log(w(h)),

est une fonction C'(O).

Remarquons alors que sous ces hypotheses de modele exponentiel, tout peut étre re-
paramétré par la valeur de S(X, Z) ou S(X, z;). Ainsi, si on note la valeur de S a I’étape
k par s : 'algorithme EM produirait a I'étape E :

ske1 = Ez [S(X, Z)|X, 0] .
L’algorithme SA-EM, quand a lui, donnerait :
Spe1 = Sk + Yk (S(X, 26) — si)
ou z ~ P[.|0, X]. L’étape M, elle, reste inchangée :

Orpr = argmax [~ (0) + (sir1, 6(0)) + log((0))] = ().

La plupart des situations ou les algorithmes EM /SA-EM sont appliqués s’écrivent comme
des modeles exponentiels, avec des fonctions ¢ et 1 explicites. Cela permet d’alléger le
notations et faciliter son implémentation.
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4.4.3 Convergence de I’algorithme SA-EM

L’idée de la preuve de la convergence de SA-EM est principalement la vérification
des conditions d’applicabilité du théoreme de Robbins-Monro, décrit dans le chapitre 3.
Rappelons que

Spe1 = Sk + W [S(X, 2) — si]

et R
Qk = G(Sk)

On définit la fonction V :

VseS V()= —0(0(s)) + (s, 6(6(s))) = max [(6) + (s, $(0)) + log( (6))].

0e®©

On établit le résultat en nommant 1 la fonction ¥ + log 7. Sous des hypotheses abrégées,
on établit le théoreme suivant.

Théoréme 4.4.1 Sous les hypothéses (Hn), (Hsmootn1), (Hsmooth2) €t la condition sur
les pas (Vi )ken -

Z Vi = +00 27,3 < .

k k

Si la suite (sg)k=1 est compacte, alors
sk—1{s | oV(s)=0} p.s. lorsque k — 400,
et bien sur
O, — {0 | 0pl(0) =0} p.s. lorsque k — 4o0.
Preuve : L’idée de la preuve est d’écrire que
Skt1 = Sk + Yeh(sk) + rer,

ou h(sg) désigne la direction principale de descente de 'algorithme et ej est un incrément
de martingale. Dans notre situation, on constate clairement que

h(s) := Ey [S(X, Z)|X,é(s)] — s =5(0(s)) — s,

et pour appliquer le théoreme de Robbins-Monro, nous devons trouver une fonction 7’
telle que VT, h = 0 pour conclure (voir théoreme 3.3.6). Dans notre cas, on définit

L(s,0) := —(8) + (s, 0(0)),

et nous savons que

~

0(s) = arg max L(s,0),

donc X R
—9'(0(s)) + <s, Vo(b(s))) = 0. (4.7)
Cette relation se traduit également comme 5L(s,0(s)) = 0 et en différentiant en s, on
obtient : X X X
DjL(s,0(5))0:0(s) = =V(0(s))" (4.8)
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Par ailleurs, en remarquant qu’on peut dériver sous le signe intégral, on a

'(0) = =¢'(0) + CE[(X, 2)10], Vo(0)) = —¢'(6) + (5(0), Vo(0))
En utilisant (4.7) dans la derniere expression, nous obtenons :
'@(s)) = (=s+3(6(), Vo(d(s))

)
(h(s), Vo(0(s))) R
= —(h(s),0,0(s)D3L(s,0(s)))

Enfin, on a par chainage :
o, (10() = 1(B(s)ad(s)
= —(h(s),0,0(s) D3 L(s,0(s))),0(s)

~

On peut alors conclure en calculant que
F(s) = (0.V (), h(s)) = (=2, (0(5)))  h(s)) = h(s)'0.0(5) DL (s, B()).0(s)h(s) < O

La derniere inégalité est satisfaite car en é(s), la fonction L est maximale, donc de dérivée
seconde négative.

La fonction V' est donc décroissante au long des itérations, le théoreme de Robbins-
Monro permet alors de conclure : la trajectoire converge presque sturement vers un point
critique de V. On obtient alors la conclusion souhaitée pour (0y)g=1- o

Remarque 4.4.1 La condition de compacité de la suite (sg)g=0 n'est pas totalement ano-
dine. Elle est parfois évidemment satisfaite lorsque les espaces d’états pour X et Z sont
compacts, tout comme © et que les densités sont minorés par des quantités strictement
positives. Lorsque cette condition n’est pas satisaite, on procede a des méthodes de tron-
cature de la suite (sk)g=o0 pour la contraindre a appartement a une suite croissante (au
sens de l'inclusion) de compacts. On s’appuie alors sur les méthodes d’approzimation sto-
chastique contraintes pour conclure. On pourra consulter sur ces méthodes de troncatures
dans les algorithmes stochastiques, outre évidemment [DLM99], le livre :

[KY03] H. J. KUSHNER, G. YIN Stochastic Approximation and Recursive Algorithms
and Applications. Springer, New-York, 2003.
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Chapitre 5

Grandes déviations de Freidlin &
Wentzell

La théorie de Freidlin-Wentzell s’intéresse au comportement d’un processus stochas-
tique vu comme la perturbation brownienne d’une équation différentielle ordinaire. Considérons
le processus de diffusion

dX () = b(X(t))dt + +/edB; avec X.(0) =z,

ou b est une fonction réguliere (au minimum lipschitzienne). A quoi ressemblent les tra-
jectoires de X, lorsque € est petit ? La réponse est double selon les échelles de temps que
I’on considere : intervalle de temps fini ou échelle de temps de plus en plus grande. Dans
la suite de ce chapitre, nous étudierons donc deux questions :
— Que peut-on dire, a horizon fixé pour t € [0,77], sur les trajectoires (Xc(t))we[o,1]
lorsque e — 07
— Lorsque le processus (Xc(t))sweo,r7 est ergodique, et possede une distribution inva-
riante g, quel est le comportement asymptotique de (f), lorsque € — 07
Voici tout d’abord un petit peu de bibliographie.
[DZ98] A. DEMBO ET O. ZEITOUNI Large deviations techniques and applications, Sto-
chastic Modelling and Applied Probability, vol. 38, Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[FW79] M. I. FREIDLIN ET A. D. WENTZELL Random perturbations of dynamical sys-
tems, vol. 260, Springer-Verlag, New York, 1979.
[V84] S. R. S. VARADHAN Large deviations and applications, vol. 46, Society for Industrial
and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 1984.

5.1 Théoreme de Schilder

La théorie des grandes déviations de Freidlin & Wentzell s’appuie fortement sur le
principe de grandes déviations pour le mouvement brownien. Ce principe, ici est dérivé
du théoreme de Schilder.

5.1.1 Principe de Grande Déviations

Si on consideére une famille de mesures (F,).~o sur une tribu B(E) qui converge vers
une masse de Dirac ¢,,, le PGD permet de quantifier la nature de la convergence. L’espace
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FE dans la suite désignera un espace métrique polonais qui est le ”support” des mesures
(Pe)e>0-

Définition 5.1.1 (Principe de Grandes Déviations de taux ¢ et bonne fonction de taux )
On dit que la suite (P.)eso satisfait un principe de grandes déviations de fonction de taux
I sl existe une fonction I définie sur E telle que

1. VreE I(z) € [0; +o0]

2. I est s.c.i. : ¥Ym € |0;4+o0| : l'ensemble {x|I(x) < m} est un espace fermé et compact
de &

3. Pour tout fermé F' c E,

limsup elog P.(F) < —inf I(x).

e—0 zeF

4. Pour tout ouvert O c F,

limsup elog P.(O) = — inf I(z).

e—0 x€0
Il est possible d’effectuer quelques remarques suite a cette définition.

Remarque 5.1.1 — La fonction I ne s’annule que pour r = xy.
— Surtout, si A est un borélien tel que

inf I =inf I = I,
A A

alors nous avons Z’équivalent N
o1
PE(A) ~ € IAE .

— Bien entendu, ce qui définit la notion d’ouvert ou de fermé dans E est fondamental,
il est donc a craindre qu’en changeant la topologie de E, on change la nature des
principes de grandes déviations qu’on peut obtenir.

— En tant que limite, la fonction de taux est unique dés lors que P, satisfait un principe
de grandes déviations.

5.1.2 Boite a outils pour les grandes déviations

Théoreme de changement de mesure On rappelle le théoreme de Girsanov, fon-
damental pour les grandes déviations de processus gaussiens. On définit tout d’abord
I’espace de Cameron-Martin.

Définition 5.1.2 (Espace de Cameron-Martin)

H, = {f=fy | yeLQ(o,l)}.

0

On notera W la mesure de Wiener associée au mouvement Brownien sur [0, 1].
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Théoréme 5.1.1 (Théoréme de Girsanov) Pour tout z € Hy, le processus M défini

par
t 1 t
M7 :=exp (J 2(s)dBs — —J 2(5)2d5) )
0 2 Jo

est une martingale (associée a la filtration du mouvement brownien). On définit une nou-
velle probabilité (Q* sur E en posant

Q*(dw) = M (w)W' (dw),

alors le processus W (t) défini par

est ou mouvement brownien sous la loi (QQ*.

Ce résultat est mieux connu dans les situations ol on considere des lois de probabi-
lités sur des parametres (et non sur des trajectoires) comme la fonction de changement
de mesure utilisant le rapport de vraisemblance. Plus précisément, et en langage statis-
tique, la martingale exponentielle précédente désigne le rapport de vraisemblance entre
I'hypothese Brownien (B(t)):=o et 'hypothese Brownien drifté (B(t) — z(t))i=o. Une tra-
duction extrémement simple se trouve lorsqu’on calcule le rapport de vraisemblance entre
deux lois gaussiennes de moyenne différente, et de variance identique. Ce théoreme joue
un role fondamental aussi bien en grandes déviations qu’en statistiques mathématiques
non paramétriques, ou encore en finance.

Lemme de Varadhan et Principe de contraction Ces deux résultats sont issus
de [DZ98] et constituent les « fondamentaux »de la théorie de grandes déviations. Nous
énoncerons ces théoremes sans les démontrer et le lecteur intéressé pourra alors se référer
aux ouvrages évoqués précédemment.

Théoréme 5.1.2 (Lemme de Varadhan) Si (F,).¢ satisfait un PGD de bonne fonc-
tion de taux I, et si f est une fonction continue bornée de E dans R, alors

lim € logJ e AP, = sup {f(z) — I(z)}
e—0 E el

Théoréme 5.1.3 (Principe de Contraction) Si (P,).~¢ satisfait un PGD de bonne
fonction de taux I et si f est une fonction continue de E dans F métrique séparable,
alors la famille (Q. := P. o f')eso satisfait un PGD de fonction de tauz J définie par

J = inf I(z).
(y) ot (z)

5.1.3 Théoréeme de Schilder

Plaidoirie Le théoreme suivant sera utile aussi bien aux probabilistes intéressés par
les conséquences trajectorielles de ce processus qu’aux statisticiens qui s’intéressent aux
poids des petites boules donnés par la mesure de Wiener. Ce genre de résultats peut avoir
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des répercusions aussi bien en optimisation aléatoire qu’en statistiques bayésiennes lors-
qu’on étudie des a priori trajectoriels pour des estimations de densité ou des problemes de
régression. On consultera par exemple les travaux suivants pour s’appercevoir comment
des développements probabilistes des plus théoriques peuvent rebondir sur des applica-
tions statistiques inattendues.

[KWL94] J. KUELBS AND W. L1 AND W. LINDE, The Gaussian measure of shifted balls,
Probability Theory and Related Fields, 98 (2), 1994.

[vdWvVZ08] A.VAN DER VAART AND H. VAN ZANTEN, Rates of contraction of posterior
distributions based on Gaussian process priors, The Annals of Statistics, 36 (3), 2008.

Enoncé du résultat principal On se place sur E = Co([0, 1]), 'ensemble des fonctions
continues de [0, 1] dans R, nulles en 0. On notera W€ la loi de probabilités des trajectoires
obtenues en considérant y/eB (élément de ) ou B est un mouvement brownien standard
sur R. On a alors le résultat suivant.

Théoréme 5.1.4 (Théoréme de Schilder) La famille W¢ satisfait un principe de grandes
déviations sur E de fonction de taux I donnée par

1
%J 12*(s)ds si z € Hy,
0
I(z) =

400 Sinon.

Preuve : On notera B une trajectoire tirée selon la mesure de Wiener WW. La norme est
celle de la convergence uniforme sur [0, 1], et B(z, d) sera donc I'ensemble des trajectoires
qui sont dans le tube de largeur ¢ autour de la trajectoire (2(t))e[o,1]-

On démontre alors le théoreme en deux temps, minoration et majoration.

Minoration Soit O un ouvert de E et z une trajectoire de OnHj, on sait que I(z) < 400
par définition de /. Comme O est ouvert, il existe 6 > 0 assez petit tel que B(z,9) < O.
On a alors par définition de W¢ que

W(0) = W' (VeB € O) = W' (VeB € B(z,9))

On définit le processus w(t) = B(t) — z(t)e~'/? et le théoreme de Girsanov permet d’écrire
que

W' (VeB e B(z,8)) = W' (we B(O,5e*1/2))

1 1 1
= J exp (—6_1/2J Z(s)dBY — —e_lf |é|2(s)ds) W (dw)
B(0,6¢=1/2) 0 2 0
1
= 1 f exp (—e‘”zj é(s)dB;") W (dw)
B(0,6¢-1/2) 0

Tout le jeu consiste alors a démontrer que lorsque € est assez petit, la principale asympto-
tique est portée par le premier terme. Remarquons que lorsque € — 0, on a Se 12— o0
et puisque W' a un support qui est E, on peut choisir € assez petit pour que

3

W (B(0,0¢ ) = 7.
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Par ailleurs, I'inégalité de Tchebychev montre que

0

1A% Ul (s)dBY =2 2[(z)) < "1

Par conséquent, on a la minoration de la probabilité :

0

1
3
Wt | exp (—el/zf é’(s)dij) > exp (—e’”@@) = 1

J

g

=A

L’ensemble A N B(0, e '/?) est donc de poids supérieur & 1 (faire un dessin!). Mais alors
on sait que :

1 1
J exp <—e_1/zf z‘(s)dBf) WH(dw) = J exp <—e_1/zf z‘(s)dB?) W (dw)
B(0,5e—1/2) 0 AnDB(0,6e=1/2) 0
> f exp (—6_1/22\/21(2:)) W (dw)
AnB(0,6e=1/2)

= %exp (—671/22\/T(Z)) .

Nous venons donc de trouver un sous-ensemble de O ayant une probabilité « suffisante »
c’est a dire :

1 _1(») 24/21(2)
WH(0) =g T

En passant au logarithme, on constate que le second terme en e~'/? devient négligeable
devant celui en e ! et

lim i%lfe logW<(0) = —I(z).
Ceci est d’ailleurs vrai pour tout les z € H; n O donc

liminf elogW*(O) = —inf I(z).
e—0 2e0

Majoration La majoration suit un peu la méme idée de preuve. On considere un fermé
F de E tel que 0 < I(F) < +0 et on choisit n € (0, [(F)). On sait alors que

fre £ I(x)<I(F)—n}=Kip,

est un ensemble compact disjoint de F'. On considere 6 tel que 0 < 0 < d(F, Kj(r)—y). On
a donc x € F = d(x, K(p)—y) = J, et par conséquent

Vn >0 limsup e log W*(F) < limsup elog W' (d(v/€B(.), Ki(ry—y) = 9). (5.1)

e—0 e—0

Nous allons montrer que

lim sup e log W' (d(+v/eB(.), K;) = ) < —1 (5.2)

e—0
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Cela permettra alors de conclure en raison de l'inclusion d’ensemble précédent donnée
dans (5.1). On s’intéresse donc a (5.2) et on forme pour toute trajectoire z = 4/eB 'inter-
polation linéaire de z en les points k/n,0 < k < n qu’on note 7. On sait évidemment que
I(x) = 7 puisque le chemin linéaire est celui de colit minimal au sens de I. Par ailleurs,
on écrit l'inégalité triangulaire :

0 < d(xaKl) < d(xaﬂ;l) + d(ﬂ'gaKl)'

Ainsi, soit d(7?, K;) = 0 et dans ce cas d(x,7?) = 0, soit d(n, K;) > 0 et dans ce cas par
définition de K; I(n?) > I. On a donc montré 'inclusion :

(z]d(z, K) = 6} < {a|I(x") > 1} U {d(z,7") = 5} (5.3)

Nous allons désormais majorer les deux ensembles de I'inclusion précédente :

() = 3 B+ 1fm) ~ Bl ~ 5

On peut alors controler la probabilité de I’événement précédent avec 'inégalité de Markov :

W ({al I (x2) > 1}) = (X;H/G) i [ 33

Mais comme le dernier terme est une constante C'(,n), on a donc :

limsup elogW* ({z|I (7)) > 1}) < —(1 — B)L.

e—0

On étudie alors le second terme de (5.3) et on exploite ici la stationnarité des incréments
du mouvement Brownien :

n—1

W (d(w, ;) 2 6) < D W (@ = 77l fifm s 1ym) = 6) < nV (|

=0

©,[0,1/n] = 5)

Si la différence de x et de son interpolée affine est supérieure a § en un point de [0, 1/n],
alors I'un des deux est au moins supérieur a 6/2, et comme 7 est U'interpolée affine de z,
c’est donc qu’il y a un point pour lequel z est supérieur a §/2. Cela montre donc que

)
We (o) > 8) < oW (1Bleiuam > 57 )

D’apres le principe de réflexion, nous savons que

W (1Blesoas > 5 ) =W (B = 52 ) < e (<52,

En fin de compte, on obtient que
lim sup eW* (d(z, 7)) = ) < —
e—0

Ainsi, en passant a la limite en n dans le dernier terme, pour tout ¢ > 0, nous venons de
démontrer (5.2). Puis en utilisant (5.2) dans (5.1), on obtient la majoration souhaitée et
la conclusion de la preuve. O
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5.2 Grandes déviations de Freidlin & Wentzell a ho-
rizon fini

Nous allons désormais établir le théoreme de grandes déviations de Freidlin & Wentzell.
Ce résultat concerne les lois P¢ des trajectoires

dX, (1) = b(X.(t))dt + v/edB,. (5.4)

La question principale porte sur le comportement de (P¢).o lorsque € tend vers 0, et
qu’on considere l'espace des trajectoires (5.4) sur l'intervalle de temps [0, T']. Nous allons
établir le résultat principal dans un cas particulier. En réalité, il est généralisable a des
situations moins restrictives (drift a priori non lipschitzien, situation hypo-elliptiques,
...). On consultera par exemple :

[A80] R. AZENCOTT Large Deviations theory and Applications Saint-Flour Summer school
on Probability Theory, Lecture Notes Math , vol 774, Springer-Verlag, 1980.

[FK06] J. FENG, T. KURTZ Large deviations for stochastic processes, Mathematical Sur-
veys and Monographs, vol. 131, 2006.

[GPP13] S. GapaTr, F. PaNLoup, C. PELLEGRINI Large Deviation Principle for in-
variant distributions of Memory Gradient Diffusions, Electronic Journal of Probability,
2013.

[PO1] A. PUHALSKII Large Deviations and Idempotent Probability, CRC Press, 2001.

Théoréme 5.2.1 (Théoréme de Freidlin & Wentzell) Supposons que le drift b est
Lipschitzien borné, alors (P)e=o satisfait un principe de grandes déviations de bonne fonc-
tion de taux

Vz e H, I(z) = —L 12(s) — b(2(s))|ds,

et 1(z) = +oo si z ¢ Hj.

Preuve Nous allons considérer sans perte de généralités T' = 1 et démontrer le résultat
en utilisant le principe de contraction. Remarquons que la mesure P€ est en réalité Weo f 1
ou f est I'application qui étant donnée une trajectoire w continue de [0,1] associe la
trajectoire y solution de

t

vie[0,1]  y(t) - L by(s))ds + w(t) + .

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et 'unicité de y, ce qui permet alors
de définir f(w) := y. Montrons que I'application f est continue, et considérons donc deux
trajectoires wy et wy. On a

t

Vie[0,1]  yi(t) = w2(t) = wi(t) — wa(t) + J b(y1(5)) — bly2(s))ds.

0

Comme l'application b est K-Lipschitzienne, on a alors
t
vie[0,1]  [n(t) — 3e@)] < |wr — wale + Kf |y1(s) — y2(s)|ds
0
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Le lemme de Gronwall assure alors que

ly1 = 2lloo < € flwr — wa|oo.

Cela permet de conclure la continuité de ’application f. Par le théoreme de Schilder, la
fonction de taux I associée a P¢ se déduit de celle de W :

o= ot {7 ot

Par ailleurs, f est injective puisque si y = f(w), alors

y(t) = b(y(t)) + w(t).

Par ailleurs, il est aisé de voir que si w est dans Hjy, alors y = f(w) est aussi dans H; en
appliquant a nouveau le lemme de Gronwall par le biais de

vt e [0,1] y(t) < w(t) + Kly(t)| + b(0) < y(t) < w(t) + Kjot |9](s)ds + b(0).

On a donc la conclusion : si z € Hjy, alors I(z) est finie puisque son antécédent est
nécessairement dans H; et I'expression est donnée par I’énoncé du théoreme, sinon, [
vaut +o0. o

Voici comment il faut comprendre ce résultat : lorsque € tend vers 0, les trajectoires de
(5.4) qui « comptent » sont celles qui sont proche du flot différentiel donné par le champ
de vecteur b puique la fonction de taux est d’autant plus petite que § ~ b(y). On va
donner une traduction plus mathématique dans I’explication suivante.

On considere une fonction ¢ € H; et les trajectoires notées x, solution de

Vs e [0,T] T,(s) = b(z,(s)) + ¢(s), z(0) = xo.

Ces trajectoires sont dites « controlées »par le controle ¢ et bien sir, si ¢ = 0, nous
obtenons une trajectoire du systeme différentiel & = b(x). Si on consideére I'ensemble des
trajectoires obtenues avec ||¢|lg, = d > 0, le résultat de grandes déviations nous donne
une évaluation de la probabilité de telles courbes, par la dynamique (5.4). Nous savons
alors que

P ({zy||olm =0 >0) < e lorsque € —> 0.

A Tinverse, le tube de trajectoires telles que |@|m, < & > 0 est de masse exponentiel-
lement proche de 1 lorsque € tend vers 0. Attention, la structure des trajectoires dites
« probables »est décrite par la fonction de taux I, c’est-a-dire par le systeme dynamique
déterministe. Dans la suite, nous admettrons que lorsque la matrice > de covariance de-
vant le mouvement brownien est elliptique (minorée au sens des formes quadratiques par
¢ I,), alors la propriété suivante est satisfaite.

Proposition 5.2.1 On considére le systéme controlé z, = b(x,) + X, alors ce systéme
est exactement controlable :

Y(zo,z7) e R* x RY 39 e C(0,T) r,(0) =x9 et x,(T) = x7.
Par ailleurs, il est localement contrélable en tout point si pour tout o de R? et tout € > 0 :

3(6e,t.) € RZ Var € B(xo,d.) JpelC(0,t,): 2,(0) = g, 2,(te) = xp, I(x,) <e.
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Les lecteurs intéressés se réfereront aux conditions dites de « Kalman » dans le livre :
[C07] J.M. CorON Control and Nonlinearity, Mathematical Surveys and Monographs,
136, 2007.

Retenons qu’on a donc une grande flexibilité pour fabriquer des trajectoires (z,) et
que nous mesurons le cott du controle au travers de I(z,), c’est-a-dire dans la norme
L3([0,T]) de ¢, des lors que bien str varphi € H;. Bien entendu, lorsque la matrice 2
devient dégénérée, on rencontre des difficultés sur ces notions de controlabilité, ce qui fait
échos a la stricte positivité de la densité P;(x,.) (c’est le méme probleme en réalité).

5.3 Grandes déviations des mesures invariantes

5.3.1 Description du probleme

Nous rencontrons désormais dans le coeur de la théorie de Freidlin & Wentzell qui
permet une description complete de 1’ « algebre » du générateur infinitésimal de (5.4)
lorsque ¢ — 0, et ceci en utilisant des méthodes trajectorielles. La question traitée tout
d’abord, est moralement la question de l'obtention d’un principe de grandes déviations
lorsque I’horizon devient infini. Nous avons vu dans la partie précédente que nous obte-
nons le P.G.D. via le principe de contraction, principe qui s’applique aisément par des
arguments de type Gronwall, valables uniquement en temps fini. Cependant, on constate
que ce dernier point n’est plus faisable des que I’horizon devient infini.

La encore, un peu comme pour la démonstration de I’existence de mesures invariantes
pour le processus Markovien (5.4), la stratégie peut étre double. Soit on utilise un critere
de tension pour établir I'existence de la limite de €log pi., soit on utilise une description
trajectorielle pour obtenir le P.G.D. La premiere méthode est largement décrite dans
[PO1] ou [FKO06]. Pour étre cohérent avec ce qui est fait pour la construction de mesure
invariante au chapitre 2, nous opterons plutot pour une construction trajectorielle, issue

du chapitre 6 de [FWT79].

5.3.2 Classe d’équivalence et quasi-potentiel

5.3.2.1 Définitions

Rappelons que la fonction de taux (appelée aussi fonctionnelle d’action) associée a un
horizon fini T est

In(2) = -J 15(s) — b(=(s))2ds.

0
Nous donnons la définition suivante.

Définition 5.3.1 (Quasi-potentiel) Etant donnés x,y de RY, on définit la fonction Vi
par
Vr(z,y) :=inf {I7(2) | 2(0) = 2 & 2(T) =y} .
Enfin, le quasi-potentiel est
V(z,y):= inf Vi(z,y).
C’est le cout minimal pour joindre x a y, et ce en s’autorisant des temps arbitrairement
grands.
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Bien entendu, si x et y sont sur la méme courbe intégrale et que x est situé « avant » y,
joindre x & y peut se faire a cott nul et dans ce cas, V(z,y) = 0. Notons tout de méme
que l'ordre est important et qu’on ne peut a priori pas renverser le temps : V(y,z) # 0 :

V(z,y) =0= V(y,z) =0.

Notons que V est reliée a un principe de grandes déviations au travers de la proposition
suivante (non démontrée dans ce cours)

Théoréme 5.3.1 ((Freidlin & Wentzell, Chapitre 4)) Etant donnés z,y de R :

Viz.y) = Tl—i>H-il-oo ah—r>no eh_r>n0 —elogF; [TB(y’6) = T] ’

ou Tpys) est le premier temps de rentrée du processus (X€);=o solution de (5.4) dans la
boule centrée autour de y de rayon §.

Enfin, la fonction V7 est solution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi :

aVvT ($, y)
ot

avec Vo(z,x) =0 et Vp(z,y) = 0.

Il existe un parallele entre le probleme de contréle donné dans Vi et V', les équations
aux dérivées partielles d’Hamilton-Jacobi, et les processus de diffusion. Ce lien peut étre
obtenu en effectuant une transformation de Hopf-Cole log p(x,y) = log(Z) — Wy(z, y)e .
Les analystes ont alors développé un bataillon de méthodes pour effectuer les passages a
la limite € — 0 (solutions de viscosité). Voici un point d’entrée bibliographique.

[B94] G. BARLES Solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi, Collection :
Mathématiques & Applications, Springer.

[CIL92] M. G. CRANDALL, H. IsHil AND P.L. LIONS User’s guide to viscosity solutions
of second order partial differential equations Bull. Amer. Math. Soc. 27, 1-67, 1992.

+ 519Vl o) + bla), Y, Vi, ) =0, (5.5)

5.3.2.2 Résultats admis sur le quasi-potentiel

Nous allons donner une série de lemmes techniques qui sont vrais du moment que le
domaine d’évolution noté M est compact, que le drift b est Lipschitzien et la matrice de
diffusion non dégénérée. En réalité, ces lemmes peuvent rester vrai dans des situations plus
générales qu’il convient alors d’étudier plus minutieusement. Nous nous placerons plus bas
dans une situation ou nous les considérons comme acquis dans le contexte d’étude.

Lemme 5.3.1 i) V(.,.) est une fonction continue sur M x M et il existe L > 0 tel que
siT = |x —vyl, alors

i1) Pour tout vy > 0 et tout compact K < M, il existe Ty tel que ¥(z,y) € K on peut
trouver une trajectoire z, pour laquelle :

Ir(z,) < V(z,y)+v avec T <Ty.
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Preuve : Nous donnons la preuve du 7). On sait que la matrice de diffusion est non générée
et donc toutes les trajectoires sont admissibles : en effet, étant donnée une trajectoire z
telle que z(0) = x et z(T') = vy, il suffit d’écrire que le controle ¢ vérifie

Ve [0;T] ¢ =o' [Z(t) — b(z(1))],

pour constater que la trajectoire est admissible.
Nous considérons ensuite la trajectoire z affine entre x et y. Son équation est

et vérifie bien la contrainte z(0) = = et z(7") = y. On constate alors que

In(2) = lfo 12(s) — b(=(s))Pds < T%.

Ce dernier point conclut la preuve du premier point et implique bien sur la continuité de
la fonction V' en le point de départ et le point d’arrivée par un petit jeu d’écritures sur
les inf. Par exemple, considérons (x,y) € M? et € > 0, on choisit § = ¢/L et on sait que
'on peut joindre y a n’importe quel point de g € B(y,d) avec un coiit inférieur a € en un
temps au plus ¢. Puis,

inf Vi(z,9) < T1>ig}:£2>0[VT1 (z,y) + Vi (2, y)] < Vp(z,y) + e

On peut bien str effectuer le méme raisonnement en retournant le role de y et § pour
conclure & la continuité de V (z, .).

On laisse de coté le point i) qui est nettement plus délicate et exploite la compacité
de K ainsi que la structure particuliere des chemins affines entre deux points. O

Définition 5.3.2 (Classe d’équivalence) Si V(z,y) = V(y,x) = 0, on dit alors que
x ~ y. Cette relation est une relation d’équivalence qui ne dépend que du systéme dyna-
mique décrit dans b.

Le lemme suivant décrit la situation ou ’ODE possede des ensembles w-limite, c¢’est-
a~dire ou les classes d’équivalence sont non triviales.

Lemme 5.3.2 S7%l existe yo ~ x¢ avec yo # o, alors toute la trajectoire du systeme
dynamique & = b(x) initialisée en xq appartient a la classe d’équivalence de xy.

5.3.2.3 Dynamique aléatoire autour des classes d’équivalence

Cette distinction de classe d’équivalence est décrite dans le lemme suivant.

Lemme 5.3.3 Pour toute classe d’équivalence compacte K < M (inclusion stricte), si
72 désigne le temps de sortie de Vs(K) (5-voisinage de K ), alors pour tout v > 0, il existe
0 > 0 et €y assez petit pour lequel

1

Ve<e YVeeK  Eif[ry]<e .
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Autrement dit, c’est tout de méme assez long de sortir de la classe d’équivalence dans K.
Preuve : On considere un point z qui est dans M\ K et suffisamment proche de K si
L est défini dans le Lemme 5.3.1 :
Y
d(z, K) < —.
( Y ) 3[/
Considérons 6 = d(z, K)/2 et un 0 voisinage de K contenant un point x. Notons 2’ le
point de K le plus proche de x et y le point le plus proche de z qui est dans K.
D’apres le Lemme 5.3.1, partie i), on sait que pour toute paire de points (z’,y) € K,
il existe un chemin (p;)seo;r tel que

Ir(p) <V (a',y) +/3,

et le temps nécessaire pour effectuer ce chemin ne dépend que de v mais ne dépend ni de
2, ni de y. Par ailleurs, comme tous les points de K sont équivalents, nous savons que

T<Toy) et Ir(p) <9/3.

Ensuite, le Lemme 5.3.1 permet également de compléter le chemin en joignant = a x’ et
y & z avec un cout inférieur a /6 et v/3 en vertu du i) du Lemme 5.3.1.

La longueur totale (en temps) du chemin est majoré uniformément sur z € K et
z € Vs(K) par Ty(y) + /2 := To(7y) et son cout est lui majoré par 5v/6. Enfin, si le
chemin obtenu est de longueur (en temps) inférieure strictement & Ty (7y), nous complétons
simplement la trajectoire par une courbe intégrale de 'ODE Z = b(z), courbe qui a un
cotut nul.

Nous allons alors utiliser le principe de grandes déviations en temps fini pour obtenir
la majoration souhaitée. Remarquons que ¢ nous définit une trajectoire de sortie et que

tout tube de taille § autour de ¢ sort également de Vs(K). Ainsi :
Pilri < To(7)] = B; [B(y.9)],

oll B(i, ) est I'ensemble des trajectoires autours de ¢, de longueur Ty(7) et d’épaisseur &
(au sens de la norme infinie). Le Théoreme de grandes déviations de Freidlin & Wentzell

assure alors que
1

P [B(p,d)] = e "

puisque 0.9 > 5/6 et que le dernier terme de I’équation précédente minore donc le terme
obtenu dans ’équivalent du P.G.D. On en déduit donc que

P [k = To)] 21— e 00
et finalement la propriété de Markov assure que
P [ > ()| = [1- 00|

On peut alors en déduire une majoration du temps moyen de sortie : une intégration par
partie discrete montre que

e e}
]E; [T?(] < TO(,}/) Z ]P); ['TI(S{ > nTO(’}/):| < 0(7)60.97571.
n=0
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On choisit alors € assez petit pour « manger » le T()(’}/), cela conclut la preuve du lemme.
m}

Par ailleurs, nous énoncons également une minoration des espérances de temps de
sortie au travers du résultat suivant.

Lemme 5.3.4 S5t K est un compact et G un ensemble contenant K, alors il existe un
voisinage de g := Vs(K) tel que

TG .
E;J Xg(X{)dt > e 7 .
0

Enfin, nous pouvons minorer les temps de sortie de compact ne contenant pas de
classes d’équivalences (« w-limit set ») :

Lemme 5.3.5 Si K est un compact ne contenant pas d'w-limit set, alors il existe ¢ et T
tels que pour € assez petit et T =Ty :

Vee K Plrg>T]<e «T-T)

Ces lemmes précédents illustrent la forte propention de la dynamique a suivre la
dynamique lorsque € — 0. Ils se démontrent tous les deux en fabriquant une trajectoire
dont le cout est connu, et tel que I'horizon est fini. On utilise alors le P.G.D. en temps
fini pour conclure. On consultera pour plus de détails le paragraphe 1 du chapitre 6 de
[FWT9].

Par exemple, le Lemme 5.3.3 nous dit que le temps de sortie d’un attracteur est assez
long en moyenne. Le Lemme 5.3.4 assure que lorsqu’on sort d’'un domaine, on passe la
plupart de son temps a 'intérieur du domaine et non a sa frontiere. Enfin, le lemme 5.3.5
explique que lorsque € est assez petit, la queue de distribution du temps de sortie d'un
ensemble sans attracteur est relativement petite.

5.3.3 Le retour de la chaine squelette

Nous nous plagons dans une situation dynamique ergodique (voir chapitre 2, para-
graphe 2.2.3) ou le générateur infinitésimal est uniformément elliptique. Ainsi, nous sa-
vons que les temps de retour dans les compacts sont finis p.s. Nous construisons alors la
chaine squelette en définissant ’ensemble compact de « retour »en utilisant réellement la
structure dynamique supposée de 'ODE & = b(z) et du processus (X );>o lorsque e — 0.

Ainsi, nous effectuons ’hypothese importante que dans ’ensemble de définition M, il
y a un nombre fini d’ensembles w-limites K7, ..., K; tels que

1. Pour tout couple (z,y) € K;, x ~ y.

2. Sizxe K; et ye Kj avec it # j, alors x et y ne sont pas équivalents.

3. Tout ensemble w limite de ’ODE est contenu entierement dans un des compacts K;.

Nous allons ensuite construire la chaine squelette en se basant sur la figure 5.1.
On définit pg la distance minimale entre deux ensembles w limites :

Po = 1nf d(Kzu Kj)7
1#)

et on considere une distance p; < po/2.
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FIGURE 5.1 — Représentation graphique des voisinages ¢; autour des compacts K;, le
processus (X;")i=0, et la chaine squelette définie sur les compacts K.

Définition 5.3.3 (Ensembles (g;);=1..x,[') Nous considérons des voisinages de chaque
K;, notés g; tels que ces voisinages sont disjoints deux a deux :

gi =V, (K3).
Par ailleurs, T est le complémentaire de la réunion des py voisinages de K; :
D = M\ Uiy Voo (),
et on définit I'; :== V, (K;) les voisinages de K; de taille py > p;.

Remarque 5.3.1 Les ensembles U et Uy ne servent a priori a rien dans la situation ot
l’espace M est compact. Ils peuvent avoir une importance lorsque M est naturellement
non borné et dans ce cas, U et Uy sont deux gros compacts pour lesquels le processus
posséde des temps de retour avec moments exponentiels. Nous ne considérerons pas ce cas
pour simplifier la présentation.

Définition 5.3.4 (Construction de la chaine squelette) Nous définissons alors la chaine
squelette en utilisant les ensembles (g;) et I'. On définit la suite de temps d’arrét

7o :=0 et 7 =inf{t=7, | X/el}

PULS
Vn =0 Tnt1 := Inf {t =7 | X € uézlg,}.

Bien stur, nous supposons dans la suite que le processus est ergodique, a € fixé, et donc les
temps d’arréts définis au dessus sont finis p.s. La chaine squelette est alors

VieN  Zf:= XC.

Nous utiliserons la notation Q° pour sa matrice de transition.
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Nous allons exploiter cette chaine squelette, qui lorsque ¢ — 0, se comporte comme
une chaine a espace d’états finis (les (g;)i—1..;). Nous allons alors nous servir des transitions
entre états de cette chaine pour en déduire une représentation de sa mesure invariante,
puis ensuite remonter a la mesure invariante de (Xf)s~q. Pour ce faire, nous définissons

Définition 5.3.5 (Cott de transition) On définit les coits de transition

V(K;, K;) := %Iifo {Ir(¢) | ¢(0)eK; et ¢0)eK; et VYsel0,T] ¢(s)¢ UkrijKi}
et bien sur les extensions :

Ve, K;) = inf {Ir(p) | @(0)=2 et o(T)eK; et Vse[0,T] @(s)¢ s K}

T>0

V(K;,y) :=inf {Ir(p) | @0)eK; et oT)=y et Vsel|0,T] @(s)¢ UpriKy}

T>0

V(r,y):= inf {Ir(p) | @)=z et o(T)=y et Vse[0,T] o(s)¢ vk}

L’intérét de ces définitions se situe dans la proposition suivante qui donne une estima-
tion des transitions pour la chaine squelette.

Proposition 5.3.1 Les deux propriétés sont satisfaites :
i) Pour tout v > 0, on peut choisir py et py suffisamment petits tels que pour € assez petit
et pour tout x dans g; :

e—Eil[V(KhKJ‘)"r’Y] < @(.:C,g]) < e—Eil[V(Ki,KJ‘)—’y]
i1) Pour tout v > 0, on peut choisir py et py assez petits pour que pour tout x € ',
e VK]  pe (X< € g] < ¢ IV (2.K;)=]

Preuve : On ne fait que la preuve du 7), puisque le 7i) suit la méme idée. On commence
par remarquer que si V(Ki, K;) = +0, cela signifie qu'il n’y a aucun moyen de joindre K;
a K par une courbe continue sans passer par un autre ensemble Ky, avec k # 7, j. Ainsi,
la chaine Z¢ ne peut effectuer la transition x — Kj, ce qui répond alors implicitement a
I’affirmation de la proposition.

On étudie maintenant le cas ot V(z, K ;) < 400 en envisageant séparément les mino-
rations et majorations. On commence par remarquer que pour tous les ensembles tels que
f/(Ki, K;) < +o0, il y a nécessairement une courbe ¢ joignant K; & K; admissible (qui
n’intersecte pas les autres points stables) et telle que

I, (") < V(K Kj) + %
Le temps mis pour transiter peut étre alors majoré par le max; ; T; ; + K := Tp, ou K est
une constante assez grande qui ne dépend que de 7.

Si z € g;, nous pouvons joindre x & ™ A cott inférieur a /4 du moment qu’on réduit
la taille du voisinage g; autour de K : en effet, si on considere le point de K; (noté z’) le
plus proche de z, celui-ci est a distance suffisante pour assurer un cott inférieur a ~/4, il
pour cela de prendre p; assez petit. Ensuite, on peut joindre & cott nul 2’ a ¢/ (0) car K;
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est un ensemble w-limite. Ceci est également vrai pour y € g; que 'on joint a I'extrémité
©"I(Tp) pour un cout inférieur a /4.

La courbe ainsi obtenue joint x & y avec un cout inférieur a V(K;, K;) + ~. Bien
entendu, si j = i, on peut faire la méme construction en forgant la courbe a sortir de G;
puis revenir avec un cott plus petit que v (ici V(K;, K;) = 0).

I1 est temps d’utiliser alors le P.G.D. a horizon fini pour un tube de trajectoires autour
de la trajectoire construite précédemment. On considere § positif assez petit pour que le
tube B(y,d) soit une trajectoire admissible : il sort de I';, rentre dans I'; et touche
nécessairement g; avant le temps 7p. Par ailleurs, 0 peut étre choisi assez petit pour que
le tube ne rencontre pas un autre ensemble 'y, avec k # 4, j. Ainsi, nous obtenons

Q(z,g;) = P (B(p,8)) = e~ VLK )+,

On obtient ainsi la minoration cherchée.

La majoration suit finalement la méme idée que dans la preuve initiale du théoreme
de Schilder. On sait d’apres le Lemme 5.3.5 qu’il existe un temps 7T} assez grand pour
lequel

-1 -1
]P);[Tl - Tl] <e € T /2 <e [V(Ki,Kj)f'y/Q]'

Etant donné z dans gi, on considere toutes les courbes ¢ dont le temps de parcours est
au moins 27 et telles que

[2T1 = V(Kla KJ) - 7/2

Ceci est bien sur trivialement possible. On notera KZ cet ensemble fermé de

271,V (K, Kj)—v/2
trajectoires. On a alors

@(.T,gj) = P; (X7€'1 € 9]) = P; [Tl > T17X7E—1 € g]] + ]P’; [Tl < Tl,X; € g]]

Par ailleurs, si 7y < 71, on en déduit nécessairement que la distance entre X et ¢ est
supérieure a p; > 0 car la trajectoire X°¢ atteint sa cible en T} alors que toutes les

trajectoires ¢ de K;Tl T2 © trainent » jusqu’au temps 277. On en déduit donc
i [ZEA N

I'inclusion :
{Xf'l € gj et 1 < Tl} C {d <X57 2xT1,V(KZ-,Kj)—’Y/2) = pl} .
On peut alors appliquer le P.G.D. en horizon fini sur [0, 277] et obtenir que
Q(z,g;) < e~ /2 4 o= IVKGLKG)=1/2] < 9= V(K K;)=/2]

Quitte a choisir € assez petit, nous voyons alors que la derniére probabilité peut étre
majorée par e ¢ "VKuK)=1 en « mangeant » le facteur 2 devant la probabilité. Cela
conclut la preuve de la proposition. O

5.3.4 Etude de la chaine squelette

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de {i}-graphe, notion classique en chaine
de Markov, puis exploitons cette notion au regard des encadrements des transitions obte-
nues précédemment.
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FIGURE 5.2 — Un exemple de {z»}-graphe.

Définition 5.3.6 ({i}-graphe) Considérons L un ensemble fini, et i € L un élément de
cet ensemble. Un {i}-graphe est un graphe orienté tel que

— Tout point de L possede exactement une seule aréte sortante.

— Il n’y a pas de cycles dans le grpahe.

— De tout point de L existe une suite d’arétes menant a {i} (état terminal du graphe).
Enfin, on note G({i}) 'ensemble des {i}-graphes qu’on peut former sur l’ensemble fini L.

Un exemple de {i}-graphe est donné dans la Figure 5.2
Cette notion de {i}-graphe s’exploite par exemple pour décrire la mesure invariante
d’une chaine de Markov décrite par sa matrice de transition.

Proposition 5.3.2 (Mesure invariante d’une chaine de Markov et {i}-graphes)
Si on note P = (p;j)1<ij<r la matrice de transition d’une chaine irréductible, et si on
définit pour g un graphe orienté w(g) :

7(g) := n Dmn et Vie [1,L] Q; = Z 7(g). (5.6)

(m—n)eg 9€G({i})
Alors, la distribution invariante p de la chaine de Markov est

Qi
=
2@
j=1

Preuve : La preuve est tres simple et classique. On cherche a vérifier que

(i) =

L
Vie [LL] Q=) Qs
j=1

On écrit simplement que
L L L
Qi — Z Qjpji = Qi Z Dik — Z Qjpji = Qi Zpik - Z Qjpji-
j=1 k=1 j=1 ki j#i

On étudie alors le premier terme :

Qizpik: Z W(Q)sz‘k

ki 9eG({i}) ki

Cette somme correspond a la somme des m(g) lorsque le graphe g parcourt 'ensemble des
graphes tels que :
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(A) Tout point de L est le point de départ d’une seule aréte.
(B) 11y a exactement un seul cycle dans le graphe et celui-ci contient {i}.
De la méme fagon, le second terme est

Z Qjpji = Z Z m(9)pj,

J#i J#1 geG({j})

et on tombe alors sur le méme ensemble de graphes vérifiant les conditions (A) et (B). o

Le lemme suivant est totalement central et déduit des transitions obtenues dans la
proposition 5.3.1 et de la représentation de la mesure invariante donnée dans la proposition
précédente une estimation de la mesure invariante de chaque compact K; (ensemble w-
limite).

Lemme 5.3.6 (Encadrement de la mesure invariante) Si X est une chaine de Mar-
kov de transition Q dont ’espace d’état est partitionné en un nombre fini d’états (gi)ieHL 1]
et supposons qu’il existe des poids positifs p; ; et un nombre a > 1 tel que

V(i,j) € [1,L]* Vzegy; Cflpi,j < Q(z,g5) < ap;y,

alors toute mesure invariante v vérifie :

o Qi o Qs

a22LLl <V(i)<a2L2LZ
Q) N

j=1 j=1

ot les Q; sont donnés par (5.6).

)

Preuve : La encore, la démonstration est treés simple. On appelle v(g;) le poids de 1’en-
semble g; sous la mesure stationnaire v de la chaine X et on considere la chaine de Markov
a espaces d’états fini formée par la suite des espaces g; visités. Nous utilisons alors comme
matrice de transition

Vi) e LI gy = @ J Oz, g;)v(dx).

On constate alors immédiatement (c’est la construction!) que (v(g;))iep,] est invariante
pour la chaine a espace d’états finis. Par ailleurs, on a I’encadrement :

a 'pij < qij < apij, (5.7)

en intégrant 'hypothese sur x € g; et en utilisant la définition de g; ;. On applique alors la
proposition 5.3.2 a cette chaine lorsque 7(g) et (Q;)ieq,z) sont définis avec les transitions
données dans (g; ;). Ainsi, on obtient :

Qi
R
>Q;
j=1
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En utilisant (5.7) dans I’égalité précédente, comme on sait qu’il y a L — 1 transitions
multipliées dans I'expression de 7(g), on a bien

a'"r(g) < 7(g) < a" 'x(g),

puis bien sur
1-L A L—1
a Qz < Q’L <a )

et enfin
al=t 1 a

L < L S L
D0 >0 Qs
i=1 =1 =1

Cela permet alors de conclure a I’encadrement désiré. O

L-1

5.3.5 Comportement de la mesure invariante

Nous revenons désormais au probleme initial qui concerne ’étude des grandes déviations
de la mesure invariante de la diffusion de drift b :

dX¢ = b(X?)dt + \/edB,.

Le point clef consiste a utiliser la représentation de la mesure invariante y° donnée dans
le chapitre 2 et les encadrements du lemme 5.3.6. Si on note g = ug; et ' = M\ U T, on
peut utiliser la formule

/f(B)OCJ

g

s | [ e = (s (5.5)

0

La quantité dont nous aurons besoin pour la suite est donc fondamentalement la fonction
W suivante.

Définition 5.3.7 (Fonction W) Pour tout ensemble w-limite K;, on définit

W(K;) := mi V(K K, 5.9
(K:) 4eG(1i)) Z ( ) (5.9)

(m—n)eg
Par ailleurs, on notera
W* = min W(K;)
i=1...L
Nous donnons un premier résultat sans preuve (voir [FW79]).
Proposition 5.3.3 Si on définit V(K;, K;) par
V(K;, K;) :=inf{V(z,y) | zeK;ye K},

alors

W(K;) = i VK., K,).
( ) gerg(lg}) Z ( )

(m—n)eg
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Ainsi, cette proposition assure qu’il n’est pas nécessaire d’éviter certains ensembles w-
limites pour le calcul de W(K;) et que V peut se substituer a V. Nous en venons au
théoreme central de ce chapitre

Théoréme 5.3.2 (Comportement de la mesure invariante) La suite de mesures (u)eso
satisfait un principe de grandes déviations : pour tout v > 0, il existe des p; voisinages
Vo (K;) tels que si e est assez petit :
o€ IW(K)-W 1] 1V, (K:)) < o€ HIW(K)-W*—9]

Ainsi, la mesure invariante (u).>o charge principalement les ensembles K; qui minimisent
la fonction W, et le ratio avec les autres ensembles w-limite est exponentiellement grand
en e L.

Preuve : Toute la construction du paragraphe 5.3.4 et les estimations du paragraphe
5.3.2 et 5.3.3 seront utilisées ici. Fixons nous un v positif. On cherche a utiliser la formule
donnant u€ en fonction de la mesure invariante de la chaine squelette v (donnée par v°).
Prenons 7/ > 0 qu’on calibrera en fonction de v en fin de preuve. Nous savons que les
transitions de cette chaine squelette satisfont d’apres la proposition 5.3.1

Vo e g; e VKK o Q(x,g;) < o= VELED=]

du moment que p; et py sont choisis assez petit. On définit donc

)

et on constate que pour tout {i}-graphe g :
(@) = ] Prn = e Emmey VB I
(m,n)eg
Un équivalent extréemement simple montre alors que
Qi= Y, wlg)~e W,
9€G({1})

ou n; est le nombre de {i}-graphes réalisant le minimum. Par ailleurs, on constate aussi
que
LQ—i ~ n;e—e’l[W(Ki)—W*L
Zj:l Qj
ou n} est un réel minoré par 1 et majoré par L — 1 qui dépend du fait de réaliser le
minimum ou non. (C’est un détail mineur...) Nous en déduisons donc I’encadrement :
P N e S N_TA/* AT N_TI*

Nous regardons alors

vl = | dE; [ [ <X:>] -| (e [ | xngf)] .
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La derniere égalité a lieu car on ne peut passer du temps dans g; que si on part de g;,
et une fois qu’on a dépassé 7| on ne peut plus passer de temps dans g;. Par ailleurs, le
Lemme 5.3.4 assure la minoration

vreg E [ | <X:>] >,

0

et le Lemme 5.3.3 donne la majoration

/

1
Veegi  Eg U Xgi(Xf)] <Ej[n]<e’s
0

On peut donc constater que

_—1 / N_TA/*
n;e e LY +W(K;)—W*] < Ue(

gz) < nge—sfl[—Lv'-i-W(Ki)—W*]

Ainsi, en minorant par le terme ou on réalise le minimum avec la fonction W' :

L
Ug(M) > Z U€(gi) > 6—571L7/.

=1
Par ailleurs,

v(M) < L v (dx)ES [r] + (. — 11)] -

o1 N . . , et . s L2
On utilise a nouveau la majoration de ’espérance de 7{ par e”¢ et ensuite la propriété
de Markov forte associée au Lemme 5.3.4 nous montre que I'espérance du temps de retour
dans g; est bornée, c’est a dire il existe une constante C' > 0 telle que

Ya e q ]E;EXTi [7'1 — 7_{] < C < +oo.
Ainsi, on en déduit que pour € assez petit :
V(M) < e

En normalisant alors v, on retrouve donc p¢ la mesure de probabilités invariante et
on obtient I’encadrement :

nge " V)W AT < ey < e IVORO=W =(L41)7],

N 7

On termine alors la preuve en choisissant 7/ = (2L + 2) v, € assez petit pour que les
entiers n; (compris entre 1 et L) soient mangés par e '3 et les tailles de voisinages
nécessaires en découlent. o

5.4 Un peu plus sur le quasi-potentiel

5.4.1 Motivations et difficultés

En réalité, nous venons de voir le role clef de I’évaluation des transitions entre les
différents points au travers de la fonction V(x,y) out © € M et y € M. Clest en effet
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ce quasi-potentiel qui permet de calculer une fonction de taux dans le P.G.D. pour les
mesures invariantes p°.

Il est tres difficile de discuter en toute généralité de la valeur de V', et les situations sont
en général a prendre au cas par cas en fonction du drift b qui régit le systeme dynamique
T = b(z).

Lorsque la situation devient dégénérée (c’est a dire lorsque la matrice de covariance de-
vant la perturbation brownienne est non inversible), il convient de bien ajuster le probleme
de controle de trajectoire, mais ce qui a été vu dans la section précédente reste valable
sous réserve de propriété de tension exponentielle pour assurer un P.G.D. en temps fini.

5.4.2 Equilibres instables

Le résultat suivant nous indique que dans la situation d’équilibres instables, ses com-
pacts ne sont pas chargés par la mesure invariante.

Lemme 5.4.1 Si K; est instable, alors il existe un équilibre stable K; tel que V (K;, K;) =
0.

Preuve : On sait qu'il existe ¢ K; tel que V(K;,z) = 0 puisque K; est instable. On

considere alors une courbe intégrale initialisée de x. Cette trajectoire atteint un ensemble

w-limite K. Par ailleurs, on sait que V(K;, K;) = V(z, Kj). Si K; est toujours instable,

on sait que 'on peut poursuivre la méme stratégie pour arriver a un compact stable. o
On peut méme démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.4.1 Les deux propriétés sont satisfaites.

i) Si K; est un équilibre stable, on peut calculer W(K;) en se restreignant dans (5.9)
aux équilibres stables comme états du graphe.

it) Si K; est instable, alors

W(K;) = min[W(K;) + V(K;, K;)]

7

On n’effectuera pas la preuve de ce résultat qui exploite la structure d’{i}-graphe. Cepen-
dant, on constatera que nécessairement le ii) prouve que le minimum de W ne peut étre
atteint que pour des compacts stables. C’est un résultat intuitif, mais qui mérite d’étre
signalé.

Enfin, on énonce le théoreme donnant la valeur de la mesure invariante autour de
n’importe quel point x.

Théoreme 5.4.1 Définissons W sur M par

W(z) := miin[W(Ki) + V(z, K;)]

ot le minimum est pris sur tous les équilibres stables K; du systéme & = b(x). Soit v > 0,
alors il existe une taille de voisinage p > 0 assez petite telle que pour € assez petit :

e~ W@)-W"+] 1(W,(x)) < =€ IW(@)-W*—9]
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5.4.3 Equation de Kolmogorov

Dans la situation particuliere de I’équation de Kolmogorov, on étudie
dXf = — — VU(X;)dt + \/edB;.

Le quasi-potentiel est alors donné par

T>0

3 | I+ VULsPas z<o>=xetz<T>=y}~

V(z,y) = inf { 0

Considérons deux points = et y de M. Nous cherchons a calculer V (z,y), donc a majorer
et minorer sa valeur.

Nous savons que les attracteurs des ensembles K; (ensemble w-limite) forment une
partition de M. Ainsi, il est toujours possible de joindre x a y en enchalnant un parcours
explorant une suite de bassins d’attraction des différents équilibres (K;);—1.;. La stratégie
est donc de majorer et minorer le cotit pour transiter d’'un équilibre K; a un autre K
pour en déduire la valeur de V(x,y). Pour ce faire, il suffit de savoir controler le cotit de
transition entre deux équilibres K; et K; qui « communiquent ».

On sait enfin que partant de K, une fois atteint le bassin d’attraction de Kj, il suffit
de laisser « descendre » le flot différentiel z; = b(z1) pour atteindre K. Pour sortir d'un
bassin d’attraction de K;, une méthode optimale consiste a inverser le flot différentiel,
c’est-a-dire a choisir un controle qui permet de remonter le temps dans z = —VU(z).
En effet : considérons ¢ le controle construit implicitement ainsi. Pour n > 0 assez petit,
x € K; et une direction de sortie @ € T,(M) : on considere une trajectoire controlée x,,
solution de

i0(t) = —VU ()t + $(0).

avec ,(0) = v € K et
Vse[O;n]: o(s)=Tw  Vs=n: () = 2VU (x,(1)).
Il est facile de calculer le cotut d’une telle trajectoire :

(o) = 5 | 6 Pds = ZP +2 | [90(,(0) P

0 n

Mais on sait aussi que dans ce cas, on a
p(t) = =VU(,(t)) +2VU (24(t)) = VU (2,(1))-
Ainsi,

T

() = BTF +2 | (ot VUL, 0)dt = [T+ 2[U (D) - Ula, ().

n

En prenant la limite lorsque 7 tend vers 0, on constate que le cotit limite de la trajectoire
est

Ir(p) = 2[U(z,(T)) = U(2)].-
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Puis, lorsque T' tend vers oo, on constate que le cott obtenu est égal a 2 fois 1’élévation
(au sens de U) du chemin ainsi formé entre le point col atteint et le point de départ.

En suivant une telle stratégie, on constate donc que 1'on peut joindre tout point z de
M a tout point y de M avec un colt qui est inférieur a la quantité suivante :

V(z,y) < inf sup U(z,(t)) — U(x)
ip(0)=z, p(0)=y | ¢

Notons qu’en réalité, cette inégalité est une égalité en vertu de la remarque suivante :
pour tout chemin ¢ joignant x a y, on a :

Q1> = |2, + VU (2,)]? = |2,|° + |[VU(x,) ] + 2(i,, VU(2,)) = 2{i,, VU (x,)).

Ainsi, quel que soit le chemin utilisé, le cout est toujours minoré par

e > 2 | @ VUG,)(s)ds

ou on note t* le point le plus haut (au sens du potentiel U) franchi par la trajectoire
joignant x a y. Ce raisonnement permet alors de conclure a la proposition suivante.

Proposition 5.4.2 Pour la diffusion de Kolmogorov sur M, on a

Viz,y) = inf lsup U(z,(t)) — Ulx)

ip(0)=xz, p(0)=y | ¢

Le lecteur intéressé consultera [FW79] pour un exemple plutot contre-intuitif ou le
potentiel n’est pas continu, ce qui implique une étrangeté dans la concentration de la
mesure (fi)e=o lorsque € — 0. De méme Nous omettons dans ce chapitre la description
de la décomposition de 1’évolution en cycle de temps exponentiellement longs par rapport
a € et renvoyons a la section 6 du chapitre 6 de [FW79].

5.5 Description du spectre a basse température

5.5.1 Hypotheses

Processus Nous considérons a nouveau une diffusion Markovienne de drift b qui est
elliptique, de générateur infinitésimal L :

L= b(x)d, + gAx
L’opérateur L€ est réversible par rapport a sa mesure invariante p°.

L’objectif est de décrire le comportement lorsque € — 0 du spectre de L¢. C’est bien str
une question en soi qui est théoriquement intéressante, mais c’est aussi quelque chose qui
a des applications pratiques importantes puisque nous avons vu chapitre 2 que parfois, ce
spectre donne une information sur la vitesse de convergence a 1’équilibre pour un opérateur
auto-adjoint.
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Espace d’états et hypothese de rappel On considere a nouveau le cas ou l'espace
d’états M est compact. On considere dans M un ensemble D ol le processus va passer
la plupart de son temps, c’est-a-dire : lorsque le processus (X;)i=o n’est pas dans D,
il y retourne avec des temps qui possedent des moments exponentiels. Bien stir, nous
avons vu dans un paragraphe précédent (Lemme 5.3.5) que si on considérait un compact
K ne contenant aucun w-limit set, les temps de sortie de K possédaient des queues de
distribution exponentiellement petites. Ainsi, I’ensemble D qui nous intéressera est celui
qui contiendra tous les équilibres stables du drift b.

Par ailleurs, pour quantifier I’hypothese de retour dans D, nous allons supposer ’exis-
tence d’une condition de Lyapunov.
(Hgrp) : Il existe une fonction W et a > 0 telle que

mj\}nW;l deg >0 Ve < e LW < —aW +blp

Cette hypothese n’est vraiment pas restrictive. En général, des qu’on trouve une fonction
de Lyapunov qui marche pour une certaine valeur de ¢, elle marche encore mieux pour les
€ plus petits.

Idée Nous allons procéder a une étude qui étudiera deux situations : soit le processus est
dans D et le générateur possede dans D un trou spectral qu’on définira et évaluera, soit le
processus vit dans le complémentaire de D et a nouveau, on connaitra une asymptotique
pour son trou spectral. Pour formaliser ces notions de « trou spectral » dans une zone
ou une autre, il est impératif de raisonner plutot en terme d’inégalités de Poincaré qu’en
termes de fonctions propres de I'opérateur. Ceci en effet est moins difficile que de concevoir
un raisonnement ot ’on imposerait des contraintes sur 0D aux fonctions tests manipulées.

Enfin, nous allons constater que la constante de Poincaré dans D est bien plus grosse,
lorsque ¢ — 0 que celle associée a D°. Ainsi, méme si dans un premier temps notre
majoration semblera grossiere (voir section suivante), elle sera en réalité suffisante pour
porter 'asymptotique de la premiere valeur propre de £ sur M tout entier.

5.5.2 Inégalités de Poincaré et partition de I’espace

Nous allons étudier la faisabilité d'une inégalité de Poincaré sur M a partir d’inégalité
de Poincaré sur D et D¢ Rappelons qu’on appelle inégalité de Poincaré le fait d’avoir
I’existence d’une constante Cp vérifiant :

Vfe L*(pn) Var,(f) < ijF(f, fdpu,

et que dans ce cas, 'opérateur —£ admet comme seconde plus petite valeur propre Cp "
(voir chapitre 2). Une premiere relation est aisée entre les différentes constantes.

Proposition 5.5.1 Si la restriction de (L,u) a D (resp. D°) satisfait une inégalité de
Poincaré de constante CE (resp. CE°), alors on a

Cp=CB vy
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Preuve : On considere une fonction f portée par D uniquement réalisant 1’égalité dans
I'inégalité de Poincaré, et on appelle Zp = p(D) (resp. Z§ = p(D)). On sait alors que
HUD = /,LlD/ZD vérifie

Var,, (f) = C2 j I (f, f)dpup.

Comme f est également une fonction de M (prolongée par 0 en dehors de D), on sait
que :

Var,(f) = Cp f I(f, f)dp.

Mais la variance de f pour pu est la méme que celle pour pp. On en déduit alors que
Cp = CE. On procede de méme pour le complémentaire de D. O

Le sens opposé permettant de majorer la constante Cp par les constantes CE et C5°
est nettement plus ardu. Nous allons considérer I’ensemble D, défini par

D,:={xeM | dz,D)<r}.
Nous établissons alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.5.1 (Cattiaux, Guillin) Si £ satisfait I’hypothése de Lyapunov (Hrp)
ainsi qu’une inégalité de Poincaré de constante CE sur D,, alors L satisfait une inégalité
de Poincaré sur M = D o D¢ de constante C'p majorée par

4
Cp < <E+Cg[M+2])

pour M ne dépendant que de D et r.

Preuve : La démonstration est en trois parties.

Etape 1 : Etant donné une fonction f de M suffisament réguliere, et une constante c
quelconque, on sait que

Vard() < [ (7= o2dn.

M

puisque Var,(f) est I'infimum en ¢ dans l'inégalité précédente. Nous allons exploiter

(Hgrp) en remarquant que dans D, on sait que —LW < W, ce qui se traduit également

par’[:Twél.

Etape 2 : Notons g = f — ¢, et remarquons alors que comme L est réversible dans
L*(u), on peut faire intervenir W « artificiellement » ainsi :

2

L) 8, = —awe ()

Et bien str, en utilisant la relation £(hihg) = L(h1)ha + L(ha)hy + 2T'(hy, ha), on obtient

L(g*) =L (g_mi X W) =L (ng) W+£(W)g—mi +2I (%,W) :
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Ainsi

_ ”_5(92)+£<9W2)W+2r (g—mj,W)]du
() (£

_ ( )W>M+QJF(g—Mi,W)du

_ <£(W),W2>u+2JF(gW2,W) dy

On obtient donc :

<—£(W),9W2>MZJF( )du fv( )vwm

Puis, en calculant rapidement la forme de Dirichlet en utilisant son caractere de dérivation,

on obtient
r (%Q,W) _ %F(g, W) + g0 (%,W)
- %F(g, W) + %F(g, W) + ¢°T (% W)
- 2%F(g, W) — WZQF(W w).

La derniere égalité a lieu tout simplement car

1 /1 O |vwp
F(W,W>—V(W)VW—— T

Finalement, on en déduit en utilisant & nouveau I'(hy, he) = Vh; Vhy que

2
g
r(&w)=-|Zvw-v ‘ + 1 I(g,
(W ) W g (9:9) <T(g.9)
Etape 3 : On considere donc g = f — ¢ et on va appliquer l'inégalité précédente.

Considérons la fonction plateau notée x qui est C* de M telle que y = 1 sur D, x =0
sur D¢ et 0 < x < 1. On a alors pour tout a > 0 :

ngdu = f[gx +9(1 =) dp

P 1
< [1+a] | g*XPdp + [1 + 5] 9> (1 = x)*dp

J

i 1 —LW
< [1+a] N g du + [1 + a] JgZ(l )2 W du
J T

— X
[0
Fo, 1 1
< [1+44] ng“+5 L+~ | Tlg(1 =), g(1 = x))dp.

J Dy
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On utilise & nouveau une majoration du double produit dans I'(hyhs) par
D(hihy) = R}V ho|*+h3|Vhi|*+2h1heVh Vhy < BIVA3[1+b]+h3V A2 [1+1/b] Vb >0

et comme x € [0, 1], on obtient

JF(g(l —x),9(1L = x))dp < [1+ ] (1 = x)*I(g,9) + [1+ 1/b] ¢°T'(x. x)

On pourrait sans doute chercher a optimiser en a et b ces inégalités, mais quoi qu’il en
soit, en prenant brutalement a = b = 1, on obtient

4 4
fgzdu S J I'(g,9)dp + — f 1T X) | 9°dp + 2J g*du
(6% c (8% DenD, -

4 4
< 2| Tl IR0, +2 | s

™

On choisit alors ¢ tel que pp, (g) = 0 et on applique I'inégalité de Poincaré de constante
CE pour obtenir que

[n <> [ rto9dns CRUP L +21 [ T

T

Finalement, on en déduit que

Var(£) < (% + CRIEO 0L +21) [ To0)dn

O

Nous savons que pour £ sur M, la premiere valeur propre A{ est donnée par I'inverse

de la constante Cp, du fait de la symétrie de £¢ dans L*(.). Dans la suite, nous noterons

XS p (resp. A{ pe) la premicre valeur propre non nulle de —£¢ dans L?(u?) (resp. L*(uP”)),
restriction a D des fonctions précédentes.

5.5.3 Estimation du spectre

La proposition 5.5.1 associée au théoreme 5.5.1 montrent que

1 1 <O 1 - 4 1
v — < = — < —
/\E,Dc /\E,D r Al «

5.5.3.1 Représentation de la premiere valeur propre

Par ailleurs, on possede un moyen efficace pour étudier le comportement asymptotique
de A] p et A] pe. On a en effet le résultat suivant :

Proposition 5.5.2 (Khas’minskii) Etant donné un domaine U compact de frontiére
oU réguliére, ainsi qu’un opérateur elliptique L qui agit sur les fonctions positives, C*(U)
nulles sur OU. Si on note (X;)=o le processus de Markov de générateur L et si on note 1y
le premier temps de sortie de U, alors A\ la plus petite valeur propre de —L est donnée
par

M=sup{B>0 | E,[e"V] <o, VzeU}.
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La preuve est omise (il s’agit principalement d’appliquer la formule de Dynkin a E [e’\TU f (XTU)])
et pourra étre consultée dans :

[K59] R. Z. KHAS’MINSKII On Positive Solutions of the Equation AU + VU = 0, Theory

of Probability & Its Applications 1959, Vol. 4, No. 3, pp. 309-318.

5.5.3.2 Etude sur D¢

L’utilisation de cette propriété permet alors de décrire le comportement de la premiere
valeur propre Aj p. lorsqu’on est dans un domaine qui ne contient aucun w-limit set pour
le drift b. En réalité, le comportement semble assez limpide en vertu du résultat donné par
le Lemme 5.3.5. En effet, nous savons que les queues de distribution du temps de sortie
de D¢ sont au plus exponentiellement petites :

P [rpe = T] < Ce ¥

pour C' une constante assez grande indépendante de € et T'. Ainsi, on sait que de nombreux
moments exponentiels du temps 7p. sont intégrales :

VB < ce ! E, [eﬁTDC] < +o0.

Cela prouve donc immédiatement que

€ -1
1,D¢ = ce

ol ¢ est donné par le Lemme 5.3.5. En réalité, on peut méme étre plus précis en vertu du
résultat suivant énoncé sans démonstration.

Théoréme 5.5.2 (Freidlin & Wentzell) Si D¢ ne contient aucun ensemble w-limite,
alors
Al pe = ler +o(1)]e lorsque e—0,
avec .
¢ = lim Tmin {It(p) | @(s)e DVse[0,T]}.

T—>+00

Notons que lorsque le drift b dérive d’un potentiel U, c’est-a-dire lorsque b = —VU, la
constante ¢; est connue explicitement, et on peut démontrer qu’alors

1 )
& = min 5 |[VU(2)

Cela correspond en réalité a trouver le point  dans D¢ pour lequel il est le moins couteux
de rester stationnaire. Cette stationnarité est obtenue bien sur en choisissant un controle
¢ = +VU(x). Le cotit d'un tel controle est alors T'/2|VU (z)|?. Par ailleurs, on constatera
que la constante de Poincaré dans le secteur D¢ est alors tres petite :

CE ~ 2emax |VU (x)|| 2.
reDe

Ceci est évidemment d’autant plus petit que le potentiel U est bien« coercif » en dehors
de ses minima.
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5.5.3.3 Etude sur D

Nous allons voir que si le temps de sortie de D€ est tres court, il n’en est absolument
rien du temps de sortie de D. Cela implique donc des asymptotiques tres différentes pour
Alpe €t Al p lorsque € — 0. Nous avons vu précédemment que dans I'ensemble D, le
systeme dynamique est tres proche, lorsque € est petit, de la dynamique d'une chaine de
Markov a espaces d’états finis, dont les transitions sont données par

_ 1Yy X .
piji=e VIR

ou éventuellement i
Drop 1= ¢ V(ELD)
1,00 * .

Nous allons donner une derniere définition.

Définition 5.5.1 G(k) désigne l’ensemble des graphes orientés sur { K1, ..., K;,0D} dont
[’état terminal est un sous-ensemble de taille k. On définit alors

QIE%I(I;) Z (m,n)

m—neg
On peut alors énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 5.5.3 (Wentzell, 1973) La valeur propre \{ ip de —L° est logarithmique-

ment équivalente a
€ “HvW_y )]
1,D ™~ :

Plus généralement, les autres valeurs propres sont telles que

€ _Efl[v(i)_v('H»l)]
D~ € -

En particulier, ce théoreme dit que la constante de Poincaré est beaucoup plus grosse
sur D que sur D¢ puisque cette fois :

CEH ~ e (VIVET o

, 5.
Ainsi, nous avons obtenu un théoreme un peu plus général en utilisant le théoreme 5.5.1
puisque la constante de Poincaré CE prend le pas sur C5° lorsque € est petit. Ainsi :

Théoréme 5.5.4 Si L€ est un générateur infinitésimal elliptique sur M défini par (77),
et tel que M contient au moins un équilibre stable pour b, alors la premiére valeur propre
non nulle de —L vérifie

A ~ e VOV (5.10)

On peut par ailleurs donner une expression plus explicite de ce trou spectral lorsque
le drift b dérive d’un potentiel et que le processus suit une équation de Kolmogorov. Dans
ce cas, on peut travailler un peu l’expression donnée dans [?] pulsque nous avons vu dans
le paragraphe 5.4.3 que les termes V' étaient plus explicites qu’il n’y parait. Notons enfin
que le travail
[HKS89] R.A. HOLLEY, S. KusuokA, D.W. STROOCK Asymptotics of the Spectral Gap
with Applications to the Theory of Simulated Annealing, Journal of Functional Analysis,
83, 333-347.
retrouve 'asymptotique du trou spectral en utilisant une formulation variationnelle as-
sociée a la premiere valeur propre.
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Théoreme 5.5.5 (Wentzell, 1973, Holley, Kusuoka, Stroock 1989) SiU est un po-
tentiel de minimum 0 sur M tel que b = —VU et si H(x,y) est défini par ’élévation
mainimale pour joindre x a y :

H(x,y) = inf{tgl[g}ﬁ U(p(t)), »(0) = x,0(1) = y},

alors
3 €
lim elog A} = —m,
e—0

ou m = max, ,|H(x,y) — U(x) — U(y)].

5.5.3.4 Retour sur le recuit simulé

Il est relativement tentant de revenir alors a I'étude d’un algorithme stochastique
exploitant la propriété de minimisation globale de U au travers du comportement asymp-
totique de p.. Nous renverrons aux travaux
[M92] L. MICLO Recuit simulé sur R™. Etude de I’évolution de I’énergie libre, Annales de
I'Institut Henri Poincaré (B), 28 (2), 235-266.
pour une étude étudiant ’évolution conjointe de €(t) — 0 avec le processus (X; (t))t>0.

Cependant, de par sa nature symétrique, le semi-groupe basé sur L possede une
convergence exponentielle donnée par sa constante de Poincaré C§ et la convergence de
py vers p€ est en

Ve(t) = 72N = e

Ainsi, lorsque € tend vers 0, le temps caractéristique pour faire baisser la norme 2 (et
également l’entropie) entre u¢ et p® est en e". Si 'on procede alors & un schéma de
décroissance de température € par palier, en choisissant par exemple €, = k™!, on consta-
tera que le temps admissible pour le palier k est en T}, = e™".
A Dinverse, au temps de l'algorithme t = T} + ... T}, ~ e™*, la variance € correspond
a 1/k, c’est a dire
m

B logt

€(t)

Précisément, un résultat établi dans [M92] en version « évolution continue » (par opposi-
tion & évolution par palier) de t — ¢(t) en clog(t)™! avec ¢ > m assure la convergence

de (X; (t))@o vers le minimum global de U.
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