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Reéférence : Grimmett-Stirzaker (chapitre 5)

1 Présentation élémentaire des fonctions génératrices

Definition 1.1 Soit X une variable aléatoire o valeurs dans N, on définit
[e.e]
Gx(s) =Es* = Zp(X = k)s".
k=0

On adopte alors la convention 0° = 1.

On peut faire de trés nombreuses choses avec cette fonction génératrice, voici d’abord ses
propriétés élémentaires & démontrer rapidement.

Exercice 1.1 1. Rayon de convergence de la série ?
2. Montrer que la donnée de la fonction génératrice identifie complétement la loi de X.

3. Montrer que Gx est C*° sur (—1;1) et que si X est intégrable, on a alors :

EX = lim GX(s)

s—1—
4. Donner un résultat analogue pour la variance.

5. Montrer de méme que
EX(X —1)...(X —k+1)=a%®(1)

0. Montrer que si X et'Y sont deuzx variables aléatoires a valeurs entiéres indépendantes,
alors

Gxty = GxGy

7. La réciproque est-elle vraie ¢ Qu’en est-il pour les fonctions caractéristiques ¢
8. Calculer les fonctions génératrices dans les cas

(a) V.A. Constante

(b) V.A. Bernoulli de paramétre p

(¢c) V.A. Géométrique de parametre p

(d) V.A. Poisson de paramétre X P(\)

(e) Distribution Binomiale B(n,p)

9. Vérifier "sans calcul" que la somme de deux lois binomiales B(n,p) et B(m,p) indé-
pendantes est une B(n +m,p).

Definition 1.2 Soient Xy et X5 deux variables aléatoires a valeurs dans N, on définit la
fonction génératrice jointe de (X1, X2) par

X, X
Gx,.x,(51,82) =Es7 1552,
On démontrera alors la proposition suivante :

Proposition 1.3 X et Xy sont indépendantes si et seulement st Gx, x,(s1,s2) = Gx,(51)Gx,(s2).



2 Poules et oeufs

Voici un petit exemple illustratif de la difficulté de résoudre certains problémes sans utiliser
les fonctions génératrices.

Exercice 2.1 Une poule pond N eufs, N suit une loi de Poisson P(\). Chaque ceuf éclot
selon une loi de Bernoulli de paramétre p, indépendamment des autres ceufs. On appelle K le
nombre de poussins.

1. On a
frn(kln) = ChipF(1 —p)"™*  E[KIN]=pN  EK =pA

2. En utilisant la régle de Bayes, on a pour n >k :

(@)
fN|K(n\k) =P(N =n|K =k) = mﬁ 1
3. Enfin, on obtient
E[N|K] = K + g\

En revenant aux fonctions génératrices, on va montrer en toute généralité le résultat suivant :

Theorem 2.1 Soient X1,...X,,... une suite de v.a. i.i.d. de fonction génératrice commune
Gx et soit N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des X; et de fonction
génératrice Gy . Alors, si Sy = X1+ -+ Xn, la fonction génératrice de Sy est

Gsy(s) = Gn(Gx(s))

Exercice 2.2 Appliquer le théoréme précédent a l'exemple des poules pour obtenir directement
la loi de K.

3 Application aux processus de branchements, processus de
Galton-Watson

Au dix-neuviéme siécle, en 1873 exactement, H.-W. Watson répond & une question posée par
F. Galton la méme année. Il s’agit d’expliquer la tragique et progressive disparition des grands
noms de 'aristocratie anglaise. Des noms des grands personnages de Shakespeare, bien peu
ont laissé descendance : ol sont maintenant les Gloucester ou les Buckingham ? Les processus
de Galton-Watson, appelés aussi processus de branchement, modélisent la reproduction et
permettent de calculer la probabilité d’extinction.

On suppose qu’une population évolue par générations (le processus de branchement est alors
"homogene") et que Z,, désigne le nombre d’individus de la n-iéme génération. Chaque membre
de la n-iéme génération donne le jour une famille de membres de la n + 1-iéme génération et
la taille de cette famille est une variable aléatoire. On fait les hypothéses suivantes :

— Les tailles X; des familles de tous les individus sont des variables indépendantes

— Toutes ces tailles X; ont méme loi f et pour fonction génératrice G.

On supposera dans la suite que Zg = 1. On appelle G,,(s) = E(s%") la fonction génératrice
de Z,. Notre but est de montrer le théoréme suivant et ses conséquences :

Theorem 3.1 On a
Gn(s)=GoG---0G(s) = G"(s)

Exercice 3.1 1. Démontrer le théoréme précédent.
2. On pose i =EZ; et 0® = var(Zy). En dérivant une fois, puis deux en s = 1 la relation
établie précédemment, montrer que B(Z,) = u". Etablir alors que Var(Z,) = no? si

uw=1cet
o?(u" = D)y
p—1 '

var(Zy,) =



3. On suppose que les familles ont une taille qui suit une distribution géométrique P(X =
k) = qp®. Vérifier que G(s) = q(1 — ps)™' puis établir par récurrence que

n—(n-—1)s ‘
Gn(s) = — 1 ns si. p=q=1/
ou bien o el o1
Go(s) = 40" =" —ps(p"" —g")

prtl — gt —ps(pn —¢")

4. En déduire que
n

n+1

P(Z,=0) = st p=qg=1/2.

ou

P(Zn=0>=]j,’fi'j__qqn+)1 si pta

5. En déduire alors que la probabilité d’extinction vaut 1 si p < q et vaut q/p si ¢ < p.
Interpréter ce résultat.
6. En réalité, le résultat précédent est un cas particulier du théoréme suivant

Theorem 3.2 Quand n — oo, P(Z,, = 0) — n = P(extinction) et n peut étre calculé
comme la plus petite racine positive de ’équation s = G(s). De plus, n =1 si p <1 et
n<lsipu>1. Siu=1,alorsn=1 du moment que la variance de la taille des familles
est strictement positive.

4 Simulations

Tout bon modéle pour ’agrégation doit étre accompagné de son lot traditionnel de simulations.

La poule et les poussins

1. Ecrire une fonction matlab qui simule le processus de ponte d’ceuf ainsi que la naissance
ou non des poussins. Cette fonction prendra en argument le paramétre A pour le nombre
d’ceufs pondus ainsi que le paramétre p pour ’éclosion.

2. Vérifier par le biais d'un histogramme la bonne adéquation de la loi empirique a la loi
théorique.

3. Pour plus tard, écrire un test de Kolmogorov-Smirnov pour justifier cette vérification
"visuelle".

Processus de Galton-Watson "homogénes"

1. Ecrire une fonction Matlab prenant en argument un paramétre \, générant alors 1'évo-
lution sur N générations d’une population lorsque la loi qui décrit la taille de chaque
famille est une loi de Poisson P()).

2. Faire la méme chose pour une taille de famille qui suit une loi géométrique de paramétre
P.

3. Illustrer le résultat EZ,, = p™ dans différentes situations envisageables.

4. Illustrer le résultat du théoréme précédent.

En réalité, ’étude de ces processus de branchements pourra également faire intervenir des

Martingales (cf Ouvrard Tome 2) et I’on peut alors obtenir des comportements asymptotiques
bien plus précis.



Processus de Galton-Watson non "homogénes"

On peut également penser a "améliorer" le modéle de branchement précédent en rompant le

cycle de "générations" pour obtenir un modéle plus complexe. Les populations ne sont pas

alors renouvelées par générations, mais les individus peuvent donner naissance & des temps

aléatoires & une génération suivante.

— On suppose alors que chaque individu de la population a une durée de vie qui suit une loi
a densité frp.

— La durée de vie de chaque individu est indépendante de la composition de la population et
de son age.

— Une fois qu’un individu donne naissance a ses descendants, il disparait automatiquement.

1. Le modéle fonctionne cette fois en "temps continu". Voir G-S pour plus de détails
théoriques.

2. Simuler une évolution de la population pour une taille de génération suivant une loi de
Poisson P(A) et des durées de vie d’un individu suivant une loi exponentielle ().



