TP 8 - TESTS D’HYPOTHESES COMPOSITES

1 Exercice 1

Reprendre les simulations des 2 TPS précédents, notamment celles sur les tests.

2 Hypothéses composites pour le modéle exponentiel

© ouvert de R, on considére Hy = {# € © | 0 < byt et HH={0 €O | 6> 6} On

suppose que la famille des densités est de la forme

p(z,0) = C(Q)h(x)eQ(e)S(x)

n
ol ) est strictement monotone. On pose alors Sy, () = Z S(xz;). On a alors la proposition :

i=1

Proposition 2.1 Soit a €]0; 1], il existe un test UPP de niveau o pour tester Hy contre Hy
défini par

o(x)=1 si Sp(x)>c et o(x) =0 si Sy(z)<c et o(x) =~ si Sp(z)

Les constantes «y et ¢ sont déterminées par la condition Eg,[¢] = .

Remarque 2.2 ][] n’existe pas en général de test UPP pour tester Hy contre une hypothése
alternative bilatére du type Hy = {0 # 0o }.

1. Démontrer ce résultat dans le cas particulier du modéle gaussien de moyenne inconnue
et de variance fixée.

2. On admettra le théoréme :

Théoréme 2.3 (Tests UPPS) Il existe un test UPPS au seuil o pour tester Hy =
101; 02 contre Hy = ©\]01;02. Ce test est défini par

p(x)=1 si Sp(z) ¢ [c1; 2] et d(x)= si Sp(z)=¢ et
Les constantes sont alors déterminées par les conditions Eg, [¢] = a et Eg, [¢] = .

Déterminer un test pour le modéle gaussien d’hypothése nulle Hy = {u = po} et d’hy-
potheése alternative Hy = {u # po} de niveau aw = 5% et de puissance maximale parmi
les tests sans biais.

Application numérique

Une machine fabrique des ailettes de turbo avec pour caractéristique la longueur d’une ailette
~ N (Lg,00). On souhaite avoir Ly = 785mm et g = 2mm. Une trop grande dispersion des
caractéristiques peut avoir deux conséquences :

— Les ailettes trop longues ne sont pas montables.

— Les ailettes trop courtes nuisent aux performances du turbo.

On a donc étudié la variance et oy peut étre considéré comme fixé et invariable. Par contre, la
longueur moyenne a tendance a varier. On désire vérifier que les caractéristiques de la machine
n’ont pas trop dérivé, i.e. L €|Lo — 0L; Lo + 6 L[ avec 0L = 1.5mm. On procéde a 'analyse
de n = 200 ailettes, ce qui conduit & L, = 788.3mm.



1. Vérifier que le modéle est exponentiel, construire un estimateur de L.

2. On souhaite tester Hy = L €|Ly — 6L; Ly + 0L[ contre Hy = L ¢]Ly — 0L; Lo + 0L[.
Construire un test bilatéral UPPS au seuil a pour tester Hy contre Hj.

3. Faire I'application numérique pour a = 5%.

4. Calculer un intervalle de confiance centré a 95% sur L et le comparer & Lo + L.

3 Test de Wald pour hypothéses implicites

On considére un échantillon (X1,Y1),..., (X,,Y,) de v.a. de lois N ((u1, p2); X2) avec

2
(o1 O
Z?‘(o )

ol 01 et o9 sont inconnus. Le paramétre 6 est donc (puq, pe, O’%, O‘%).

1. Donner le test de Wald pour tester si p; = g et donner sa région critique de niveau
a = 5%.

2. On suppose 01 = 09, donner une région critique de niveau exact 5%, construite a 'aide
de la méme statistique de test que celle utilisée précédemment. Application numérique
pour n = 15.

3. On dispose de 2 échantillons de tailles différentes (Xi;...;X,,) et (Y1;...;Y,,,) de lois
respectives N (pu1,07) et N(ua,03) ot p; et o? sont inconnus. Déduire des questions
précédentes un test asymptotique en min(nj,ng) pour ’hypothése nulle g = po contre
son alternative p; # pa.



