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Notations
Algebre linéaire et bilinéaire

Dans la totalité de ce polycopié de cours, on utilisera généralement les notations suivantes.

— R sera 'ensemble des nombres réels, C celui des nombres complexe.
— E,F,G, ...désigneront des espaces vectoriels ou sous-espaces vectoriels
— R"™ désigne 'espace vectoriel réel de dimension n

— u, v, w désigneront des endomorphismes

— A,B,C, M, ...désigneront des matrices généralement carrées a coeflicients réels
— x,1, z, ...désigneront des vecteurs
— X,Y,Z, ...désigneront des vecteurs colonnes

— Un vecteur d’'un espace vectoriel E admet de multiples décompositions selon la base
considérée. Par abus de notation, on notera parfois

Mo
Z2
€r =
Tn
en lieu et place de
x1
Z2
Mp(z)=1 . |,

Tn

mais on réservera cette notation aux coordonnées du vecteur x dans la base canonique
généralement notée B.

— A désignera la matrice transposée de A.

— M, (R) désigne 'ensemble des matrices carrées réelles de taille n x n.

— Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, X désignera la variable d’un polynéme et P(X) ou
simplement P sera le polyndéme.






Chapitre 1

Compléments d’Algebre - Réduction
des endomorphismes réels

1.1 Motivations

On considére E un espace vectoriel de dimension finie, et v un endomorphisme de E (dans
E). De méme, on considére une matrice A réelle carrée de taille n x n, agissant par multiplication
a gauche sur R"”.

On entend par réduction d’un endomorphisme u (resp. matricielle) la notion de simplification
de l'action de 'endomorphisme (resp. de la matrice) dans 'espace vectoriel E considéré (resp.
dans R™). Cette simplification permet alors d’aboutir & une description simple de 'action de
I’endomorphisme, au travers d’une base de l'espace adaptée a u. Cette base de vecteurs
propres permet ainsi de décomposer ’espace en directions sur laquelle u agit peu ou prou
comme une homothétie (nous verrons que c’est le cas précisément lorsque u est diagonalisable).

Par ailleurs, 'intérét des réductions d’endomorphisme est multiple, et finalement motivé par
des applications de ces réductions dans des domaines extérieurs & ceux de I’algébre linéaire, méme
si cela peut paraitre surprenant.

1.1.1 Suites récurrentes linéaires

La motivation la plus couramment rencontrée consiste en la résolution de suites récurrentes
linéaires d’ordre 2. De telles suites sont décrites par (uy, vn)n>0 au travers de relations du type
(ug,v0) € R? et

Upt2 = AQUpt1 + by,

Cette équation générique peut alors se récrire en

<un+1>:A< tn ) avec A:<0 1).
Un4-2 Un+1 a b

De maniére immédiate, si on note U, = (U, un+1)!, on voit alors que U,, = A"Up. Si on parvient
a décomposer 'espace R? en directions ’principales’ selon lesquelles A se comporte comme une
homothétie, alors les puissances de A s’écriront facilement. Ceci se traduit en algébre linéaire par

A=P'DP puis A"=P7'D"P

Cette derniére équation peut étre fort utile si les puissances de D sont simples a calculer, ce qui
est en particulier le cas des matrices diagonales... Nous rappelerons dans la suite ce que représente
les matrices P et D. Ces résultats sur les suites linéaires peuvent bien siir se généraliser a des
suites d’ordre supérieur a 2.



1.1.2 Systémes différentiels

Une seconde application classique se rapporte aux systémes différentiels linéaires. On cherche
par exemple a résoudre le systéme

{f’ = f+yg
g = f

A nouveau, en posant F' = (f, g)!, le systéme différentiel précédent est équivalent a F' = AF

avec A la matrice
1 1
A= < bl )

La résolution de cette équation différentielle vectorielle est, sous cette forme, standard et
F(t) = exp(tA)F(0), ¥t > 0.
I1 convient dont de calculer la fonction ¢ — exp(tA) ou
M’I’L
exp(M) = Z Tl

n>0

L& encore, sans information supplémentaire sur M, cette exponentielle est loin d’étre simple
A calculer, mais si par contre M s’écrit M = P~'DP avec D matrice diagonale, alors M™ =
P~1D"™P puis finalement

et 0 ... 0

0 e 0

exp(M) = P ' exp(D)P avec exp(D) = : 0
0 .0 ednn

En fin de compte, la fonction F' peut dans certains cas s’écrire
F(t) = P~ texp(tD)PF(0),

ou D est la matrice diagonale correspondant & la diagonalisation de la matrice A précédente.

1.1.3 Analyse en composantes principales

Une derniére motivation qui pour le moment vous paraitra mystérieuse est une application
importante en statistiques descriptives. Un nuage de n points de R? est observé et on cherche
a identifier dans ce nuage de points un certain nombres de directions principales permettant au
mieux de décrire le jeu de données. Vous verrez dans vos premiers cours de statistiques que ces
directions principales sont en fait les premiers vecteurs propres de la matrice de covariance du
jeu de données. Si on note X la matrice de taille n x d ol sont rangées les n individus en ligne,
alors la matrice de covariance X2 est la matrice carrée d x d donnée par

22 = (X —m(X)){(M — m(X)),

ou m(X) est la matrice de centrage du nuage de points. Nous verrons dans les rappels de cours que
cette matrice X2 est nécessairement diagonalisable en base orthonormée, de par son caractére
symétrique. Les valeurs propres sont d’ailleurs positives ou nulles et les plus grandes valeurs
propres représentent les directions principales recherchées.
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1.2 Vecteurs propres, valeurs propres, sous-espaces propres

Dans toute la suite, E et F' sont des R espaces vectoriels (on peut ajouter deux vecteurs, les
multiplier par un nombre réel).

1.2.1 Applications et matrices

Définition 1.2.1 (Application linéaire et matrices) Une application linéaire u de E dans
F est une application qui satisfait

i) u(z +y) =u(z) +uly), V(z,y) € E?

it) u(Ar) = Au(x), VAeRVzeFE

Quelques exemples : rotations centrées en 0, homothéties centrées en 0, projections sur un plan
contenant 0. Attention, une translation n’est pas une application linéaire mais une application
affine, de méme pour les opérations précédentes dont le centre n’est pas 'origine.

On rappelle qu’a tout endomorphisme u et base canonique B est associée une matrice A =
(@i j)1<i<n<j<n Ol 'on peut lire 'image de e; sur la i-éme colonne de A.

n
u(e;) = aije;
=1

1.2.2 Changement de base

Un vecteur X étant repéré par ses coordonnées dans une base B = (ey,...,e,), on a vecto-
riellement
X =z1e1+ ... +zpnen.

Etant donné une autre base B’ = (€], ..., e},) définie au travers de relations

n
/
€; = E Q4,5€45

i=1
on définit la matrice de changement de base P = (a;;)(; ;). Cette matrice correspond a I'écriture
des coordonnées de la nouvelle base en colonne dans ’ancienne base. Un exemple : on définit

/ /
e; =e1+ e €y = e1 — Jea.

La matrice de changement de base P est alors

P=(1 )

Les coordonnées d'un vecteur X de F dans la base B sont notées en colonne et si X’ désigne les
coordonnées du méme vecteur dans B’, on a alors la relation

X =PX'. (1.1)
Cette relation se démontre simplement en considérant que
o r o
rie1+...+xpe, = zi€7+ ...t x€,
n n
o } : / § :
= l'j ai’jei
j=1 =1
n n
o /
= E €; E ai,jﬂj‘j.
=1 j=1



La relation s’obtient alors en utilisant le fait que B est une base et en identifiant les coordonnées
2a 2.

Cette relation (1.1) permet d’écrire l'effet d’un changement de base pour un endomorphisme.
Si A désigne la matrice de 'endomorphisme f dans la base canonique et si P est une matrice
de changement de base, on a alors en notant X les coordonnées dans la base canonique, Y son
image, et X’ les coordonnées dans B’ dont I'image est Y :

Y = AX < PY' = APX' < Y' = P~ 'APX'.

Aussi, la matrice de f dans la base B’ est notée A’ et est donnée par
A =PlAP. (1.2)

1.2.3 Valeurs propres d’endomorphismes

Définition 1.2.2 (Valeur propre - Vecteur propre - Sous-espace propre (endomorphismes))
On rappelle :
i) Un réel \ est valeur propre d’un endomorphisme u s’il existe un vecteur x de E non nul

tel que
u(x) = Az
it) Un vecteur x non nul est vecteur propre de u s’il existe X € R tel que
u(z) = Az

i11) Si X est une valeur propre de u, on note Ey ’espace propre défini par
Ey:={x€FE | u(x)=Az}.
Proposition 1.2.1 Si )\ est valeur propre de u, alors
E) =ker (u — A\Id).
Par ailleurs, Ey est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve : Il suffit de récrire la définition : pour A valeur propre de u, E) désigne I’ensemble
des vecteurs tels que u(xz) = Az soit (u — AId)(z) = 0. Ainsi, E) = ker(u — AId). O
On appellera spectre de u I’ensemble des valeurs propres de .

1.2.4 Valeurs propres de matrices

L’analogie entre endomorphisme et matrice carrée évoquée ci-dessus permet d’étendre les
définitions spectrales précédentes au cas des matrices.

Définition 1.2.3 (Valeur propre - Vecteur propre - Sous-espace propre (matrices)) On
rappelle :
i) Un réel X est valeur propre d’une matrice A s’il existe un vecteur X non nul de R™ tel
que
AX = 2X

it) Un vecteur X non nul est vecteur propre de A s’il existe A € R tel que
AX = 2X
i11) Si A est une valeur propre de A, on note Ey l’espace propre défini par

Ey:={XeR" | AX =\X}.



1.2.5

1.2.6

Exemples simples

u=0ouM =0:il n’y a qu'une seule valeur propre : 0! Tous les vecteurs non nuls sont
vecteurs propres : Fg = F.

u = Idou M = I, : il n’'y a qu'une seule valeur propre : 1! Tous les vecteurs non nuls
sont vecteurs propres : 1 = F.

Matrice diagonale A donnée par

A1 0 0

A— 0 X
... 0
0 0 A

Les valeurs propres sont les réels A;, ott 1 < ¢ < n. Si ces valeurs propres sont distinctes,
alors les espaces propres sont de dimension 1 qui sont les droites vectorielles engendrées
par les vecteurs e; de la base canonique.

Matrice diagone A donnée par

Les valeurs propres sont 1 et —2 (termes diagonaux). Les espaces propres sont
Ey =Vect(er,e2) = {(z,y,0)|xr € R,y € R}

et
E_5 =Vect(es).

=0 3)

Les valeurs propres sont 1 et 3 et espaces propres : By = vect((1,0) et E3 = Vect((—2,1)).
Matrice triangulaire donnée par
1 2
A =
(b 1)

La seule valeur propre est 1 et 'espace propre est E1 = vect((1,0).

On considére ’endomorphisme de E = R[X] (espace des polynémes) défini par f(P) =
X P'(X), pour tout polynéme P. Les valeurs propres de f sont toutes les valeurs entiéres
n > 1. Par ailleurs, les espaces propres sont les espaces E,, = Vect(X").

Les homothéties possédent une seule valeur propre, i.e. le rapport de I’homothétie et
I’espace propre associé est la totalité de ’espace.

Les symétries sont caractérisées par sos = Id. Elles possédent deux valeurs propres, 1 et
—1. Par ailleurs, s est la symétrie par rapport a Fq parallélement & F_;.

Les projections possédent 2 valeurs propres, 0 et 1. On a Fy = ker(p) et E1 = Im(p).

Matrice triangulaire donnée par

Rappels sur le déterminant et la trace

Formellement, rappelons que le déterminant d’une matrice A est défini ainsi.
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Définition 1.2.4 (Déterminant) Soit A = (a;j)i<i j<n une matrice réelle. Le déterminant de

A vaut .
det(A4) = Z 6(0)1_[%@),@‘7
i=1

0'6671,

ot €(o) est la signature de la permutation o.

On notera que pour n = 2 ou n = 3, on retrouve la définition usuelle :

a b
det(c d>—ad—bc

et
a; az asg
det bl bQ b3 = al(b203 — b362) — a2<b103 — 5301) + ag(blcg — bgcl).
cC1 C2 C3

On reconnait par ailleurs ici la fameuse méthode de calcul du déterminant d’une matrice par
développement selon la premiére ligne.

Un petit jeu d’écriture sur les permutations de &,, permet de se convaincre de l'invariance
du déterminant par ’application trace :

Proposition 1.2.2
VA € M, (R) det(A") = det(A).

Preuve : On écrit la définition du déterminant de A via la somme sur toutes les permutations.

On obtient .
det(A) = Z €(o) H%(i),u
i=1

ogeG,

tandis que
n

det(A") = Z E(G)H@fy(i),r

o€6, i=1
Cette derniére expression se récrit en utilisant la bijectivité de toute permutation de &, et le
fait que la signature de o est la méme que celle de o1 :

det(A") = Z €(U)Hai,a(i) = Z 6(0)1—[%—1(%‘)7@"
=1 =1

o€, eSS,

Comme 0 € G,, <= ¢~ ! € G, on en déduit que

n

det(A") = Z 6(5)Ha&(i),i7

oe6y =1

en ayant posé & = o~ !. Cela achéve la démonstration. O
Plus généralement, on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Pour toute matrice A carrée de taille n X n et si £ désigne un entier entre
1 et n, notons A; le déterminant obtenu en supprimant la ligne £ et la colonne j, alors on a

n

det(A) =) (—1)"* det(A;)
j=1



Enfin, nous listons en vrac une succession de rappels fondamentaux sous forme de proposi-
tions.

Proposition 1.2.4
V(A,B) € M,(R)?>  det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).
Cela a un effet immédiat donné par le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 A est inversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas :

1

det(A™) = 3o

Attention, I’égalité suivante est fausse, sauf cas extrémement particuliers (!) :
det(A + B) # det(A) + det(B).

On a enfin
On rappelle 'utilité des comatrices dans les derniéres lignes de ce paragraphe.

Définition 1.2.5 (Comatrice) Si A est une matrice carrée de My, (R), alors sa comatrice notée
com(A) est la matrice carrée de terme général

com(A);; = (—1)" det(A™)
o A% est la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.

Les quantités (—1)"77 A% sont appelés les cofacteurs de la matrice A et forment donc la comatrice
ou matrice des cofacteurs.

Théoréme 1.2.1 Pour toute matrice A inversible, on a

1

-1 _
AT = det(A)

com(A)".

Définition 1.2.6 (Trace) La trace tr(A) d’une matrice A € M,(R) est la somme des coeffi-
cients de la diagonale.

On rappelle les relations importantes qui s’établissent en revenant & la définition précédente.
Proposition 1.2.5
¥(A, B) € M,(R)? tr(ad) = atr(A), tr(A+B) = tr(A)+tr(B), et  tr(AB) =tr(BA)

et
VA € M, (R) tr(At) = tr(A).

De la méme fagon, on en déduit que la trace est invariante par changement de base, ce qui
légitime la notion de trace d’endomorphisme tout autant que trace d’une matrice.

Théoréme 1.2.2 Si A’ = P~ AP, alors

tr(A") = tr(A).



1.2.7 Polynoéme caractéristique

Une re-écriture de la définition des valeurs propres d’'un endomorphisme aboutit au théoréme
suivant, ceci en vertu du Corollaire 1.2.1.

Théoréme 1.2.3 Soit f un endomorphisme de E et A la matrice de f dans une base quelconque
de E. Alors,

A est valeur propre de f <= det(f —Ald) =0 <= det(A—A)=0.

Preuve : La démonstration repose sur la remarque que si A est une valeur propre, alors f—Ald
est non injective et donc det(f — AId) =0 (il y a méme équivalence). O
Ainsi, la recherche des valeurs propres de f ou de A se réduit a la recherche des solutions A
de I’équation
det(A — AI,,) = 0.

Ceci justifie donc I'introduction de 'objet important suivant.

Définition 1.2.7 (Polynome caractéristique) On appelle polynéme caractéristique de A :
Ps(X) =det(A — X1,,).

On appelle polynéme caractéristique de f :
Py(X) = det(f — XId).

Les valeurs propres sont donc les racines du polynéme caractéristique.

Exemple 1.2.1
1 00
A= 0 2 0
0 0 2
Le déterminant pour obtenir le polyndéme caractéristique se calcule ict tres simplement, ce qui

peut ne pas étre le cas dans les exemples que nous verrons ultérieurement. Les valeurs propres de
A sont donc 1 et 2.

Pa(X) = (1 - X)(2 - X)*

Définition 1.2.8 (Ordre de multiplicité des valeurs propres) Si A est valeur propre de A
(ou de f), elle est racine du polynéme caractéristique : Po(X) = (X —A)™Q(X) avec Q(N) # 0.
L’entier ny s’appelle I’ ordre de multiplicité de .

Théoréme 1.2.4 Soit P4 le polynome caractéristique de A € M, (R). Alors :
i) Py est un polynome de degré n.
i1) Le terme de plus haut degré est (—1)"X".
iii) Le coefficient constant est P4(0) = det(A). Le coefficient de X"~ est (—1)" ‘tr(A).

Preuve : Le i) se démontre en se convaincant que dans la définition du déterminant au travers
des permutations ¢, on ne peut faire le produit de la variable X qu’au plus n fois car

det(A) = Z e(U)HaU(i),i7
oceB, =1

Par ailleurs,pour obtenir exactement X™ et le #i), il convient d’utiliser une permutation o unique
qui est l'identité. On constate alors immédiatement que le terme obtenu est

e(Id)(a1,1 — X) x (a2 — X)... x (ann — X).
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La signature de la permutation identité est 1, et le terme de plus haut degré est donc (—1)"X™.
En se souvenant que P4 est un polynéme, on sait alors que le coefficient constant vaut P4(0)
soit
P4(0) = det(A — 0Id) = det(A).

Enfin, la méme gymnastique sur la définition du déterminant au travers des permutations
permet de constater qu’on ne peut obtenir un terme de degré n—1 qu’en utilisant la permutation
identité (sinon, on n’utilise qu’au plus n-2 produits de termes a;; — X. Finalement, on obtient
le ii). O

1.3 Diagonalisabilité de matrice ou d’endomorphismes

1.3.1 Somme directe des sous-espaces propres

On rappelle que U et V sont des sous-espaces vectoriels en somme directe s’ils vérifient
Ve e (U+V) Mu,v) eU XV  z=u+w.

Le théoréme suivant assure le "découpage" de l’espace en directions qui sont naturellement en
somme directe.

Théoréme 1.3.1 Si A1, Ao, ..., A, sont des valeurs propres deux & deux distinctes et si vy, v,
.., Up sont des vecteurs propres associ€s, alors
i) {v1,v2,...,v,} est une famille libre
ii) Les espaces propres associés sont en somme directe

EMEBEMEB"'@EAP.

Attention, dans le dernier point, notez bien que la somme directe n’est pas nécessairement
égale a l’espace tout entier.

Preuve : On démontre le résultat i) par récurrence sur p.

Ce résultat est bien str vrai pour p = 1. Supposons qu’il soit vrai jusqu’a p—1 et on cherche a
I’établir au rang p. Pour ce faire, on considére vy, . .., v, associés aux valeurs propres A1, Ag, ..., Ap
deux & deux distinctes. On suppose que ces p vecteurs forment une famille liée. Il existe donc
ai, . ..oy tels que

avy + ...+ apu, = 0.

On applique alors I'endomorphisme f (ou on multiplie & gauche par la matrice A et obtenons
que
a1 F o apAptp = 0= a1\ F .. apApup — Ap(@ivr .4 o).

On vient donc de démontrer que siles (vy, ... vp) sont liés, alors il en est de méme des (vy, ... vp—1).

On applique 'hypothése de récurrence a cette derniére famille pour obtenir une contradiction.
Le i) est une retraduction simple en utilisant les sous-espaces vectoriels. O
On obtient alors la conséquence facile :

Corollaire 1.3.1

dim(E)\l D E)\Q D---D E)\p> = dimE)\l + diHlE)\2 + -+ dimE)\p.
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1.3.2 Diagonalisabilité

Définition 1.3.1 (Diagonalisabilité) Voici la "vraie” définition de la diagonalisabilité d’en-
domorphismes ou de matrices.
i) Un endomorphisme f : E — E est diagonalisable s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres de f.
it) Une matrice A € M,(R) est digonalisable s’il existe une base de R™ formée de vecteurs
propres de A.

Aussi, en utilisant le cadre de cette définition, et en se plagant dans la base diagonalisant la
matrice ou 'endomorphisme, les résultats suivants sont quasiment tautaulogiques.

Théoréme 1.3.2 Une matrice A € M,(R) est diagonalisable si, et seulement s’il existe une
matrice inversible P € M, (R) telle que P~ AP est une matrice diagonale.

Preuve : Supposons A diagonalisable, il suffit alors de considérer la base de vecteurs propres
de A et considérer I'endomorphisme associé dans cette base. Il est "diagonal" et la matrice de
changement de base P permet d’obtenir le résultat obtenu (cf équation (1.2)). O

Théoréme 1.3.3 f est diagonalisable si, et seulement si :
E:E)\l @E’,\2 @---@E)\p.

Preuve : La encore, ¢’est un argument quasiment tautologique : A est diagonalisable s’il existe
une base de R™ de vecteurs propres. On note Ay, ...\, les valeurs propres associées. Parmi cette
base, on isole les vecteurs associés a la valeur propre E) , puis a E),, etc. On sait que Ejy,, E),,
etc sont en somme directe. Par ailleurs, ils engendrent ’espace E. D’ou la conclusion.

Réciproquement, si

E=E\ ®E\® @ E,,

alors tout élément de E' s’écrit de maniere unique comme la somme d’un élément de chaque E} .
Il suffit alors de considérer une base pour chaque sous-espace vectoriel Ey ;. La réunion sur les p
espaces propres de ces vecteurs de bases forme une base de E de vecteurs propres. O

Corollaire 1.3.2 Un endomorphisme ou une matrice est diagonalisable si, et seulement si :
dim F = dim £, +dim E), +--- +dim E) .
Théoréme 1.3.4 Soit A\ une valeur propre et ny sa multiplicité. Alors :
1 < dim E) < ny.

Preuve : La démonstration de se résultat repose sur la représentation du polyndéme caracté-
ristique au travers d’un changement de base. On considére l'espace propre F) de dimension d
et on compléte Ey en une base de E. Dans la base obtenue, la matrice de '’endomorphisme est

(v ¢)

ol la matrice D est triangulaire supérieure avec des A sur la diagonale. On calcule alors le
polynoéme caractéristique de cette matrice bloc et nous constatons qu'’il s’écrit (X — N1Po(X ).
On obtient alors que d est nécessairement plus petit que 'ordre de multiplicité de A dans P4. O

structurée par bloc :
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1.3.3 Polynoémes d’endomorphismes ou de matrices

C’est la notion "ultime" pour la réduction d’endomorphismes ou de matrices.

Définition 1.3.2 On considére un polynome réel P € R[X]|. Ce polynome P s’écrit en toute
généralité

d
P(X)=> apX".
k=0

On dit que P est un polynome annulateur d’une matrice A (ou d’un endormorphisme u) s’il
vérifie
P(A)=0 ou P(u) =0.

Si la quantité P(A) se comprend aisément au travers des puissances de A, il faut également
penser que P(u) se référe implicitement a la méme notion : AF est la multiplication k fois de la

matrice A et correspond & la composée k fois d’un endormorphisme. Ainsi, u* doit étre compris

comme u¥ =wowuo...u. Un cas particulier est A° = I,, ou bien u° = Id.

Un de ces polynomes sera plus important que les autres, c’est le polynéme caractéristique,
en vertu du théoréme suivant.

Théoréme 1.3.5 (Théoréme de Cayley-Hamilton) Pour toute matrice A de M, (R), on a
Py(A)=0.
Voici un exemple simple : on considére la matrice

01 0 ... 0
N=|: " . 0
0

Le polynome caractéristique est Py (X) = X™ et on a bien N = 0.
Un autre exemple simple : on considére la matrice

0 . 1

1 - 0
7= 0 1 0

0 1 0

On vérifiera que Py(X) = X" — 1 et que J" = I,,.
Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin du Lemme suivant.

Lemme 1.3.1 Soit P = X" + a1 X" ' 4+ ... + ag, P est le polynome caractéristique de la
matrice compagnon

0 —ag
o) =|
0 —Qp—2
1 —0n-1
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La démonstration s’appuie sur un développement selon la premiére ligne et nous obtenons ensuite
le résultat en s’appuyant sur une récurrence. Passons alors & la démonstration du théoréme de
Cayley-Hamilton.

Preuve : Soit f un endomorphisme de E et z € E, on va démontrer que P¢(f)(xz) = 0. Cette
égalité est bien stir vraie pour x = 0. Pour x # 0, on note

v =min{k > 2|(z, f(z),..., fF(z)) lice}.

Pour tout z, on a nécessairement v < n et par ailleurs, de par la définition du minimum, on sait
que

(z, f(z),..., fF1(x))est libre.

Aussi, f¥(z) se décompose en

fY(z) =apx +ar f(z) + ... +ap_1 /().

On compléte la famille libre (z, f(x),..., f*~!(x)) en une base de E dans laquelle f s’écriera
alors
0 aq *
1 . : *
C(P) =«
Matp(f) = 0 a2 _< (0) M>7
I ap—1 =
0o ... ... 0 M

ot C(P) désigne la matrice compagnon de
PX)=X"—a, 1 X" 1 - . —q.
Aprés un calcul de déterminant par bloc, on obtient alors que
Pa(X) = Pegp)(X)Par(X) = P(X) x Par(X).
En appliquant alors ce résultat en x, on obtient
Py(f)(@) = Par (Pp(x)) = Par(0) = 0.

Cette derniére égalité permet de conclure la démonstration. O

1.3.4 Ciritéres de diagonalisations
La définition suivante ne concerne uniquement que la notion de polynéme.

Définition 1.3.3 (Polynoéme scindé) Un polynéome P est scindé sur R s’il s’écrit sous la
forme :

P(X)=a-[[(X - a)™

avec a; € R.

Il est important de noter qu’ici, les racines «; doivent étre nécessairement réelles. En particu-
lier, un polynome réel est toujours scindé sur C (théoréme de D’Alembert) mais ne I’est pas néces-
sairement sur R. Par exemple, 1+ X2 n’est pas scindé sur R et pourtant 1+ X2 = (X +14)(X —1).

Théoréme 1.3.6 Si le polynome caractéristique est scindé sur R alors f (ou A) est diagonali-
sable si, et seulement si, dim E, = ny, pour tout i.
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Preuve : On a déja montré que nécessairement,
dim(E )\) <n -

Aussi, on sait que A est diagonalisable si et seulement si E est somme directe de ses espaces
propres. Aussi, f est diagonalisable si et seulement si

n = dim(Ey,) + dim(E),) + ... + dim(E),).
En utilisant le fait que

p
d(PA(X))=n=7 ny,
i=1

on en déduit alors que f est diagonalisable si et seulement si toutes les dimensions d’espace
propre sont égales & la multiplicité des valeurs propres. O
Mes corollaires suivants sont des conséquences simples du théoréme précédent.

Corollaire 1.3.3 Si le polynome caractéristique n’est pas scindé sur R alors f (ou A) n’est pas
diagonalisable.

Corollaire 1.3.4 Si le polynome caractéristique est scindé et n’a que des racines simples, alors
f ou A est diagonalisable.

En réalité, nous avons le critére CNS de diagonalisation d’une matrice

Théoréme 1.3.7 Une matrice réelle A est diagonalisable si et seulement si il existe un poly-
nome P scindé a racines simples tel que

P(A) = 0.

Dans ce cas, il existe Q € GL,(R) et D une matrice diagonale telle que

A=Q'DQ.
Preuve : Supposons que f est diagonalisable, alors il existe une base de vecteurs propres de
f qu’on peut noter (eq,...,e,). Notons I'ensemble des valeurs propres (p < n) deux a deux
distinctes :

Sp(f) = {)‘17 .. -7>‘P}
Posons P = [[V_, (X — \;). Ce polynome est scindé a racines simples. On a

p

P(f) =T](f = Nild),

i=1
et on va vérifier que P(f) s’annule sur les éléments de la base des (eg)1<k<n.
P(f)(er) = ojzr(f — Ajld) o (f = Axld)(ex) = 0

P(f) étant nul sur une base de I’espace, on en déduit que P(f) est 'endomorphisme nul.
Réciproquement, supposons qu’il existe un polynéme P & racines simples annulant f. On a
donc

p
P=a]](X-X),
=1
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avec les \; deux & deux distinctes. On peut par ailleurs supposer que a = 1 et posons

Pi=]](x ).
i#]
On constate que les (P;) sont tous premiers entre eux dans leur ensemble (ils n’ont aucun diviseur
commun). Il existe donc d’aprés l'identité de Bezout p polynémes (Q;)1<j<p tels que

Q1P+ ... +QpFP,=1.

La traduction en passant aux endomorphismes est

(QioPr+...+QpoBy)(f) =Id

Considérons un élément x de F et appliquons 1’égalité précédente, on obtient
P
r=7) QjoPFi(f)@).
j=1

On définit z; = Q; o Pj(f)(x). Comme P annule le polynéme f, on a :
(f = Ajld)(z;) = (X = X)) (f)(z5) = (X = X)) (F)Qj o Pi(f)(z) = Qj o P(f)(x) =0

Ainsi, x; est un vecteur propre associé & la valeur propre A;. Ainsi, tout vecteur s’écrit comme
somme de vecteurs propres de f et on obtient que E est somme directe de ses espaces propres.
La réciproque est donc établie. O

En particulier, le polynéme caractéristique peut ne pas étre scindé a racines simples et malgré
tout la matrice est diagonalisable. L’exemple le plus évident consiste & considérer A = I,,. Le
polynéme caractéristique est P4(X) = (X — 1)" et 1 est racine d’ordre n. Pourtant, A est bien
entendu diagonalisable.

Voici un petit exemple : on considére un endomorphisme f décrit par I'image d’une base de
vecteurs :

fler) =en, flen) =en—1... f(e2) = e1.

On constate facilement que f™ = Id donc f est annulée par le polynéme X™ — 1. Les racines
de ce dernier polynéme sont les racines n-iéme de I'unité, elles sont toutes simples. Ainsi, f est
diagonalisable.

Enfin, nous conclurons par cette petite proposition.

Proposition 1.3.1 Soient A € GL,(C et p > 1. On a l’équivalence : A diagonalisable si et
seulement si AP est diagonalisable.

Preuve : Supposons que A soit diagonalisable, alors il existe P telle que A = PDP~! et D est
une matrice diagonale. La conclusion est alors immédiate en remarquant que AP = PDPP~1 et
DP est également diagonale.

Réciproquement, supposons que AP est diagonalisable, cela signifie qu’il existe un polynéme
annulateur de AP scindé a racines simples. Notons ce polynéme P = (X — A1)...(X — Ap). On
sait que A est inversible, donc AP également et de ce fait les valeurs propres de AP sont non

nulles. Ainsi, le polynéme
Q=(XP—=X)...(XP=Xp)

est un polynéme annulateur de A puisque Q(A) = P(AP). Remarquons enfin que Q) est nécessai-
rement scindé a racines simples puisque ’équation X? — X\ = 0 admet p solutions distinctes dés
lors que A # 0. Par conséquent, A est diagonalisable. O
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1.4 Au dela de la diagonalisation des matrices réelles

1.4.1 Sortir du corps des réels

Il est légitime de se demander ce qu’on peut faire lorsque les critéres de diagonalisation des
matrices réelles ne sont pas satisfaits. En particulier, si A est une matrice réelle, elle peut étre
non diagonalisable dans R mais diagonalisable dans C. Par exemple, imaginons que nous voulions
réduire la matrice

-3 41
A= -2 3 0
-2 21

Son polynéme caractéristique est égal a
PAX)=X3 - X2 4+ X -1=(X-1)(X?+1).

Les racines de ce polynéme sont 1,7 et —i. A admet dont trois valeurs propres distinctes, mais
comme elles ne sont pas toutes réelles, A n’est pas diagonalisable dans R.

En reprenant tous les résultats énoncés précédemment dans R et en les transposant dans C,
on peut par contre diagonaliser A dans C. Autrement dit il existe une matrice P € GL,(C) telle
que :

On notera que les conditions suffisantes précédentes de diagonalisation restent vraies si on sub-
stitue R & C mais attention, on obtient dans ce cas des résultats de diagonalisation sur C, c’est
a dire avec des vecteurs propres et valeurs propres éventuellement complexes.

Attention également & bien prendre garde au caractére racines simples qui n’est pas tel-
lement plus facile & obtenir sur C que sur R. Les corps des nombres complexes assure une
décomposition scindée des polynémes qu’on considére, mais la simplicité des racines est « une
autre paire de manches ».

1.4.2 Trigonalisation

Il n’est pas toujours stir qu'une matrice, méme vue comme & coefficients complexes, soit
diagonalisable. En revanche, peut parfois se ramener & une réduction des matrices un peu moins
simples qu’une diagonalisation, mais qui revét tout de méme des intéréts non négligeables comme
la trigonalisation.

Définition 1.4.1 (Matrice trigonalisable) Une matrice réelle A est trigonalisable si il existe
une matrice P inversible réelle telle que PAP™! est triangulaire supérieure.

On a alors la condition nécessaire et suffisante de trigonalisation.

Théoréme 1.4.1 (CNS de trigonalisation) Soit A une matrice carrée.
i) Une matrice A est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé
(mais pas nécessairement G racines simples).
ii) Toute matrice A réelle (ou complexe) est trigonalisable dans C.

Preuve de i) : Considérons une matrice A trigonalisable, on sait alors que A est semblable &
une matrice triangulaire supérieure :

A=PTP!,
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et remarquons que les propriétés du déterminant impliquent que les polynémes caractéristiques
sont identiques : P4(X) = Pp(X). Comme T est triangulaire supérieure, il est alors facile de
calculer son polynéme caractéristique et vérifier qu’il s’écrit :

PT(X) = (tl,l —X) X ... X (tn,n —X)

Par conséquent, Pr est scindé et il en est de méme de P4, qui bien entendu annule A d’aprés le
théoréme de Cayley-Hamilton.

Réciproquement, supposons que le polynéme caractéristique de A (ou plutét celui de 1’endo-
morphisme associé u) soit un polynéme scindé. Nécessairement, on a

Pa(X) = (X = A1) ... (X = A\p)

avec des racines non nécessairement distinctes. On considére e; vecteur propre associé a A1 et on
compléte en une base de E. Dans cette base, la matrice de u s’écrit

Ao
(% 1) 0
ou B est une matrice carrée de taille n — 1 x n — 1 et [ un vecteur ligne. On vérifie en utilisant

un calcul par bloc que

Pa(X) = (X — \)Pp(X).

Naturellement, Pg est scindé également. Nous avons donc établi les bases d’une récurrence trés
simple sur la dimension pour démontrer ce théoréme.
— La réciproque est vraie poue dim F = 1.
— Supposons qu’il soit démontré jusqu’a dim £ = n — 1 et considérons la dimension n, alors
il existe une base ou u s’écrit (1.3). Dans cette base, on sait que B est trigonalisable par
hypothése de récurrence donc

B=QTQ .

1 0
PZ(OQ)’

on constate que P est inversible et un produit matriciel par bloc établit que

AL A l Al
Mat(u)=< 01 B):( 01 QTQ_1>:P< 01 19)131.

Ainsi, la matrice précédente est trigonalisable et la propriété de récurrence est héréditaire.

Si on considére alors

O
Preuve de ii) : Notons que toute matrice A réelle ou complexe peut étre vue comme complexe.
Dans C, tout polynome est naturellement scindé. On applique alors le i) pour conclure. O

1.4.3 Quelques résultats complémentaires

On finit cette partie d’algébre linéaire en donnant quelques résultats utiles sur les valeurs
propres de matrices.

Proposition 1.4.1 (Déterminant, Trace, et valeurs propres) Soit A une matrice de M,,(C)

et Ai,..., \p lesn racines du polynome caractéristique comptées avec leurs ordres de multiplicité.
Alors
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det(A) = A1 X ... X Ay
i1)
Tr(A) =X +...+ )\,
Preuve : Les démonstrations de ces deux points s’obtiennent immédiatement en trigonalisant la
matrice A dans C et en calculant soit la trace, soit le déterminant sous forme tridiagonale, ces
deux fonctions étant invariantes sur les classes de similitudes de M,,(C). g
Remarquons enfin que ce dernier résultat est également vrai pour les matrices donc le poly-
néme caractéristique est scindé sur R.

1.5 Fiche technique sur les matrices réelles

Le principe pour diagonaliser en pratique une matrice est simple : calculer les espaces propres
de la matrice et en déterminer des bases. Notons que sauf théoréme préliminaire (polynéme an-
nulateur scindé a racines simples, matrice symétrique réelle, etc...), la diagonalisabilité d’une
matrice en pratique s’obtient apreés le calcul des valeurs propres et des sous-espaces propres et le
constat fait sur la dimension de ces espaces. Pour un confort de vocabulaire (et de compréhen-
sion), il peut étre utile d’avoir une vision vectorielle du probléme et d’évoquer I’endomorphisme
canoniquement associé a la matrice. Dans les exemples ci-dessous, la matrice sera notée A et
I’endomorphisme canoniquement associé u.

1.5.1 Diagonaliser

Diagonaliser

A=

O = =
S = =
N OO

Un calcul montre que Sp(A) = {0,2} avec 2 valeur propre double. On cherche Ey et Es et on
trouve que
Eo=Vect((1,-1,0)") et  Ey=Vect((1,1,0)%(0,0,1)).

La somme des dimensions est bien 3 et on en déduit que la matrice A est diagonalisable. Pour
obtenir la diagonalisation vectorielle, on définit la base B = (eq, ez, e3) ou

e1 = (1,—1,0)" es = (1,1,0) e3 = (0,0,1),

et nous savons que ’endomorphisme u dans cette base B s’écrit

0 00
Mat(u)p=1 0 2 0
0 0 2
Si on note alors P la matrice de changement de base de la base canonique vers la base B, on a
1 10
P=| -1 10
0 01

Dans ce cas, la formule de changement de base nous dit alors que
Mat(u)g = P~ AP.

Une petite remarque : la base B n’étant pas unique, il y a évidemment plusieurs matrices P qui
peuvent convenir. Cependant, la matrice D est elle unique & permutation prés.
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1.5.2 Trigonaliser

Voici quelques éléments a retenir :

— Pour trigonaliser une matrice, il n’y a pas de méthode globale a connaitre a priori.

— La « trigonalisabilité » d’une matrice s’obtient aprés le calcul de son polynéme caracté-
ristique et le constat que ce polyndme est scindé sur le corps de référence de la matrice
(soit R, soit C).

— Si la matrice est considérée comme matrice complexe, elle est donc toujours trigonalisable.

— On verra les différentes situations pouvant se présenter pour une matrice 3 x 3.

Exemple 1 On définit

On trouve Pa(X) = —(X — 1)(X — 2)? et les espaces propres sont
By =Veet((1,1,1)Y) et  Ey=Vect((0,1,—1)").

A n’est donc pas diagonalisable. Par contre, P4 est scindé sur R et A est donc trigonalisable.
On va construire une base B pour laquelle ’endomorphisme associé aura une forme triangulaire.
Cette base est construite a partir de e; = (1,1,1)% et ea = (0,1, —1)% 1l suffit donc de trouver
e3 qui soit tel que B = (e1, ea, e3) forme une base de R3. Notons que dans cette nouvelle base, la
matrice A’ cherchée sera nécessairement de la forme

10
A=10 2
0 0

N % %

En effet, 1 et 2 sont valeurs propres puis la trace de la matrice A doit étre la méme que celle de
A’. De ce fait, 2 apparait deux fois sur la diagonale de A’ et 1 une seule fois.
Un choix convenable de ez est e3 = (1,1,0)" et u(e3) = 2e3 — ez de sorte que

1 0 0
T=A = 0 2 —1
00 2
La matrice de changement de base P est
1 0 1
1 1 1
1 -1 0
Avec de telles définitions, nous avons
A=pPTP
Exemple 2 On définit
1 0 0
A=10 0 -1
01 2



La matrice A posséde 1 comme valeur propre triple puisque P4(X) = (1 — X)3. On détermine
les espaces propres et trouvons que

By = Vect((1,0,0), (0, —1,1)").

L’espace propre étant de dimension 2, la matrice A n’est pas diagonalisable. Par ailleurs, notons
que si elle 'avait été, on aurait en fait eu A = I3, ce qui n’est pas le cas!

Par contre, le polynéme caractéristique est scindé, donc la matrice A est trigonalisable et
on commence la trigonalisation en choisissant e; = (1,0,0) et e3 = (0,—1,1)". On choisit
alors e3 tel que (eq,ea,e3) est une base de R3, par exemple e3 = (0,1, 1) convient. On a alors
u(es) = (0,—1,3)" = 2e5 + e3. Ainsi, on obtient la matrice de u dans cette base

100
A=101 2
0 01
Enfin, on écrit la matrice de changement de base et retrouvons la forme factorisée de A.

1.6 Applications

1.6.1 Puissance de matrice - 1

On définit la matrice B comme

Calculer au travers de sa diagonalisation B™.

1.6.2 Puissance de matrice - 2

Soit A une matrice quelconque de M, (R) etP un polynéme annulateur de A (par exemple,
le polyndme caractéristique). Supposons que I'on veuille calculer les puissances de A & un ordre
quelconque k. Alors la division euclidienne ! assure qu’il existe deux polynémes @ et R dans
R[X] tels que :

X* = P(X)Qr(X) + Ri(X)

avec d(Ry) < d(P). Bien entendu, le cas qui nous intéressera celui ou k > d(P).
Comme P annule la matrice A, on en déduit que

Ar = P(A)Qu(A) + Ri(A) = Ry(A).

C’est a dire que que toute puissance de A peut se calculer comme une simple combinaison linéaire
de puissance de A inférieures au dégré du polynoéme P. Ce résultat est surtout utile si on connait
un polynéme annulateur de faible degré (et donc en particulier si on travaille sur des matrices
de petite taille).

Voici un exemple d’utilisation : on définit la matrice

1
A=1 2
0

—_ =

2
1
3

1. Se reporter a un ouvrage d’arithmétique pour un rappel de la définition de la division euclidienne
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Vérifier que un polynéme annulateur de A (en fait c’est le polynéme caractéristique ici) est
Py(X)=-X(X-1)(X—-4).

A est donc diagonalisable car ce polynéme annulateur est scindé a racines simples. Par ailleurs, il
est clair que ce polynome est minimal en terme de degrés pour annuler la matrice A (se demander
pourquoi...).

On considére par la suite un entier £ > 3 et on sait alors que

X* = Py(X)Qr(X) + Ri(X). (1.4)
Comme Py est de dégré 3, on sait que Ry est un polynéme de degré au plus 2 et s’écrit
Ri(X) = ag + bpX + ¢ X?

Pour trouver les coefficients (ay, bx, ), il suffit d’appliquer (1.4) en les racines de Py pour obtenir
le systéme

0 a

1 ap+bp+cg

4k ay + 4by + 16¢y,

On obtient aprés résolution que

4k 1 4
A+ —(1 — 4242,

AF =

1.6.3 Suites récurrentes

On définit les suites (wn, Un, Wy )n>1 au travers de (ug, vo, wp) € R? et
Uptl = —Up + VUp + Wn, Uptl = Up — Uy + Wy, Wptl = Up + Uy — Wy

Donner le terme général des suites (un)n>1, (Un)n>1 €t (Wn)n>1-

1.6.4 Systéme différentiel

Résoudre le systéme différentiel

2(t) = —x(t) +y(t) +2(t), ¥'() ==2(t) —yt) +2(t), 2'(t) =2(t)+yt) - 2(t).

22



Chapitre 2

Compléments d’Algébre - Algebre
bilinéaire et formes quadratiques

2.1 Rappels élémentaires sur les formes bilinéaires

2.1.1 Définitions

On considére Soit E un R-ev de dimension n et ¢ une application de E x E dans R. On dit
que ¢ est une forme bilinéaire sur R si elle est linéaire par rapport & chacune de ses composantes.
Autrement dit, ¢ est bilinéaire si

V(z,y,2) € B> V(N B) €R® oAz + By, 2) = Ap(w, 2) + Bo(y, 2)

et
o(2, Az + By) = Ap(2,7) + Bp(z,y)

Il est commode d’associer a cette notion de forme bilinéaire une notation matricielle. Celle-ci est

donnée au travers de la base canonique : étant donné X = (z1,...,2,) et Y = (y1,...,yn)?, on
n n n n
; (z s y) S S welene;) - XAV,
i=1 i=1 i=1 j=1

ou la matrice A est la matrice de la forme bilinéaire ¢ donnée par

V(Z,]) S {1,...n}2 AiJ :go(ei,ej).
Attention toutefois & ne pas confondre la matrice A de la forme bilinéaire ¢ avec celle d’une
I'application linéaire !
Voici un exemple simple :
e1(z,y) = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3.

On vérifiera que p; est bilinéaire (qui plus est symétrique ici) et que
1 00
Mp(p1)=1 0 1 0
0 01
Un exemple d’écriture un tout petit peu plus compliqué est donné par

2(z,y) = 21y1 — T2y + 23y3 + (T1Y2 + T2y1) — 3(T1Y3 + T3Y1).
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Ici, I’écriture matricielle est donnée par

Un dernier exemple :

@3(x,y) = 2x1y1 — T2y + 3T1Y2 + T2y

dont la matrice est donnée par

Mp(p3) = < g _11 >

2.1.2 Changement de base

On observera que la valeur de ¢(x,y) est exactement donnée par la valeur renvoyée par la
multiplication matricielle X*AY . Ainsi, le changement de base pour le vecteur x et le vecteur y
affecte naturellement cette écriture, et donc la matrice de ¢ dans une nouvelle base.

Plus précisément, si X désigne I'écriture de = dans la base canonique et X est son écriture
dans une autre base avec X = PX en notant P = Pg.¢, alors

XtAY = {PX}'A{PY} = X'P'APY.
Cela signifie que la matrice de ¢ dans la base C est donnée au travers de la relation
Mc(p) = Pg o Mp(¢) Paisc-
Voici un exemple : on note B = (ey, ez, e3) et C = (v1, va, v3) avec

v = eq, Vy = €1 — €9, V3 = €] + e + e3.

On a alors
1 1 1
Pgse=| 0 -1 1
0 0 1

La matrice de ¢ dans la base C est alors donnée par

===
O N =
w O =

1 00
Mc(p1)=Ph el 0 1 0 | Psoc=
0 0 1

2.1.3 Formes bilinéaires symétriques

Une forme bilinéaire est dite symétrique si

V(z,y) € B> olx,y) = oy, z).

La forme quadratique associée (Q est donnée par
Qx) = o(z, ).
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Proposition 2.1.1 (Identité de polarisation) Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique de
forme quadratique Q, alors

o(r,y) = 5 [Q(x +y) — Qx) — Qy)] .

N

Preuve : La démonstration repose simplement sur le calcul de Q(z + y) en utilisant la symétrie
de ¢ :

Qz+y)=vl+yz+y) =pr)+e(yy) + 20,9 = Q)+ Qy) + 2¢(x,y).

O

Par ailleurs, on constatera que le réle de la symétrie est particuliérement "explicite" au travers

de la proposition suivante qui se démontre en écrivant la définition de la matrice de la forme
bilinéaire ¢.

Proposition 2.1.2 ¢ est symétrique si et seulement si sa matrice (dans toute base) est symé-
trique.

Ainsi, dans les exemples précédents, 1 et o sont symétriques alors que 3 non.
Par ailleurs La forme quadratique associée & 1 est

Q1(z) = x% + a:% + yc%

Celle associée a gy est
Qa(z) = x% — x% + :c% + 2x120 — 61123,

Définition 2.1.1 (Positivité) On dira que Q est positive si
Vee E Q(z) > 0.

Elle sera définie positive si
VeeE x#0= Q(z)>0.

On a alors extension de ces définitions de positivité et définie positivité aux matrices symé-
triques réelles. De plus, on a le résultat fondamental suivant qui est quasiment tautologique.

Théoréme 2.1.1 Une matrice QQ est symétrique définie positive si et seulement si ¢ la forme
bilinéaire associée est un produit scalaire.

— Il est clair & la vue de I'écriture de Q1 que ()1 est définie positive. On reconnaitra dans
cette écriture la norme euclidienne usuelle sur R3 tandis que ¢ désigne en fait le produit
scalaire usuel sur R3.

— Pour 2 (ou Q2), cette positivité est moins nette. En réalité, on peut écrire Q2 sous forme
de "somme et différence de carrés" via

2 3 w2 7 o
Q2(x) = (x1 + 22 — 3x3)" — 2(x2 — 53:3) — 5.
Cette écriture permet immédiatement de constater que Q2 n’est pas positive (prendre
x3 #0et x1 + x9 — 3x3 =0 et 9 — 3/2x3 = 0).
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2.1.4 Reéduction de Gauss des formes quadratiques

La méthode appliquée précédemment est valable pour toute forme bilinéaire symétrique, en
dimension quelconque, et s’appelle la méthode de Gauss. Le principe est simple : on commence
par isoler tous les termes contenant x; et a les mettre dans un carré. On fait ensuite de méme
pour les termes contenant xo , et ainsi de suite.

Toute forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique peut ainsi s’écrire sous
forme d’une somme de carrés pondérés par des scalaires ; la forme quadratique sera positive si et
seulement si tous ces scalaires sont positifs.

Théoréme 2.1.2 (Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés) Siy est une
forme bilinéaire symétrique et Q) la forme quadratique associée sur E, alors il existe une base V =
(v1,...,v,) de E dans laquelle Q s’écrit comme somme de carrés : il existe n réels (o, ..., an)
tels que

n n

Vee E x= Z%"Uz‘ = Qz) = Zaix?
i=1 =1

Par ailleurs, le nombre de coefficients o positifs (resp. nuls et négatifs) ne dépend pas de la base

choisie.

Nous ne donnerons pas de démonstration de ce résultat qui est en réalité assez clair d’un
point de vue algorithmique.
Il est relativement immédiat que la décomposition en somme de carrés de Gauss permet de donner
des informations sur la forme quadratique en question. Elle est dégénérée si un des coefficients
a; est nul, elle est positive si tous les coefficients a; sont positifs ou nuls. Elle est définie positive
si tous les coefficients a; sont strictement positifs.

Définition 2.1.2 (Signature d’une forme quadratique) Dans cette décomposition de Gauss,
on appellera signature de la forme quadratique @ la paire d’entiers (p,r — p) ot r est le rang de
la forme quadratique et p le nombre de coefficients positifs. Le rang est le nombre de coefficients
(i) 1<i<n mon nuls.

Nous énoncons ici un résultat simple dont la démonstration I’est tout autant :
Proposition 2.1.3 Une matrice A symétrique définie positive est nécessairement inversible.

Preuve : Si la matrice A n’est pas inversible, alors il existe X # 0 tel que I'on a AX # 0.
Dans ce cas, on remarque que X’AX = 0, et que A ne peut étre définie positive. U
2.1.5 Inégalités

On rappelle ici les deux inégalités fondamentales associées aux formes quadratiques rencon-
trées dans les "petites classes".

Proposition 2.1.4 (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique
positive, alors

V(z,y) € B> oz, y)| < Velz,2)V/ ey, y)

Par ailleurs, en cas d’égalité, les deux vecteurs sont colinéaires.
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Preuve : Donnons nous (z,y) € E? et A un réel quelconque. On sait que
Qx4+ Ay) >0 car la forme bilinéaire associée au produit scalaire est positive.

Par conséquent, on a

Pry(N) = Q(z) + 2xp(z,y) + A*Q(y) > 0.

Le polynéme P, , de la variable A est du deuxieme degré et est toujours positif. Ainsi, son
discriminant est négatif (car il ne peut avoir deux racines réelles distinctes). Cela signifie donc
que

4p(x,y)* —4Q(z)Q(y) < 0.

Cette derniére inégalité est équivalente a

lo(z,y)| < Veolx,2)V ey, y).

Enfin, remarquons que le cas d’égalité peut étre étudié : si

lo(z,y)| = Ve, 2)\V oy, y),

alors le polynéme P, , admet une racine réelle double :

I |Q(z + Aoy) = 0.

Comme () est définie positive, cela signifie que = + Aoy = 0, donc que x et y sont liés. [ Voici
deux exemples d’applications :

— Une premiére inégalité simple qu’il serait pénible de vérifier sans utiliser le théoréme de
Cauchy-Schwarz :

V(z,y) € R® x R (z1y1 + w2y2 + x3y3)? < (2% + 23 + 55%)(3/% + 5+ y%)

— Une seconde moins évidente (ce n’est qu'un exemple parmi d’autres) : On considére une
suite de réels (z1,...,x,) strictement positifs et on construit

dic xzi)

Up = ZTL p+1°
i=1%;

La suite (up) est décroissante et convergente vers une limite (la déterminer!).
Une conséquence classique de 'inégalité de Cauchy-Schwarz est la seconde inégalité

Proposition 2.1.5 (Inégalité de Minkowski - Inégalité de la norme) Soit ¢ une forme
bilinéaire symétrique sur E, alors

V(z,y) € 2 Volz+y,z+y) < Velz,z) +Ve(yy)

Preuve : 11 suffit d’élever au carré les deux termes de I'inégalité (termes qui sont nécessairement
positifs) et appliquer ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz. U
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2.2 Orthogonalité

2.2.1 Définitions

Soit E un espace euclidien et (.|.) le produit scalaire associé. On dit que deux vecteurs z et
y sont orthogonaux si (z|y) = ¢(z,y) = 0.

Par exemple, placons nous dans R? muni de son produit scalaire usuel. Les deux vecteurs x
et y, de coordonnées (2,4, —7)! et (—3,5,2)! dans la base canonique, sont orthogonaux pour le
produit scalaire usuel car :

(zly) =2x (=3)+4 x5+ (=7) x2=0.

Attention! La notion d’orthogonalité dépend du produit scalaire considéré : deux éléments
orthogonaux pour un produit scalaire ne le sont pas forcément pour un autre.
Rappelons le théoréme de Pythagore dédié a une forme quadratique @ :

p(x,y) =0 = Q) + Qy) = Qz +y).

Cette derniére formule s’étend aux familles orthogonales, une telle famille de vecteurs (uy, . .. up)
étant une famille de vecteurs 2 a 2 orthogonaux.

Définition 2.2.1 (Supplémentaire orthogonal) Etant donné un sous-espace vectoriel F de
E, on note F+ ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonauz o tous les éléments de F. On
remarquera que F+ est un sous-espace vectoriel de E et que F & F+ = E.

La définition /proposition précédente implique ensuite la relation importante
n = dim(F) + dim(F*).
Exemple : ¢ f.b.s. de forme quadratique
Q(x) = 2% — 2x129 + 225 = (11 — 19)? + 23

On remarque que @ est bien définie positive et que ¢ est un produit scalaire. Etant donné e; le
premier vecteur de la base canonique, un vecteur orthogonal & e; pour le produit scalaire défini
par ¢ vérifie

(e, x) = 0.

Cependant, la matrice de ¢ est donnée par

(55)

Si x orthogonal & e; pour ce produit scalaire, alors nécessairement x1 — x5 = 0. Ainsi, e; + es
est orthogonal & e; pour ¢. Notons que bien entendu, cette orthogonalité n’a pas lieu pour le
produit scalaire euclidien de R2.

2.2.2 Algorithme de Gram-Schmidt

Le résultat qui suit est trés important, aussi bien sur le plan théorique (nous verrons ensuite
des propriétés qui en découlent) que pratique pour la construction d’une base orthonormée.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Gram-Schmidt) Tout espace euclidien E muni du produit
scalaire (|) et de la norme ||.|| admet une base orthonormée.
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La démonstration est "constructive" au sens ot elle construit algorithmiquement la base ortho-
normée recherchée. Il convient donc de retenir cette preuve pour étre capable de trouver des
bases orthonormées. Cet algorithme est ’algorithme de Gram-Schmidt.

Preuve : F étant de dimension finie n, nous pouvons considérer B = (eq,...,e,) une base de
E et cherchons C = (f1,..., fn) qui soit une base orthonormale de E. Pour ce faire, on initiale
I’algorithme avec
f1 = 4
lea]

On cherche ensuite fg orthogonal a fi1. On se convainc assez facilement que considérer fg =
e2 + af1 permet de trouver o pour que (f2|f1) = 0. En effet, on peut calculer

(fol 1) = (e2] 1) + o,

et la condition d’orthogonalité est vérifiée si a« = —(ea|f1). Il suffit alors de considérer
fa
fo=——.
[1f2]l
On va alors poursuivre la construction par récurrence. Supposons que C, = (f1,..., fp) soit une

famille orthonormale ainsi construite jusqu’a I’étape p, on cherche alors

fp+l == 6p-{-l + Oé]_f]_ + ...+ O[pfp.

Nous savons déja que C, est orthonormale et pour que Cp41 le soit, il faut vérifier que

(for1lfi) =0,V1 < j < p.

Cette derniére condition est équivalente a

ar = —(epr1lfr), - ap = —(epralfp)-

On obtient alors f,+1 en normalisant pr. Cela achéve alors la démonstration puisque par
construction, a I'étape p = n, la famille C,, est orthonormale dans un espace de dimension n,
donc est une base orthonormale de E.

O

On notera que la construction de la base C & partir de la base B aboutit & une matrice
de passage triangulaire supérieure. Cela améne alors au théoréme suivant de décomposition des
matrices inversibles :

Théoréme 2.2.2 Toute matrice inversible M € GL,(R) se décompose en
M = QR,

ot Q est une matrice orthonormale (Q'Q = I,,) et R est triangulaire supérieure avec des coeffi-
cients strictement positifs sur sa diagonale.

La décomposition s’obtient simplement en interprétant R comme un changement de base
(celle donnée par les vecteurs colonnes de M) en une base orthonormée.
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2.3 Diagonalisation des matrices symétriques réelles

Remarquons qu’une matrice réelle n’a pas forcément de valeurs propres réelles : par exemple

0 -1
A =
a pour valeurs propres ¢ et —i. Nous allons étudier le cas trées spécifique des matrices symétriques
réelles. Ces matrices rentrent dans un cadre plus général d’endomorphismes auto-adjoints pour
un espace euclidien quelconque. Nous montrerons en particulier qu'une matrice symétrique réelle

a toutes ses valeurs propres réelles et est diagonalisable dans une base orthonormée (théoréme
spectral).

Définition 2.3.1 (Applications symétriques) Etant donné un espace euclidien E défini par
un produit scalaire (]), on dit que f est symétrique dans E si elle vérifie :

V(,y) € B2 (f(2)ly) = (2] f(y))

On peut également parler d’endomorphismes auto-adjoints (égaux a leur propre adjoint)
puisque l'adjoint de f généralement noté f* est défini au travers de la relation de dualité : f*
est I'unique endomorphisme tel que

V(,y) € B2 (f(a)ly) = (2] (y)).

Un résultat simple est que la matrice de ’adjoint dans une base orthonormée pour le produit
scalaire de F s’obtient en transposant la matrice de I’application initiale (on considére ici des ma-
trices réelles). De méme, dans le cas hermitien (complexe), ’adjoint dans une base orthonormée
de E s’obtient en utilisant la trans-conjuguée.

On peut alors démontrer le premier résultat

Proposition 2.3.1 Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle sont réelles.

Preuve : Pour démontrer ce résultat, on considére une valeur propre de A qui est éventuelle-
ment complexe. Il existe donc un vecteur propre éventuellement & coefficient complexe tel que

AV = \V.

Par ailleurs, nous savons en passant au conjugué que

AV = \V = AV,
car la matrice A est réelle. On calcule alors de deux facons différentes le produit scalaire VAV :
d’une part B B -

VHAV) = VIAV = VIAV = AV'V.
On utilise alors la symétrie de A :
VHAV) = (VIA)V = (VIAYV = (AV)'V = AVIV.

On vient donc d’établir que B

NIVIIE = X[V[I5.

Cela permet de conclure que A est en réalité réel. O
De plus, on a le résultat fondamental suivant. Notons que sa démonstration ne repose aucu-
nement sur des considérations arithmétiques de polynéme d’endomorphisme.
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Théoréme 2.3.1 (Théoréme spectral) Toute matrice symétrique réelle M est diagonalisable
en base orthonormée : il existe P orthonormale réelle telle que

M = P'DP avec pt=p1L

Preuve :

Une démonstration simple d’un tel résultat fait appel aux méthodes variationnelles. Il s’agit
de démontrer dans un premier temps d’existence d’un vecteur propre par maximisation d’une
fonctions sur la boule unité, puis de passer au supplémentaire orthogonal qui est stable par
I’endomorphisme symétrique.

Existence d’une valeur propre réelle de M : On munit £ = R" de la norme euclidienne
usuelle et on considére sa sphére unité

i {:c € R"H\x“% = 1} .

Nous verrons ultérieurement sur S™ ! est un compact de R” puisque cet ensemble est fermé et
borné. Nous considérons alors la fonction

Yz € R — o'Mzx = (z|Mz) = (Mz|x).

Cette fonction 1 est continue (polynéme du second degré en les coordonnées z1,...,x,) et par
conséquent, 1 atteint son maximum A en un point zg € S :

Vo e St P(z) = (x| Mz) < X = (0| Mxo).

En particulier, nous obtenons I'inégalité importante suivante (le point z/||x|| étant dans S™~1) :

werr  (TEITE) <A
ENE

Cela signifie donc que
vV e R"\ {0} (Mz|z) < Az|z). (2.1)

Considérons v un vecteur quelconque de R™ et t € R. On a d’une part en développant que :
V(zo + tv) = (Mxo|zo) + t(Maxo|v) + t(xo|Mv) + t2(Mulv).
La matrice M étant symétrique, il vient que
(o + tv) = P(x0) + 2t(Mazo|v) + t2(Mulv)
D’autre part, on a :
M|zo + tvl|3 = M|zol|3 + 2t(Azo|v) + 2 (Mv|v) = A + 2t(Axg|v) + t2(Mvv).
On obtient donc de (2.1) que

Y(zo +tv) < N|zo + o3 <= (Mag|zo) + 2t(Mxo|v) 4+ t2(Molv) < X+ 2t(Azolv) + t2(Mv|v)
= A+ 2t(Mxo|v) + t2(Molv) < X+ 2t(Azolv) + t2(Mv|v)
— 2t(Mx — \zo|v) < t2(Av — Molv)

La derniére inégalité étant vraie au voisinage de t = 0, on en déduit alors que nécessairement le
terme de gauche est nul car au voisinage de 0, ¢ varie plus vite que t2. Ainsi, on obtient que

Vv € R" (Mxo — Azglv) = 0.
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Cela signifie donc que Mzy = Az, c’est-a-dire que zg est un vecteur propre de M associé a la
valeur propre A. Cette valeur propre A est également le maximum de i sur la sphére unité.
Démonstration de la diagonalisation : Nous pouvons désormais revenir & ’étude de la
diagonalisation de M et nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n, la dimension de
I’espace ambiant. La propriété est bien entendue vraie si n = 1. Supposons qu’elle le soit jusqu’a
I’entier n — 1 et donnons nous M symétrique réelle de taille n x n dont I’endomorphisme associé
est noté u. D’aprés le point précédent, il existe un vecteur propre f; associé a la valeur propre
A1. On peut bien entendu considérer que f1 est un vecteur de norme 1, quitte a la normaliser.
Considérons E; = {R fl}J- et démontrons que c’est un espace stable par u :

Ve e By (u(@)]fi) = (z[u"(f1) = (zlu(f1) = A(z[f1) = 0.

La restriction de u & I'espace E7 est un endomorphisme symétrique réel, dont ’espace ambiant
est n — 1. On peut alors appliquer 'hypothése de récurrence au rang n — 1 et conclure que u;
se diagonalise en b.o.n., c’est-a-dire qu'il existe une base (fa,..., fn) de E; telle que tous les
(fj)2<j<n sont orthogonaux 2 & 2 et sont vecteurs propres de wu;. La conclusion s’en suit en
considérant B = (f1, fa,..., fn) qui est encore une b.o.n. de E formée uniquement de vecteurs
propres de u. L’hérédité de la récurrence est donc démontrée et cela conclut la démonstration de
ce théoréme. O

On conclut avec un théoréme fort pratique de diagonalisation simultanée de matrices qui
n’est qu'une reproduction dans un contexte plus général du résultat précédent.

Théoréme 2.3.2 Soient E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (.|.) et Q une forme
quadratique arbitraire de E£. On note ¢ sa forme polaire et By une b.o.n. de E et u l’endomor-
phisme associé a la matrice de ¢ notée A dans By. Alors, il existe une base B = (f1,..., fn)
orthonormée pour (|) et formée de vecteurs propres de u :

Vi € {1,...n} u(fz) :)\zfz
Si on note P la matrice de passage de By dans B, alors P est orthogonale : Pt = P~ et on a
D =P 'AP.

Ce théoréme est appelé "théoréme de réduction simultanée" ou "de diagonalisation simulta-
née" car la base B donnée par I’énoncé est a la fois orthonormée pour (|) et orthogonale pour
©.

On retiendra en particulier le corollaire intéressant en terme matriciel.

Corollaire 2.3.1 Soit S une matrice symétrique réelle et A une matrice symétrique définie
positive, alors il existe une matrice P inversible et une matrice diagonale D telle que

A= PP et S = P!DP.

Notez bien 'importance de ’hypothése matrice symétrique définie positive dans le précédent
corollaire, ceci afin de manipuler un produit scalaire sur R". Le théoréme est faux si on oublie
ne serait-ce que l'aspect "défini".
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Chapitre 3

Compléments d’analyse : espaces
vectoriels normés

3.1 Espaces métriques

3.1.1 Distance
On rappelle rapidement la définition de distance.

Définition 3.1.1 (Distance) d est une distance sur un ensemble E si c¢’est une application de
E x E dans RT telle que

— d est symétrique : d(z,y) = d(y, ).

— d sépare les points : © # y < d(z,y) > 0.

— d satisfait l'inégalité triangulaire
Voici quelques exemples simplistes :

— d(z,y) = 054 ol 0 est le symbole de Kronecker.

— d(z,y) = |z —y|

— d(z,y) = Vi (i — i)

3.1.2 Cas des espaces L,

Voici des exemples un tout petit peu moins simplistes :

1 1/p .
— d(f,g9) = (fo \f—g]p> , pour tout p > 1 ou (f,g) € LP(R).
— La distance dérivée de la norme infinie sur ’espace des fonctions continues d’un intervalle
I:
d(f,g) = sup|f(z) — g(z)|.

xzel

— On peut également citer les exemples avec les suites de réels :

+0o0 1/p
d(u,v) = (Z Uy, — fun]p> , V(u,v) € P(N).
i=1

Dans les derniers exemples faisant intervenir les normes ||.|/,, le point non trivial provient de
la question de l'inégalité triangulaire. Celle-ci est assurée par le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 Soit f et g deux fonctions de lespace LP(I) ou I = [0,1] pour p > 1, alors

1+ gllp < I f1lp + llgllp-

33



Preuve : Nous allons démontrer ce résultat en admettant dans un premier temps 'inégalité de
Holder, a savoir

11
feLp(I)etg e Ly(I) o Ty L= [Ifgl < I £llpllglly (3.1)

On se donne donc f et g de Ly([) et par inégalité triangulaire :

1 1
If+gllf = /0 | + P (x)de < /0 (f1+ gD (@) + gl(x)P " da.

Puis, en distribuant on a

1 1
If +9lip S/O \fl(x)|f+g|($)p‘1dx+/0 lgl(2)].f + gl(x)~ dx

On appliquera alors inégalité de Holder (3.1) a f € LP et (f + g)P~! e LP'.
— Pour cela, il faut préalablement démontrer que (f + g)P~! € L,y . On vérifie en effet que
l/p+1/p' =1+ p = £ puis
(1 gl < @7 (1P gl ™))" < 20 (707 4 1gl 0707
Les termes de droites sont respectivement égaux a |f[P et |g|P en raison de la relation

entre p et p’. D’olt I'appartenance de (f + g)P~! a Despace Ly (I).
— On applique (3.1) et on obtient

/ 1f + gllp < UFlICf + 9Pl + lgllplI(F + )P~

Par ailleurs,

1 1/p’
1F+ g7y = ( / \f+gr<p-1>p’) (3.2)

- < /0 1 |f+g|p>11/p. (3.3)

IF + gl
£+ oll

On obtient alors I'inégalité recherché en regroupant les termes || f + g/, dans le membre
de gauche de 'inégalité.

D’ou
£+ glly < (1 fllp + llgllp)

O Afin de compléter la démonstration, nous revenons a (3.1) dans le Lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Si f € L,(I) et g € Ly(I) avec 1/p+1/p' =1, alors fg € L1(I) et

gl < [ fllpllgllp-

Preuve : On remarque qu’on peut considérer les situations ou || f||, = ||gllq = 1 quitte & renor-
maliser ensuite. On considére o = 1/p et 8 = 1/p’ et I'inégalité arithmético-géométrique montre
que

V(u,v) € R% uv? < au+ Bu.
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Cette derniére inégalité se démontre facilement en prenant le logarithme des deux expressions
précédentes, logarithme qui est une fonction concave.
Ensuite, on considére u = |f(x)?| et v = |g(z)|”’, on obtient alors

1 S 1q 1 ,
/If(w)”ll/plg(m)”ll/”dxﬁ/ “[f(@)P + Slg(2)Pdr = a+ B = 1.
0 o P p
0

Proposition 3.1.1 Si d est une distance sur E, alors une inégalité classique est l’inégalité tri-
angulaire inverse :

d(x,y) > |d(z, z) — d(z,y)],

valable pour tous x,y,z dans E.

Preuve : La démonstration repose sur deux inégalités triangulaires : d’une part on a
d(z,y) +d(y,z) > d(z,z) = d(z,y) > d(z, z) — d(y, z).

D’autre part,
d(z,y) +d(z,2) = d(y, z) = d(z,y) = d(y, z) — d(z, 2).

La suite s’en suit en prenant les valeurs absolues dans les termes de droite précédents.
O

Définition 3.1.2 (Espace métrique) Un espace métrique est un ensemble E muni d’une dis-
tance d.

Par abus, nous noterons souvent E le couple (E, d), en notant plus précisément dg la distance
de E si nécessaire (le contexte aidant, d désignera par défaut la distance de tout espace métrique
considéré).

Définition 3.1.3 (Isométrie) Une application f : E — F entre deux espaces métriques est
1Sométrique St

V(,y) € B2 d(f(z), f(y)) = d(z,y).

Une application isométrique étant clairement injective, on parlera aussi d’injection (ou plon-
gement) isométrique. Une isométrie entre deux espaces métriques est une bijection qui est une
application isométrique; son inverse est alors aussi une application isométrique. Deux espaces
métriques F et F' sont isométriques s’il existe une isométrie de F dans F’ .

3.1.3 Norme

Une notion intimement associée a la notion de distance est la notion de norme sur un espace
vectoriel. Notez que cette norme n’est pas nécessairement dérivée d’un produit scalaire et que en
toute généralité, elle est définit ainsi.

Définition 3.1.4 (Norme) Une norme sur un espace vectoriel est une application ||.|| de E
dans R telle que

— |z =0<=2=0

— Izl = A=

— e +yll < llzll + llyll-
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On constatera qu’on définit une distance & partir d’'une norme. L’inverse n’est pas vrai en
toute généralité (il existe des contre-exemples dans certains espaces fonctionnels).
Rappelons enfin les deux inégalités fondamentales déja vues dans le chapitre précédent.

Proposition 3.1.2 (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit ||.|| une norme dérivée d’un produit
scalaire, alors
V(,y) € B2 [z,y)| < [l < Ily]

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Minkowski - Inégalité de la norme) Soit ||.|| une norme
dérivée d’un produsit scalaire, alors

V(wy) € B2 ao+yll < ol + llyl

On dira que (E,d) est un espace métrisé tandis que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé
(e.v.n.). Notamment, sur (E, ||.||), nous allons étudier des notions topologiques importantes.
On termine par quelques exemples simples.
— Si f est une application inversible de GL(FE) et si ||.|| est une norme sur F, alors N(x) :=
|| f(x)| est une norme de E.
— Si ||.|| est une norme, alors on a l'inégalité

el Myl

1 T Y
o= o1 > g max el o1} | I
3.1.4 Boules

Boules La premiére définition fondamentale est donnée par la notion de boules ouvertes ou
fermées puisque c’est au travers de cette définition que nous définirons ce qu’on appelle la topologie
de 'e.v.n.

Définition 3.1.5 (Boules) Dans un espace métrique, on définit la boule ouverte B(z,r) par
Bx,r)={yeE | dxy) <r}.

La boule fermée est alors

B(z,r)={yeE | d(z,y) <r}.
Enfin, la sphére est bien sir l’ensemble des points o distance exactement égale a r.
Ouverts, fermés Ces notions de boules nous permettent alors de définir les ouverts et fermés
de (E,d).

Définition 3.1.6 (Ouverts, Fermés) Un ensemble O est ouvert dans E si pour tout point x
de E, il existe v > 0 tel que
B(z,r) C O.

Un ensemble F est fermé si son complémentaire dans E est ouvert.

On énonce rapidement un ensemble de proposition fournissant des propriétés d’ouverts ou
fermeés.

Proposition 3.1.4 Soit I un ensemble d’indices et (U;)ier une famille d’ouverts, (F;);c; une
famille de fermés, alors
i) L’union des U; est ouverte.
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it) Si I est fini, alors Uintersection des U; est ouverte.
iii) L’intersection des F; est fermée.
i) Si I est fini, alors l'union des F; est fermée.

Preuve : La démonstration du i) est équivalente a celle du iii) par passage au complémentaire.
Soit un ensemble d’ouverts O; et donnons nous un élément z € UO;. On a alors par définition
de l'union :

dig el S Oio-

Comme O;, est ouvert, on sait alors qu’il contient une boule centrée en = de rayon r > 0 assez
petit. Aussi, cette boule est dans U;c;O;.

La démonstration de ii) est équivalente a celle du iv), toujours par passage au complémentaire.
Donnons nous z € ﬂleOi. Comme chaque O; est ouvert, il existe r; un rayon de boule centrée
en x tel que B(x,r;) C O;. Il suffit alors de considérer r = mini<;<,r; > 0 pour avoir que

Vi<i<p B(z,r) C B(z,r;) C O;.

D’ou B(xz,r) C NE_,0; et I'intersection est donc ouverte. U
Notons que les caractéres finis de I ne peuvent étre évités. En effet, si on définit

U, =]—1/n;1/n|,

on vérifiera que NI, = {0} qui est non ouvert. On peut trouver le méme contre-exemple avec des
ensembles fermés :
Unl0,1—1/n] =10,1) qui est non fermé.

Distance a un ensemble Dans un espace vectoriel métrisé, on définit la distance a un en-
semble par

(e, 4) = inf {d(z.y)}.

Notons que par le fait que nécessairement {d(x,y)} est une partie de R™, elle dispose d’un plus
petit élément que cette borne inférieure & un sens.
Un ensemble est enfin dit borné si il posséde un diamétre majoré :

Définition 3.1.7 (Ensemble borné) Soit A un sous-espace d’un espace métrique, A est borné
st et seulement si
JreE JIr>0 A C B(z,r).

On définit alors son diamétre au travers de

5(A)= sup d(z,y).
(z,y)€A2

On remarquera que nécessairement, avec les notations précédentes

0(A) < 2r.

Voisinage Dés qu'on a définit la notion de boule ouverte, on peut définir un ensemble de
voisinage.

Définition 3.1.8 V, est un voisinage d’un point a € E si et seulement si il existe r > 0 tel que

B(a,r) C V.

Cette notion de voisinage permet alors de définir 'adhérence d’un ensemble.
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Définition 3.1.9 (Adhérence) On dit que a € E est dans l'adhérence de A si et seulement si
tout voisinage de a rencontre A. L’ensemble des points d’adhérence de A s’appelle simplement
l’adhérence de A et est notée A.

Enfin, ces adhérences renvoient a la notion de densité d’un espace dans un autre.

Définition 3.1.10 (Partie dense) On dit que A est dense dans E ssi

A=F.

Quelques exemples :
1. Q est dense dans R.

2. L’ensemble des matrices inversibles est dense dans M, (R).
C’est un résultat assez simple a démontrer. On suppose que A est une matrice de M,,(R)
et pour tout € > 0, on cherche M & distance au plus € qui est inversible. On considére
pour cela la matrice A + sl,, ou s € R. On sait que le déterminant de A + sI,, est un
polynoéme en la variable s, il a donc au plus n racines. Par conséquent, il existe une suite
(sk)k>1 tendant vers 0 pour laquelle

det(A + Skfn) 75 0.
Cette suite de matrices (A + s ly,) est une suite de matrices inversibles, et converge vers

A. D’ou la densité de GL,(R) dans M, (R).

3. L’ensemble des polyndémes est dense dans I’ensemble des fonctions continues, pour la
topologie de la convergence uniforme (norme infinie). C’est le théoréme de Weierstrass.
La démonstration n’est pas si élémentaire et réclame des outils un peu plus avancés
d’analyse ou de probabilités.

4. L’ensemble A défini par

A:{PeR[X]:P:Zn:aiXi | Zai:o}
=0 %

est dense dans R[X] pour la norme définie par

|ail
N(P) =) .
prl +1

Démontrons ce dernier résultat et donnons nous un polynéme P € R[X]. Soit € > 0, on
cherche @ tel que N(P — Q) < e avec ) € A. On sait que P s’écrit

n
P=> aX,
i=0
et on considére
n n
Qq =P= ZaZX’ - Zain,
i=0 i=0
ol ¢ > n. Par construction, QQ € A et par contre

n .
N(PQ):w — 0 lorsque ¢ — +oo0.
q

On a donc @ arbitrairement proche de P et A est dense dans R[X].
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3.1.5 Topologie

Ce qui est appelée une topologie de E est la donnée d’un ensemble d’ouverts. Ces ouverts
peuvent étre induits par la notion de boule dérivée d’une distance d. Ainsi, la topologie induite
par la distance d sera la donnée des ouverts de E au sens des boules ouvertes via d. Pour
I’ensemble E = [0, 1], on constatera que I'ensemble des ouverts est "infini", ce qui sera d’ailleurs
communément le cas dans la suite de ce cours.

Voici quelques éléments de réflexion.

n 1/P
]| := (Z Iﬂczlp>
i=1

est une norme pour p = 1, 2, +00. Par ailleurs, représenter les boules unités.

1. Démontrer que

La démonstration générale faisant intervenir les normes ||.|[, pour les suites s’appuie sur les
éléments de démonstration déja vus pour les inégalités de Minkowski. On peut cependant
produire ici des démonstrations bien plus simples dans les cas p = 1, 2, +o0.

2. Démontrer que d définie par

[z —y|
d = —

est une distance sur R.

Le seul point délicat réside dans l'inégalité triangulaire. On désigne par f 'application
telle que

On sait que |. — .| est une distance, donc
V(z,y,2)  le—yl+ly—z =z -2

En appliquant f qui est une fonction croissante f(|z —y| + |y — z|) > f(|z — z|). Enfin,
on remarque que lorsque u et v sont positifs, on a :

u—+v U v U v
= + < +
l1+u+wv l+u+v 14+u+t+vw 1+u 14w

fluto) = = f(uw) + f(v).

Cette derniére suite d’inégalités permet alors de conclure.

3. Démontrer que ||A|| = \/Tr(AA) est une norme sur l'espace des matrices réelles. Cette
norme dérive-t-elle d’un produit scalaire ?

Un calcul rapide permet d’écrire qu’en réalité :
2 2
1A]* = E Qi -
2

C’est donc une forme quadratique dont l'identité de polarisation donne

1A+ B|* = [|AI* = |1BI* =2 aijbi; = 2(A, B) = 2Tr(A'B).
i.j

C’est donc une norme dérivée du produit scalaire précédent, appelée norme de Frobenius.
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4. La partie A = {(z,y) € R* | xy =1} est-elle ouverte? fermée ? bornée ?

Clairement, la partie A n’est pas bornée : si on considére (n,1/n) avec n — 400, on
obtient une séquence de point non borné qui appartient & A. On constate également que
A n’est pas une partie ouverte puisque pour tout point de A, aucune boule de R? centrée
en ce point n’est contenue dans A.

Enfin, le complémentaire de A est par contre ouvert : si (z,y) est tel que zy # 1, un dessin
suffira & ce convaincre qu’on peut trouver une boule centrée en (z,y) n’intersectant pas
A, donc appartenant & son complémentaire... Ainsi, A est une partie fermée de R2.

Notons enfin qu'’il existe des critéres simples pour démontrer que certains ensembles sont
fermés (et donc ouvert en passant au complémentaire).

Proposition 3.1.5 Un ensemble U est fermé dans E si et seulement si toute suite d’élements
de U convergente converge dans U.

3.1.6 Convergences, ensembles compacts

Convergences On utilisera souvent ces normes ou distances pour quantifier comment un objet
se rapproche d’un autre. Aussi, on parlera de suite convergente au travers de la définition suivante.

Définition 3.1.11 (Suites convergentes) Soit (E,d) un espace métrique, une suite (Up)n>0
converge vers u dans E si et seulement si
lim d =0.
i dliun, w)

Si Pespace est normé, on pourra bien entendu parler de la méme notion en utilisant ||. — ||
au lieu de d(.,u).

Il est parfois judicieux d’utiliser plusieurs normes sur un méme espace E. Cela améne a se
poser la question générique : si N7 et No sont deux normes sur F, a-t-on

Nl(un) — 0 <— Nl(un) — 07

La encore, en toute généralité, ce dernier point est faux, sauf lorsque les normes sont "équi-
valentes". C’est d’ailleurs précisément la définition de cette notion.

Définition 3.1.12 (Normes équivalentes) N; et Ny sont équivalentes si et seulement si toute
suite convergente vers 0 au sens de N1 converge au sens de Na.

Cette relation sur ’ensemble des normes sur E est bien une relation d’équivalence. Notons
qu’enfin, cette notion de norme équivalente est une notion "autour de 0" au sens o la proposition
suivante garantit ’équivalence des normes.

Proposition 3.1.6 N; et Ny sont équivalentes si et seulement st
J(c,C) e RT xRT  ¢Ny < Ny < CNy. (3.4)

Preuve : Nous démontrons tout d’abord que (3.4) implique que Nj et Ny sont équivalentes.
C’est presque évident car si x,, est une suite de points tendant vers 0 pour Ni, alors Na(z,,) <
CNy(zp) — 0 lorsque n — 4o00. Si la suite x, est une suite de points tendant vers 0
pour Na, alors Ni(zy,) < cilNg(xn) — 0 lorsque n — +o0o. D’ou la conclusion.

Réciproquement, démontrons que si N7 et Ny sont équivalentes, alors elles satisfont (3.4). On
va se restreindre a démontrer (3.4) lorsque les points  sont pris dans des boules au sens de Nj.
En effet :
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No(z) = N (N:Ew)Nl(x)> = Ni(z)N; (ij)> .

Ainsi, si N3 est bornée sur By, (0, 1), alors la conclusion s’en suivra. Supposons donc le contraire :
ainsi pour tout entier n, il existe x,, dans By, (0,1) tel que

No(zp) > n.

Cela signifie que Na(zy,/n) > 1. Mais on sait que z,/n €n, (0,1/n) et donc z,,/n tend vers 0
pour Np. Cela signifie alors que Na n’est pas équivalente & Ny, ce qui est absurde. Par conséquent,
Ny est bornée sur By, (0,1) par C et finalement, nous obtenons que

L’inégalité Ny < ¢ 1Ny est également satisfaite en permutant les roles de Ny et No. O

On retiendra du résultat précédent que pour prouver que 2 normes ne sont pas équivalentes,
il suffit de trouver une suite d’éléments de E qui tend vers 0 pour I'une mais pas pour 'autre.

Si la situation sera simple en dimension finie pour les R espaces vectoriels, ce sera loin d’étre
le cas en dimension infinie (lorsque E est un espace de suites ou de fonctions).

A toutes fins utiles, on démontrera que ||.||1 et ||.]|s ne sont pas équivalentes sur E = C([0, 1])
en considérant la suite de fonctions "triangles" de base 1/n et de hauteur 1. Méme question avec
||.|l2 & comparer & ||.||;.

Par contre, on peut chercher & démontrer a la main que sur £ = R", les normes |||/, sont
toutes équivalentes entre elles.

Compacts La définition suivante est trés importante.

Définition 3.1.13 (Compacts) Soit K une partie d’un espace métrique E. On dit que K est
compact s’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgque : de toute recouvrement de K par des ouverts
on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Cela se traduit de la maniére suivante : si (U;);cs est une famille d’ouverts telle que
K C UierU;

, alors il existe un sous-ensemble J de [ fini tel que
K C UjeyU;.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) Le célébre résultat est ainsi énoncé :
— Un ensemble K d’un espace métrique E est compact si et seulement si de toute suite
d’éléments de K on peut extraire une sous-suite convergente dans K.
— En particulier, dans les R ou C espaces vectoriels de dimension finie, les parties com-
pactes sont les fermés bornés.

On ne démontrera pas ce résultat par soucis de concision. On pourra consulter des démons-
trations complétes dans des traités classiques de topologie (livre de C. Wagschal : "Topologie et
analyse fonctionnelle", ou de G. Skandalis : "Topologie et analyse 3e année : Cours et exercices
avec solutions").
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Remarquons enfin que I’hypothése de dimension finie est fondamentale pour pouvoir affirmer
qu’'un espace fermé et borné est compact. En effet, considérons E = R[X] I’espace des polynomes
a valeurs réelles. On considére cet espace vectoriel normé au travers de la norme

k
N aiX') = sup |ai|.

P 0<i<k

Appelons B la boule unité fermée de E relativement & cette norme et remarquons que B est
donc fermée et bornée. Pourtant, B n’est pas compacte : la suite de polynémes P, (X) = X" est
bien dans B, de norme 1 et ne converge vers aucun point de B, ni de R[X] car tous les termes
de la suite (P,)n>0 € EN sont a distance 1.

3.2 Fonctions sur un espace vectoriel normé

3.2.1 Continuité

On étudiera la plupart du temps des fonctions sur les e.v.n. et notamment au travers de
propriétés de continuité de ces fonctions.

Définition 3.2.1 (Continuité) Une application f de (E,d) dans (F,d') est continue si
VieE Ve>0 Ir>0 ye€B(x,r)= f(y) € B'(f(z),e€).
ot B désigne la boule au sens de d, et B' celle au sens de d'.

C’est une notion bien connue, tout autant que la notion de fonction Lipschitzienne. La encore,
cette notion est directement reliée aux distances utilisées sur les espaces normés ou métrisés.

Définition 3.2.2 (Fonctions Lipschitzienne) Une application f de E dans F est Lipschit-
zienne s’il existe k tel que

V(z,y) € B> d(f(x), f(y) < kd(z,y).
La constante de Lipschitz de f est la plus petite constante vérifiant l’inégalité précédente.

— Bien entendu, I'application "norme" est par construction 1-Lipschitzienne car c’est une
conséquence immédiate de l'application de la Proposition 3.1.1 : si f(z) = ||z||, alors

[f (@) = F@)l = [llzll = lyll] < [lz =yl

— L’application distance & un ensemble est également Lipschitzienne : en effet considérons
x,y dans E? et z un élément de A quelconque, A un sous-ensemble de E. On

d(z, A) < d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Puis, on a
d(ﬂj‘, A) - d(l’,y) < d(ya Z)‘

Cette derniére inégalité étant vraie pour tout z de A, on peut alors prendre I'inf en z dans
le terme de droite pour obtenir

Les roles de z et y étant parfaitement symétriques, on obtient ensuite
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— Un dernier exemple simple. On considére A le disque unité de R? et f 'application qui a
(w,y) associe (x2,42). On considére la norme ||.||2 :

Hf(xhzn)—f(xmznﬂh==IKxf—wgﬂﬁ—%é)H2==\/@n-—wzﬁ($14-$zf-+@n~—y2V(y1%-yﬂ2
— ~—
<4 <4

On obtient alors que f est 2-Lipschitzienne.
Les applications Lipschitziennes sont une source inépuisable d’applications en analyse (on

verra plus loin un exemple fondamental en "points fixes") et fournissent des exemples immédiats
de fonctions continues.

Ces fonctions continues satisfont la propriété suivante importante :

Proposition 3.2.1 L’image réciproque d’un fermé par une fonction continue est fermée. On a
méme équivalence : f est une application continue de E dans F si et seulement si pour tout
owvert O de F, f~1(0) est ouvert.

Il n’en est pas de méme des images "directes" : on peut considérer f(z) = e® et I = [—00,0. [
est fermé mais f(I) =]0, 1] qui est ouvert.

Une notion plus forte que la continuité est celle de continuité uniforme. L’uniformité se traduit

par une adaptation "universelle" du r de la définition de continuité a tout choix de x et y de
I’espace vectoriel E.

Définition 3.2.3 (Continuité uniforme) f est uniformément continue si elle vérifie :

Ye>0 Ir>0 Y(z,y)eE> dz,y) <r=d(f(y), f(z)) <e.

On démontrera en guise d’exercice les propriétés suivantes.

Proposition 3.2.2 Une fonction Lipschitzienne est uniformément continue.

Preuve : On considére f Lipschitzienne de coefficient L et € > 0. Si § < ¢/L, on a alors
V(w,y) € B* |z —y| <= [f(z) - f(y) <

O
La proposition suivante, basée sur 'inégalité des accroissements finis, permet de déduire

facilement si une fonction dérivable est Lipschitzienne.

Proposition 3.2.3 Pour toute fonction dérivable f définie sur un intervalle I, on a f Lipschit-
zienne si et seulement si f' bornée sur I.

Notons que bien entendu, il existe des applications Lipschitziennes non dérivables (|z| par
exemple).

Enfin, il est important de remarquer ’effet d’une fonction continue sur un ensemble compact.

Théoréme 3.2.1 Soit f une fonction continue de E dans F ot E et F' sont deuz e.v.n. Alors,
st K est un compact de E, alors f(K) est compact de F'.

Preuve : La preuve est trés simple en utilisant le critére séquentiel. Donnons nous une suite de

points (yn)n>0 de f(K), alors il existe une suite de points (zp)n>0 dans K tels que f(zp) = yn.

L’ensemble K étant compact, on peut extraire une sous-suite x

o(n) convergente vers z* € K.

Par continuité de f, on en déduit que
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Ainsi, la suite (y,(n))n>1 est convergente. Cela permet de conclure. U
Remarquons que si une fonction f est continue sur E et & valeurs réelles, alors de part la
caractérisation des compacts de R (ce sont les fermés bornés) la fonction f est bornée et atteint
ses bornes.
Notons enfin le théoréme de Heine qui lie continuité & uniforme continuité.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un compact y est uni-
formément continue.

Preuve : La encore, la preuve exploite la définition de compacité. Soit K un compact et f
une application continue sur K. Fixons un € > 0 et pour tout « de K, la fonctinuité de f en z
nous assure l'existence d’un d, . sur lequel :

Vy € B(z,0zc)  |f(z) = fly)l <e

Par ailleurs, on sait que Uzex B(x,2710, () est un recouvrement de K. On peut donc en extraire
un sous-recouvrement fini de cardinal ¢* :

K Cc Ul_,B(z;, 9”2)

On considére alors

et on sait que

Y(y,z) € K* |y—z\§5*z§|i:\|xi—y|§% et |mi—z]§%
De ce fait, on a bien |f(y) — f(2)| < € et le théoréme de Heine s’en suit. O

3.2.2 Applications linéaires entre espaces vectoriels normés
Soient F, F' deux R-espaces vectoriels normés. Pour toute application linéaire f : E — F' |

on pose
X
= sp @I
zeE\{0} |||

En raison de la linéarité des fonctions considérées, on a aussi :

I7ll = sup [f(@)] = sup |lf(@)]

[l]|= [l=]I<1

Si F' =R, c’est-a-dire lorsque f est une forme linéaire réelle, on a aussi

I/l = sup f(z).

=<1

La continuité des applications linéaires d’e.v.n. est facilement caractérisable en vertu de la
proposition suivante.

Proposition 3.2.4 (Continuité des applications linéaires d’e.v.n.) Les trois propositions
suivantes sont équivalentes.

1. f est continue en 0.

2. f est continue.
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3. || fll est fini.

— Voici un petit calcul simple de la norme d’une application linéaire. On considére une

matrice A donnée par
a b
A= ( . b ) |

On considére f Papplication de (R?,][.||1) dans (R, ||.||2) donnée par
fla.y) = Alz,y)".
On vérifie que
17 I3 = G+ by)? + e+ dy)” < (lelv/a? +& + VB + )
Ce dernier terme se majore encore en
el Va 4 @ + VI & < (Jo] + [yl) max{Va? + & VB + )

Finalement, on a lorsque ||(z,y)||1 <1 que

1f(z,y)ll2 < max{\/a2 + 2 \/bz + d?},

et on vérifiera aisément que cette borne est atteinte, soit en (1,0), soit en (0, 1). Ainsi, on
a démontré que

1f]l = maX{\/a2 + c%; \/b2 + d2}.

I est important de remarquer le rdle de la norme : en se plagant dans £ = R[X], on
considére

p(P) = P(2).

Si £ est muni de la norme ||.||x 0,17, alors on a bien |p(P)| < [|P]lo et ¢ est continue.
Si par contre on considére la norme qui est le sup des coefficients du polynoéme, alors ¢
n’est pas continue : P,(X) = X" est de norme 1 et pourtant ¢(F,) = 2.

C’est a cause de 1'équivalence entre (1) et (3) que les termes "application linéaire bornée" et
"application linéaire continue" sont parfois employés comme synonymes. Dans la suite, on notera
L(E, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'. La proposition suivante est
immédiate

Proposition 3.2.5 1. L’application L(E, F) — R qui a f associe || f|| est une norme appelée
norme d’opérateur.

2. Si feL(E,F) et ge M(F,Q), alors
llgo fII < llgll-N £1-

3. Si E n'est pas réduit a {0}, alors
[d]| = 1.

Preuve : La démonstration des trois points repose sur la définition de la norme opérateur.
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1. Notons que si f € L(E, F), alors

Ifll=0= ||Sl\\1£0||f($)“/”x” =0=VvVreE  f(z)=0.

La propriété d’homogénéité est évidente. Par ailleurs, on a bien par inégalité triangulaire
et définition de ||f]| et ||g|| que

VeeE |z <1 [[(f +9) @) < [[f @) + llg@@) < A1+ llgll-
Puis, en passant au sup dans le membre de droite, on en déduit alors que
If +gll < IIf +gll.

2. Le second point provient des inégalités suivantes :

f(z)
£l ()

Vallall <1 llgo f@)] = | f(@)] Hg< )H < U7 sup o)l < 151 ol

ylI<

3. Enfin, le dernier point est évident puisque ||Id|| = sup, || f(z)||/||z|] = sup, ||z]|/||z] = 1.
g

Il découle de la proposition précédente le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1 Si f € L(E, E), alors

L < LA™

Voici quelques exemples qui méritent une petite réflexion.
— On considére ¢ : R[X] — R donnée par

Par ailleurs, on considére la norme définie par le sup des coefficients de P : N(P) =

sup; |a;| ot P =" a; X".

On considére alors le polynéme particulier P,(X) = X" et on constate que N(P,) =1

alors que ¢(P,) = 2" — +o00. Aussi, 'application ¢ n’est pas continue puisque ||¢|| = oo.
— De la méme fagon, on considére toujours sur R[X] la norme infinie précédente et la nouvelle

norme Ny définie par
Ny (Zaz‘Xi) = Z |ail,
i

L’application d’intérét ici ¢)(P) = P, mais considérée de l'e.v.n. (R[X], N) dans l'e.v.n.
(R[X], N). On constate alors que P, =1+ X + ...+ X" ! est tel que N(P,) = 1 alors
que Ni(P,) = n. Aussi, 'application ¢ = Id n’est pas continue entre ces deux espaces
vectoriels normés.
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Chapitre 4

Compléments d’analyse : espaces
complets, espaces de Hilbert

4.1 Espaces complets et de Banach

4.1.1 Suites de Cauchy

Définition 4.1.1 (Suites de Cauchy) Une suite (uy)n>0 d’un espace métrique (E,d) est dite
de Cauchy si elle vérifie :

Ve>0 AN eN V(p,q) >N d(up, uq) < e.

Ces suites ont certaines propriétés relativement pratique.

Proposition 4.1.1 — Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.
— Toute suite de Cauchy est bornée.
— Une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy et posséde une sous-suite
convergente.
— L’image d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est de Cauchy.

Preuve : Les démonstrations sont relativement élémentaires. Pour i), on considére (uy)n>1
de Cauchy et ¢ une extraction de sorte que vy, = ug(y,). Pour € positif, on sait qu’il existe ng tel
que le critére de Cauchy est satisfait pour n supérieur a ng. De ce fait, en considérant 7 tel que
¢(no) > no, on a alors le critére de Cauchy satisfait pour (vy)p>0.

Pour i), il suffit de prendre e = 1 et constater qu’il existe ny pour lequel le critére de Cauchy
est satisfait. Puis,

Yn > ny [t — Un, | < 1,

de sorte que la suite (uy)n>1 est bornée.

Pour iii), il suffit de récrire la définition. g
Notons par exemple que la suite u,, = (—1)" est une suite bornée mais qui n’est pas de
Cauchy. De méme, la suite u, = 1/n sur l'ensemble (0, 1] est une suite de Cauchy mais ne

converge pas dans son espace de définition puisque 0 n’est pas dans (0, 1].

4.1.2 Espaces complets, Espaces de Banach

Cette notion probablement rencontrée auparavant se synchronise parfois avec la notion de
suite convergente. FEn réalité, il existe également des espaces métriques ol la différence est réelle !
Cette remarque impose donc le résultat suivant, ainsi que la prochaine définition.
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Définition 4.1.2 (Espaces complets) Un espace E est complet si toutes les suites de Cauchy
de cet espace convergent.

Une proposition pratique permet d’obtenir des espaces complets a partir d’autres :

Proposition 4.1.2 — Si(E,Ng) et (F, Np) sont complets, alors le produit cartésien E X F
est complet pour la norme N = N + Np.
— Si E est complet et F' fermé dans E, alors F' est complet.

Preuve : Le premier point se démontre en revenant a la définition : soit (u,) une suite de
Cauchy de E x F'| alors pour tout e, il existe n. tel que le critére est satisfait au dela de n..
On a donc

N(up — Upqp) < €

De ce fait, on a bien Ng(ul — ugﬂ,) < € et la coordonnée dans E de la suite u est de Cauchy.
Il en est de méme pour la coordonnée dans F'. Ainsi, chaque coordonnée est convergente et donc
la suite u également. Conclusion : F X F' est complet.

Le second point consiste & considérer une suite de Cauchy dans F', remarquer qu’elle est alors
de Cauchy dans E et donc convergente. Mais F' étant fermé, la suite converge alors nécessairement
dans F', et donc F' est complet. O

Enfin, un exemple fondamental d’espace complet est bien connu (en vertu du prochain résul-
tat).

Théoréme 4.1.1 Dans l’espace RP muni de la distance euclidienne, toute suite de Cauchy est
convergente. Aussi, RP est complet.

Preuve : En vertu de la proposition précédente, il suffit de démontrer ce résultat pour d = 1.
Considérons une suite de Cauchy (uy)n>1 réelle et appelons

ap = inf uy, et Bp = sup uy.
k>p k>p

Les suites (ap)p>1 et (Bp)p>1 sont respectivement croissantes et décroissantes. Par ailleurs, par
définition des suites de Cauchy, on a

Ve>0 3dne | Yn>n,VgeN Up — € S Upyg S up + €
Par conséquent, comme u, — ¢ < «,, et u, + € > ,, on obtient que
Vn > ne ’an_ﬁn’§2€

On peut donc déduire que limy,_, o oy, — B, = 0. Ces deux suites (ap)p>1 €t (Bp)p>1 sont donc
adjacentes, puis convergentes. Il en est alors de méme de la suite (uy)n>1- O

Définition 4.1.3 (Espaces de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
et complet.

Voici quelques exemples.
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En dimension finie

1. Pour la distance usuelle, Q n’est pas complet mais R 'est puisque toute suite réelle bornée
posséde des sous-suites qui convergent.
Considérons par exemple la suite de Q définie par ug = 1, puis u; = 1.4, uo = 1.41, uz =
1.414, .... On se convainc aisément que (u,)nen est bien de Cauchy, et par construction
elle converge vers v/2 ¢ Q. On peut donc conclure que Q n’est pas complet.

2. Heureusement, il faut constater que cette situation pathologique n’est pas si courante, en
vertu du résultat suivant.

Proposition 4.1.3 Tout R-espace vectoriel de dimension finie est un espace de Banach.

En dimension infinie Les objets de dimension infinie sont de nature plus complexes (suites,
fonctions, ...). Un premier résultat positif est le suivant :

Proposition 4.1.4 L’ensemble des fonctions continues C([0, 1], R) est un espace de Banach lors-
qu’il est muni de la norme ||.||oo-

Preuve : Considérons pour cela une suite de Cauchy de C([0, 1], R), notée (fy,)n>1 et remarquons
que pour tout = de [0,1], la suite (fn(x))n>1 est de Cauchy dans R qui est complet. Aussi,
(fn(x))n>1 est convergente vers une limite que nous noterons f(x).

On sait aussi que

Ve>0 3dng n>ng,p>0= sup |fn(z)— fuip(z)| <e
z€[0,1]

En passant a la limite en p, on a alors que

Ve>0 dng n>ng= |fu(z) — f(z)] <e

Autrement dit, on a :
Noo(fn, f) = 0 lorsque n — +oo.

Il reste ensuite & démontrer que la fonction f est continue. Ce dernier point provient du fait
que ’ensemble des fonctions continues est un fermé pour la norme infinie. Si f, — f en norme
infinie, alors

Ve >0 Ine n>ne = Noo(fn —f) <e.

Fixons alors z € [0, 1] et n > n,, on sait alors que f,, est continue en z, donc il existe n > 0
pour lequel

[z —yl <n=|fulz) - fuly)| <€
Puis,
[f(z) = F)] < |f(@) = fa(@)] + | fulz) = fu(@)] + [fuly) = F(y)] < 3e.
O
Toutefois, la norme joue un réle trés important comme on I’a déja vu pour d’autre notions. En
effet, le méme espace muni de la norme Ny (f) = fol |f| n’est pas complet. En effet, considérons

la fonction f, égale & 1 entre 0 et 1/2 —1/n, nulle au dela de 1/2+ 1/n et affine entre 1/2—1/n
et 1/2 4 1/n. On démontre aisément que c’est une suite de Cauchy puisque

1
Nl(fn+p - fn)) S %
Cependant, la limite de f,, est discontinue en 1/2, prouvant ainsi que (C([0, 1],R), N1) n’est pas
complet.
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Proposition 4.1.5 L’espace P pour p > 1 est un espace de Banach ou ¢P désigne [’ensemble
des suites dont la puissance p est sommable.

Preuve : La encore, la preuve se déroule en découpant les e. On considére une suite de Cauchy
(u")p>1 dans ¢P. Chaque coordonnée de la suite est donc une suite de Cauchy de R, donc
convergente vers une quantité telle que

Il faut alors démontrer que wug est bien un élément de ¢P. Cela se démontre en suivant encore le
schéma de la preuve précédente. Enfin, il reste & prouver que |u™ — ul|, — 0 lorsque n tend
vers l'infini. On consultera un manuel d’analyse de licence pour une démonstration compléte. [

Cette derniére proposition fait d’ailleurs écho a la complétude de 'espace de fonctions LP(I)
ou I est un intervalle fermé borné de R.

Théoréme 4.1.2 L’ensemble des fonctions de LP(I) muni de la norme ||f|, = ([;|f[P) VP st
complet.

Pour une preuve de ce résultat, on pourra par exemple consulter le livre d’H. Brezis.
Par ailleurs, la proposition suivante garanti le caractére espace de Banach, au méme titre que
la proposition comparable sur les espaces complets précédentes.

Proposition 4.1.6 — Tout sous-espace fermé d’un espace de Banach est un Banach.
— Le produit d’espaces EE x F' est complet si et seulement st E et F' sont complets.
4.1.3 Applications contractantes et points fixes

Les fonctions définies sur des e.v.n. qui sont « contractantes »et définies sur des espaces de
Banach trouvent des applications fondamentales en probabilités, équations différentielles ou aux
dérivées partielles. Les résultats de type point fixe ressemblent tous au résultat suivant.

Théoréme 4.1.3 (Théoréme de Banach-Picard) Soit (E, ||.||) un espace de Banach, A un
fermé de E et f une application contractante de A dans A, c’est-a-dire qui vérifie :

ke (0,1) Yy €A |fx) - fW < kllz—yl,

Alors f admet un unique point fize dans A :
dlz el f(z) ==.

Les hypothéses du théoréme sont toutes absolument nécessaires :

— Si f(x) =+/1+ x, alors f admet un point fixe unique sur R.

— Si A=(0,1) et f(x) = x/2, la fonction f est 1/2 contractante et le seul point fixe de f
est 0 ¢ (0,1). L’espace (0, 1) ici n’est pas complet.

— De méme, si A = [0, +00[ et qu’on définit f(x) = v/1+ 22, on a bien que

|f(z) = f(y)| < kpyle —y| avec 0<kyy<1.

Cependant, la fonction f n’est pas k-contractante avec un k < 1 indépendant de x et y.
De ce fait, aucun coefficient de contraction ne peut étre inférieur a 1 strictement et uni-
formément. Aussi, le théoréme ne s’applique pas, ce qui est totalement logique puisqu’on
constatera que f n’a pas de point fixe.
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— f(x) = z est 1 contractante. On n’a pas l'unicité du point fixe.
— Certaines applications sont non contractantes et admettent pourtant des points fixe :

f(z) = 2%+ z.

0 est le seul point fixe mais 'application n’est pas contractante, méme au voisinage de 0

puisque f/(0) = 1.
Preuve : On va construire un tel point fixe par le biais de suites de Cauchy. On se donne
xo € A et on définit alors la suite récurrente d’ordre 1 (pas linéaire) :

Yn >0 Tn+1 = f(xn)

On va démontrer que (xy)n>0 est de Cauchy. Tout d’abord, une récurrence immédiate sur n
montre que
n
[#n41 = znl| < E"|lz1 — @ol|-

De ce fait, on a

n—+p—1
[Zntp — anl = Z Ti+1 — T
i=n
n+p—1
< D lwien —a
i=n
n+p—1
< Y Kl — ol
i=n
p—1
e D
i=0
k.n

La derniére inégalité assure alors que la suite (z5,)n>0 est de Cauchy. Comme A est un espace
complet, alors la suite (zy,)n>0 converge vers z*. Par ailleurs, f est Lipschitzienne donc continue
et nécessairement f(z*) = x*.

Nous établissons enfin I'unicité : on se donne 2 points fixes « et y. On a donc

[z —yll = [If(x) = FW)l < Kllz -yl

avec k < 1. Ainsi, on obtient
(1 —Fk)llz -yl < 0.

Cela permet de conclure que = = y. ]

Il existe de nombreuses généralisations de ce théoréme a des contextes fonctionnels plus gé-
néraux, ou adaptés a des cadres d’application trés particulier. On citera par exemple le théoréme
plus général suivant.

Théoréme 4.1.4 Soit A une partie compléte non vide d’un e.v.n. et f: A — A tel qu’il existe
p pour lequel fP est contractante, alors f a un point fize unique.

Cette version du théoréme est en particulier utilisé pour démontrer des propriétés fondamentales
sur les chaines de Markov en probabilité.
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Preuve : On considére application fP (qui doit étre comprise comme fo fo...o f). Elle est
contractante donc posséde un point fixe unique z :

(@) =
En appliquand alors f, on obtient que

fri (@) = f(o).

Par ailleurs, un petit jeu d’écriture permet de voir que fP*1(x) = fP(f(z)) et donc f(x) est un
point fixe de fP. Comme fP admet un unique point fixe, on en déduit que

flx) ==

Enfin, I'unicité du point fixe de f provient directement de celle du point fixe de fP. O

Ces théorémes de point fixe joueront un réle fondamental dans la recherche de solutions &
des équations implicites. Notez que ces théorémes sont licites dans des cadres généraux d’espaces
complets. Aussi, il ne sera pas surprenant de les rencontrer dans le contexte des équations dif-
férentielles, fonctions implicites, théoréme d’inversion locale, équations aux dérivées partielles,
controles des équations aux dérivées partielles, théorie des probabilités, . ...

4.1.4 Théorémes de point fixe & parameétres

Avant de donner des exemples plus élaborés, nous allons énoncer une extension du théoréme
de Picard qui concerne les fonctions a paramétres. Ce contexte se rencontre fréquemment en
analyse.

Théoréme 4.1.5 Soit A une partie non vide fermé dans E Banach et B une boule ouverte de
F. On considere une application f : A x B — A telle que 3k € (0,1) :

vte B Y(x,y)e A® ||f(a,t) ~ fly, )l < Kllw —y

On suppose en plus que f(x,.) est continue sur B, pour tout x de A. Alors, l'application t — g(t)
point fixe de f(.,t) est continue sur B.

Preuve : On considére ¢ dans B :
lg(t) = g(@) = £ (g(t), ) = f(g(¥), )l
. On peut alors écrire que
lg(t) = 9@l < 1£(g(t),t) — f(g(®), )l + [[f(g(t), t) = f(g(t), ).
Ainsi, on obtient, comme f est k Lipschitzienne, que
1 =B)lg®) =gl < £ (g(®).t) = Flg@), ) + 1 £ (9(2), 1)
Notons que k£ < 1 et par conséquent 1 — k > 0. Ainsi,

1/ (g(#), 1) = flg(®), ) + [/ (g(?), )
1-k )

lg(t) — ()l <
Comme t' — t implique que f(g(t),t) — f(g(t),t") — 0, on obtient que g est continue en ¢t. [J
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4.2 Equivalence des normes et espaces vectoriels complets

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel normé. On a alors la premiére pro-
position importante, qui étend le théoréme de Bolzano-Weierstrass aux espaces complets.

Théoréme 4.2.1 Dans les espaces complets, les ensembles compacts sont les fermés bornés.

Nous ne démontrerons a nouveau pas ce résultat basé sur des arguments de recouvrement. Il
implique par contre ce théoréme fondamental :

Théoréme 4.2.2 (Equivalence des normes en dimension finie) Soit E un e.v.n. sur un
corps complet, alors si E est de dimension finie toute les normes sont équivalentes.

On notera par la suite (eq,...,e,) une base de E et N une norme quelconque sur E. On
considére également la norme infinie sur £ définie par

[#]loc = sup |z,
1<i<n

lorsque x s’écrit * = x1e1 + ...+ zpe,. On a alors le lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Si E est de dimension finie, alors la norme N est continue de (E,||.||s) dans

(R, [])-

Preuve : Nous allons démontrer que N est en fait Lipschitzienne. On peut en effet écrire que

N (Z%@z) <Y il N(es) <zl Y Nes).
=1 =1 =1

Posons M = >~ | N(e;) et on a alors que M est non nul car les e; sont des vecteurs non nuls
de E. On a donc
N(z) < M|[z]|oo-

Ceci étant vrai pour tout x on a donc que
N(z —y) < M|z = yl|oo-
L’inégalité triangulaire inversée permet alors de déduire que
IN(z) = N(y)| < N(z —y) < M|z = Yoo

Cela signifie donc que N est M-Lipschitzienne et donc continue. O
On en vient donc & la preuve du théoréme.
Preuve du théoréme 4.2.2
Comme F est de dimension finie, il est isomorphe & R™ et il suffit de démontrer le résultat
pour E = R". On va démontrer que toute norme N est équivalente & ||.||oo. Considérons la sphére

unité pour |[|.||s :
S = {x\ sup |zi| = 1}.
1<i<n

On sait que S est fermée et bornée dans R™ donc S est compacte (elle est fermée car image
récriproque par  — ||z]|oo qui est une application continue, de {1} qui est fermé).!

1. Notons que si R est modifié en un autre corps, mettons noté K, alors pour savoir si S est compacte, on a
besoin de savoir que K est complet car les compacts sont les fermés bornés uniquement lorsque le corps de base
est complet. Ainsi, on peut obtenir exactement le méme résultat en utilisant un autre corps que R du moment
que celui-ci est complet.
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D’aprés le Lemme précédent, on sait que 'application N est continue sur S, donc elle atteint
ses bornes :

Im,M)eRL VzeS m < N(z) < M.

Par ailleurs, N atteint ses bornes donc il existe zp dans S tel que N(zg) = m et comme x( est
non nul, cela garanti que m > 0.
On obtient alors que

Vz € R” m§N< x >§M.

[E4 1
D’ou 'inégalité :

mzfloo < N(z) < Mllz|]lo

O

Démontrons que '’hypothése précédente de complétude sur le corps de base est incontournable.
Notons que cette erreur est commise dans de nombreux ouvrages qu’il convient donc d’éviter...
On consideére

E:{a+b\/§(a,b)ec@2}.

On notera que F est un Q espace vectoriel de dimension finie égale a 2. Par contre, QQ n’est pas
complet. Le théoréme précédent ne s’applique donc pas. En effet, il y a moyen de trouver deux
normes N1 et Ny qui ne sont pas équivalentes.

Plus précisément, définissons

Ni(a +bv2) = max(lal,|b]) et Na(a+bvV2) = |a+ bV2|.

On démontre tres facilement que N7 et No sont deux normes sur E. Elles ne sont par contre
pas équivalentes. Si on considére la suite

Up = (1 - \/§)n7

on constatera que
No(up) = (1 —=V2)" — 0 lorsque n — +o00.

En revanche, il est aisé de voir que Ni(u) ne tend pas vers 0. Si on récrit la formule du binéme
en

Unp = Qn — \/§bnu

on a alors en regroupant termes pairs et impairs que

(1+V2)" = a, +V20b,.
Ainsi,
(1—vV2)" + (1+v2)"
5 .

an =

Il est alors immédiat d’en conclure que (ay,)n>1 diverge. On obtient donc que
Ny (up) — 400 lorsque n — +o00.

Ainsi, N1 et N ne sont pas équivalentes.
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4.3 Espaces de Hilbert

4.3.1 Deéfinitions

Définition 4.3.1 (Espace de Hilbert) Un espace vectoriel normé (H, ||.||) est de Hilbert si sa
norme provient d’un produit scalaire et s’il est complet.

L’exemple phare dans la suite du paragraphe sera 'espace L? associé & un espace mesuré
(Q, F, p). Le produit scalaire associé est en effet

(f,9) = /Qfgdu.

Définition 4.3.2 (Ensemble dense) Un ensemble G dense dans un espace de Hilbert H véri-
fie :
Vhe H Ye>0 dgeG lg —hl <e

De maniére équivalente, cela signifie qu’on peut trouver une suite d’éléments de G convergente
vers h au sens de la norme ||.||.

Cette définition de densité permet alors de donner un sens & la définition suivante.

Définition 4.3.3 (Partie totale) Une partie F' de H est totale si ’ensemble des combinaisons
linéaires finies des éléments de F' est dense dans H. Autrement dit :

Vhe H Ye>0 3(fi,....fa) €F" I(A1,...,\n) ER": <e

h— i Aifi
i=1

Rappelons qu’une famille orthonormée de vecteurs de H est un ensemble fini ou non de vecteurs
orthogonaux deux & deux et de norme 1. On définit alors la notion fondamentale :

Définition 4.3.4 (Base Hilbertienne) Une famille (e1,...,en,...) est une base hilbertienne
de H si c’est une famille orthonormée totale dans H.

Sans entrer précisément sur ce que sont les espaces séparables, on notera I'importante propriété
(sans démonstration).

Proposition 4.3.1 Considérons H un espaces de Hilbert séparable (admet une famille dénom-
brable dense), alors
i) H admet une base hilbertienne au plus dénombrable.
it) Si {e;,i € I} est une base hilbertienne de H, alors tout élément orthogonal a tous les
vecteurs e; est nul.
i11) Soit H est de dimension finie et admet une base hilbertienne finie, soit il est de dimension
infinie et dénombrable.

4.3.2 Meilleure approximation et inégalité de Bessel

Les espaces de Hilbert présentent 'intérét fondamental de pouvoir exploiter la structure de
base hilbertienne afin de construire des approximants de maniére performante au travers des
produits scalaires de ’espace de Hilbert.
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Théoréme 4.3.1 Si {e;,i € I} est une base hilbertienne de H, alors pour tout élément f et
toute partie J de I, on a pour toute combinaison (a;)jcy

F= (fee| < ||1F =D aje;

jedJ jeJ

Preuve : La preuve est relativement simple en écrivant que

2 2
F=Y agei| = |[F =D (Frepes+ Y ((fre) —aj)e;
jed jed jeJ
2 2
= |1F =D (Feepes| +[D_((fres) —aj)e;
jeJ jed

+2(f =D (frei)e > ((fre5) — aj)es)

jeJ jeJ

On s’intéresse au dernier terme qui se récrit en

(f =D (Freide, > (e —ag)eg) =D ((frex) — ar) (ex, (f = > _(frej)e;)

jed jed keJ jed

=0

Comme la base est orthonormeée, le dernier produit scalaire est en effet nul car en développant,
un seul produit scalaire est non nul, a savoir (ey, f) d’un coté, et (ex, f) x |lex|* de lautre. [

L’interprétation géométrique est aussi parlante que la succession de calculs précédente : on
introduit la notation 7;(f) :

i (f) =) _(fre)es.
JjeJ
On a que m;(f) est le projeté orthogonal de f sur I’ensemble engendré par {e;,j € J} pour le

produit scalaire (, ).
On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.1 Soit K C J, alors

If =7 (DI < IIf =7 (O]

Cette derniére inégalité est en réalité mieux connue sous le nom d’inégalité de Bessel.

Théoréme 4.3.2 ((In)-Egalité de Bessel) Si {e;,i € I} est une base hilbertienne de H au
plus dénombrable, alors si J C I :

VEeH > [fedl* < |IfI”

ieJ

Par ailleurs, on a égalité dans H au sens de la norme ||.|| :

IFIP =D (S el

i€l
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Preuve : La preuve suit le méme cheminement que la preuve précédente. On considére J un
sous-ensemble quelconque de I et on a

(f =ms(f),ms(f)) = 0.

Ainsi, par le théoréme de Pythagore :

AP = 11f = wa (O + s (£

|? s’écrit simplement en exploitant I'orthonormalité de la base hilbertienne :

lma (D7 =D 1f e

jeJ

La norme ||7;(f)

On a donc obtenu
2 2
el <A
JjeJ
La seconde relation est appelée identité de Plancherel et se démontre en exploitant le fait que
la base hilbertienne est une famille totale de H, puis que 'application “norme" est continue de H

dans R. Cette relation étant vraie pour tout sous ensemble J, on en déduit qu’il est également
vrai pour I par passage a la limite. O

Définition 4.3.5 On appellera développement de f dans une base hilbertienne la quantité

> (freei

i€l

On remarquera que cette série converge dans H, au sens ou elle satisfait I’égalité de Bes-
sel/Plancherel. I’élément de H vers lequel elle converge n’est autre que f lui-méme en vertu du
fait que

Vi e f =Y (freder) =0.
1€l

Comme on a affaire & une base hilbertienne, il s’en suit que f — 3. ;(f, e;)e; est nul dans H,
et que donc

f = Z<f7 ei>€i-
el

Notons enfin que ) ;. ;(f,ei)e; doit étre interprété comme une limite lorsque 1'on parcourt
la totalité de la base hilbertienne de la somme des (f,e;)e;. On a établi précédemment que la
limite est f pour la norme dérivée du produit scalaire sur H. Ainsi, si on considére une autre
norme que la norme ||.|| (par exemple la norme infinie pour les fonctions), rien n’est garanti et
par exemple il n’est pas évident que

1f =D (freideilloo =0
i€l
au sens ou

o0
Z(f, eiei— f lorsque n — 400 pour la norme |-l co-
i=1
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4.3.3 Séries de Fourier

On note C(T) I'espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs complexes, et 27 périodique
ou T = [0,27]. On notera p la mesure de Lebesgue normalisée sur T : 4 = A/(27). Enfin, on
admettra 'important résultat sur les espaces LP(T) :

Théoréme 4.3.3 L’espace LP(T) est complet pour p > 1.

Nous allons uniquement consacré le reste du paragraphe au cas ou p = 2, puisque le fait d’avoir
un produit scalaire naturel fait de L(T) un espace de Hilbert dont le produit scalaire (hermitien)
est

(f.9) = /T fgdp.

Définition 4.3.6 (Coefficients de Fourier) Notons E = {e, : R+ C} avec e,(t) = ™,
alors le coefficient de Fourier de f est donné par

1 [ .
en(f) = (en, ) = — F(t)e "™dt

:271'0

Nous allons étudier précisément la décomposition de f en série de Fourier au regard des
éléments sur les espaces de Hilbert introduits précédemment.

Proposition 4.3.2 E = {e, : R+ C} est une famille orthonormée de L*(T).

C’est un simple calcul provenant de la remarque ¢, = e_,. En réalité, la famille E précédente
est bien plus qu’une famille orthonormée en regard du théoréme suivant.

Théoréme 4.3.4 E = {e, : R — C} est une base hilbertienne de L*(T). On a donc

VFEELXT)  f=) (f.en)en

neL

avec convergence dans L2(T).

La démonstration de ce théoréme repose sur le fait qu’on est capable d’exhiber une propriété
d’unicité de la décomposition de Fourier. Ce résultat est assuré par le lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Si f est continue sur T, alors
Vn € Z (fyen) =0 = f=0.

Preuve : La réciproque étant évidente, on ne s’intéresse qu’a 'implication directe. On considére
f telle que Vn € Z (f,en) = 0 et on suppose que f n’est pas identiquement nulle. Comme
f est périodique, on peut imaginer que l'intervalle sur lequel f est non nulle contient [—h, h]
quitte a opérer une translation sur les f, translation ne modifiant pas la nullité des coefficients
de Fourier du translaté de f.

Notons que f est orthogonale & tous les e;, donc & tout polynéme trigonométrique et en
particulier a

P,(x) = (1 +cosxz —cosh)".

On sait que pour x €] — h, h]
cosx > cos h.
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Par conséquent, on a

lim P,(x)=+oc0  pour  x€|—h,hl

n—-+400

Par contre, on sait aussi que puisque
Vz €] —m,w[\[-h,h] : 0 <1+ cosx —cosh < 1.

Ainsi, on a
lim P,(z)=0 pour x €] — m,w[\[-h, h].

n——-+00
En utilisant le fait que
(f, Pp) =0Vn € Z,

et le fait que
™

h
fpn_/ an+/ me
—7 [=m,—h[U]h,7] —h

le théoréme de convergence dominée montre que
/ fP,—0 lorsque n — 4o00.
[—W,—h[U}h,T(']

Par ailleurs, le lemme de Fatou assure que

/_};fP = H-o00.

et on obtient alors une contradiction. O
On peut donc passer & la preuve du théoréme de convergence dans L? des séries de Fourier.
Preuve du théoréme : Il suffit de démontrer que la famille est une base hilbertienne. Notons

que le résultat du lemme précédent nous dit que toute fonction continue orthogonale aux e, est

nécessairement nulle. Il en est en réalité de méme pour les fonctions de L2. En effet, on considére

f dans L2(T) et telle que (f,e,) = 0, pour tout entier n. On considére la fonction ® définie par

o) = [ @)t

—T

Le théoréme de Fubini permet de voir que (®,e,) = 0 pour tout entier n. Aussi, ® est donc
continue et orthogonale a tous les e, donc nulle d’aprés le lemme précédent. De la nullité de ®,
on déduit aisément la nullité p.p. de f. Ainsi, toute fonction de L?(T) orthogonale aux éléments
de E est nulle dans L?(T) et E est donc une base hilbertienne de IL?(T). On peut donc appliquer
l'identité de Pancherel et obtenir I’égalité au sens L2(T) :

f= Z<f7 en>€n-

nel

On obtient alors les célébres corollaires.

Corollaire 4.3.2 (Bessel, Plancherel, Parseval) Soit (f,g) € L?(T), on a alors
— Inégalité de Bessel :

S lal < 15 = 5= [ 1210

keJ
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— Identité de Plancherel :

> el AP = 11£1I5

kEZ

— Identité de Parseval :

kEZ

Il existe une théorie “ponctuelle" des séries de Fourier que nous n’aborderons pas dans ce
cours par faute de temps. Notons tout de méme que les résultats précédents sont suffisants pour
établir de jolie formule de sommation, mais pas encore assez pour donner des développements
en série de Fourier prenant un sens en norme infinie. En particulier, il existe de nombreuses
fonctions IL?(T) dont la série de Fourier ne converge pas ponctuellement. Pour obtenir une telle
convergence uniforme et ponctuelle, il est nécessaire d’ajouter des hypothéses de régularité plus
contraignantes sur la fonction f (au moins continue et C' par morceaux).
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