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1. Soit
SOB)={acGL(3): A'=A"" det A=1}

le groupe spécial orthogonal,
so(3) ={Aegl(3): A'=—A}

'algebre de Lie associé munie de la forme bi-linéaire non-dégénérée < A, B >= Trace(AB).
On note par A le produit véctoriel dans R3.

(a) Montrer que IR* avec le crochet [x,y] = = A y est un algebre de Lie, puis que
I’application

aq 0 —das (45}
R — so(3) : | ay = a= as 0 —a
as —as 0

est un isomorphisme des algebres de Lie (IR*, A) et s0(3) .

(b) En identifiant so(3)* & so(3) et IR?, calculer la structure de Lie-Poisson {.,.} de
IR3. Calculer les Casimirs de cette structure.

(c) Calculer les orbites adjointes de SO(3) dans so(3) = IR®. Expliciter le champ
Hamiltonien X d’une fonction H : R?* — IR.

Indications : Si”est application définie dans (a), alors
ab=aAb, Va,be R
LbL™' = Lb, VL € SO(3),b € R®.
(d) Soit A = (A1, A, A3) € IR?, \; = const.
M € 50(3) = R*, M = (MQ1, Mo, A3Q3), Q = (21, 2y, Q3) € IR

Montrer que le systeme Hamiltonien associé a
1
H:s0(3) >R : M §(>\le + A€+ A3Q3)

s’écrit p
—M=MASQ
dt

(équations d’Euler sur so(3)). Est-il un systéme intégrable ?
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2. Le groupe Euclidien SE(3) = SO3) x R* = {(4,a) : A € SO(3),a € IR*} des
isométries affines de IR* agit sur IR® par la formule

R}—>R*:2— Az +a,z € R?.
(a) Montrer que la loi de composition de SE(3) s’écrit
(A,a).(B,b) = (AB, Ab + a).
En déduire que

SE3) — SL(4) : (A,a) — ( a4 )

est un homomorphisme des groupes de Lie.

(b) Identifier, en itilisant 1 (a), I'algebre de Lie se(3) = so(3) x R* a R? x IR? et
montrer que le crochet de Lie s’écrit

[(M,T),(M' . T")] € R®* x R* = (M AM', M AT — M'AT).

(c) En identifiant se(3)* a se(3) et IR? x IR?, calculer la structure de Lie-Poisson {., ., }
de IR? x IR®. Calculer les Casimirs de cette structure.

(d) Calculer les orbites adjointes de SE(3) dans se(3) = IR? x IR*. Expliciter le champ
Hamiltonien Xz de la fonction

1
H(M,T) = §(A19§ + A€ + X3Q3) + LDy + LDy + 13T, € R

(équations d’Euler-Poisson du corps solide a point fixe ).

(e) On suppose ici que A\ = Ag =1 et [ =1y = 0,l3 = 1 (toupie symétrique dite "de
Lagrange”). Montrer que M3 est une intégrale premiere de Xy. Est-ce que Xy
est un champ Hamiltonien intégrable ?

Questions supplémentaires :

f) On pose
( ) p
L(gc) = xQX +axM + T, A(.’IZ) =xx+ Qe

Montrer, en identifiant IR® s0(3), que les équations de la toupie de Lagrange
sont équivalentes a la paire de Lax

d

—L(z) = L(x) A A(x).

dt

En déduire que la matrice L = L(x) est isospectrale. Retrouver les intégrales

premieres.



