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Dans ce qui suit, E est un R-espace vectoriel de dimension finie.

1 Calcul différentiel

Exercice 1 Donner la forme des applications linéaires de R dans R, de R dans R?
et de R? dans R.

Exercice 2 Soient I un intervalle ouvert et f : I — E une application dérivable.
Montrer que f est différentiable et exprimer sa différentielle en fonction de la dérivée.

Exercice 3 Montrer que 'application F : R? — R? définie par

F(x,y) = (2%y, cos(z — y)),

est différentiable et calculer sa différentielle en tout point (x,y).

Exercice 4 Montrer que l'application ® : L(F) x E — E définie par

®(L,z) = Lz,
est continue. Montrer ensuite qu’elle est différentiable et calculer sa différentielle.
Exercice 5 On suppose E équipé d’une structure euclidienne. Montrer que la

norme associée || - || est différentiable en tout point de E \ {0} et décrire le noyau
de la différentielle en chacun de ces points.

Exercice 6 Rappeler la formule donnant le produit vectoriel uAv de deux vecteurs
de R3. Montrer que I’application

(u,v) — uAwv,
est différentiable sur R? x R? et calculer sa différentielle.

Exercice 7 Dans le plan R? muni de sa structure euclidienne usuelle, on appelle
inversion 'application de R? \ {0} dans lui-méme définie par

—_

— —
U — u .

=
w2

Montrer que cette application est différentiable et calculer sa différentielle.

Exercice 8 Donner le domaine de définition (comme partie de R?) de I’application

T — (22 3sin*.
(@,y) = (2" +y°) <\/m>

Montrer qu’elle a un prolongement continu & R? et étudier la différentiabilité de ce
prolongement.



Exercice 9 Considérons 'application de M3(R) (matrices 3 x 3) dans lui-méme
définie par
A A%

Montrer que cette application est différentiable et calculer sa différentielle.

Exercice 10 Montrer que 'application f : R? — R définie par f(0,0) =0 et

3

f@y) = s @y #0.0),

est dérivable dans toutes les directions en (0, 0), mais qu’elle n’est pas différentiable
en ce point.

Exercice 11 Pour les fonctions suivantes, déterminer le domaine ot elles sont C'*
et calculer leurs dérivées partielles.

a’) fg(x,y,z) = (p(xQ +y2 + 22)7 avec ¢ C! sur ]172[
b) f3(x) = g(x,z,x,z) avec g C* sur R*.
c) fi(z,y) = g(y,z), avec g C* sur  ouvert de R?.

Exercice 12 [Equation de transport] Soit v = (vy, ..., v,) € R™ fixé. On s’intéresse
au probleme d’inconnue u, application C! sur R x R,
ou ou ou
E(t,x)+vla—xl(t,x)+~-+vna—%(t,z) = 0, sur R x R,
u(0,2) = wup(x), sur R",

oll ug est une fonction donnée de classe C' sur R™.
a) Montrer que (t,7) — ug(x — tv) est de classe C'! et est solution du probleme.

b) Montrer que c¢’est la seule solution.

Exercice 13 Montrer que pour tous a,b € R tels que a # b, il n’existe aucun ¢ € R
tel que 4 , 4
et — e =i(b— a)e’.

En déduire qu’il n’y a pas d’égalité des accroissements finis pour les fonctions a
valeurs vectorielles.
Exercice 14 Soit F : R? — R? définie par

F(z,y) = (cosz —siny,sinz — cosy).

On suppose R? muni de la norme euclidienne usuelle.
a) Justifier que F est C* sur R2.
b) Montrer que |||dF(z,y)||| < v/2, pour tout (z,y) € R2.



¢) Montrer que la suite récurrente définie par zg,yo € R et

1 . .
Tpt1 = i(cos T — SinYy), Ynil = i(sm Xy — COSYn),

est convergente.

Exercice 15 Soient Q un ouvert connexe de E et f : {} — E une application C*.
Montrer que
df =0 sur Q = f est constante.

Exercice 16 Soit f,, : B(0,1) — F une suite d’applications C! définies sur la boule
unité de E et a valeurs dans F, R-espace vectoriel de dimension finie. On suppose
que
— la suite (f,(0)) converge,
— la suite (df,,) converge uniformément sur tout compact de B(0,1) vers une
application G : B(0,1) — L(E, F).
Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur tout compact de B(0,1).

Exercice 17 Soient 2 un ouvert de FE et f : QO — E une application C' telle que
— [ est injective,
— df (x) est inversible pour chaque x € Q.
Démontrer que f(£2) est un ouvert de F, puis que f réalise un C! difféomorphisme
de Q sur f(Q).

Exercice 18 Soient ) =]0, +-00[x] — 7, 7[ et P : Q — R? définie par
P(r,0) = (rcosf,rsind).

a) Montrer que P est un C* diffSomorphisme de € sur son image (4 déterminer).
b) Calculer le Jacobien de cette application.
¢) Supposons f de classe C! sur P(Q) et posons ¢ = f o P. Calculer

af . of

en fonction des dérivées partielles de ¢ (autrement dit, exprimer 'opérateur
différentiel xa% + y% en coordonnées polaires).

Exercice 19 Soit f : R® — R” de classe C' et telle que f — Id soit contractante.
Montrer que f est un C! difféomorphisme de R™ sur R™.

Exercice 20 * Soit E un espace euclidien. On note (., .) le produit scalaire et ||-|| la
norme associée. Soit f : E — E de classe C'. On suppose que f est une isométrie,
ie

|ldf (z)-hl| = [[Al],
pour tous xz,h € E.



a) Justifier le fait que df(z) est inversible pour chaque x € FE puis calculer
[1ldf (@)II] et [[]df ()~ *I]-

b) Montrer que pour tout o € E, il existe un voisinage €, de x¢ tel que
1f(@) = fll =llz —yll,  pour tous z,y € Qy,.

¢) Montrer que, pour tous z,y € €, et tous h,k € E, on a
(hy k) = (df ().h, df (y).k).

En déduire que df (x) = df (y) pour tous z,y € Q.

d) Démontrer que f est une transformation affine.

Exercice 21 Soient  un ouvert de R? et w une forme différentielle sur €, ie
w: (z,y) = a(z,y)dz + b(z, y)dy,

avec a et b de classe C! sur ), & valeurs réelles.
a) A (z,y) € Q fixé, & quel ensemble appartient w(z, y)?

b) Montrer que si il existe f de classe C? telle que w = df, alors

Oa  0Ob
— = — Q. F
dy oz (F)
¢) Supposons 0 € Q et Q étoilé par rapport & 0. Montrer que si (F) a lieu alors,
il existe f de classe C! telle que w = df. (Indication : considérer (z,y)

fol a(tz, ty)x + b(tx, ty)ydt.)

Exercice 22 [Equation des ondes dans R; x R;] On veut résoudre le probleme
d’inconnue u, fonction C? sur R x R,

0%u 0%u

w(t,l‘) - @(t, $) = O7 sur R x R,
u(0,2) = wo(x), sur R,

ou
E(ta Z‘) = U1($), sur R,

ol ug de classe C? sur R et uy de classe C! sont données.

a) Montrer que si u est une solution C? du probléme, alors % + % et % — %

vérifient des équations de transport (voir Exercice 12) & déterminer.

b) En déduire lexistence et I'unicité d’une solution C? au probleme de départ.
(On pourra utiliser 'Exercice 12.)

Exercice 23 Etudier les extrema (relatifs et absolus) de

(z,y) = 2’ +y" = 2(z —y)*.



Exercice 24 Pour une fonction f de classe C? sur un ouvert de R2, on rappelle

que le Laplacien est

o*f 0°f

ox2  Oy?’

a) Montrer que si f a un minimum (resp. maximum) local en un point a € {2,
alors la hessienne de f en a est positive (resp. négative).

Af =

b) En déduire que si f a un minimum (resp. maximum) local en un point a € €2,
alors Af(a) > 0 (resp. <0).

Exercice 25 [Formule de Taylor avec reste intégral & ordre 2]

a) Soit A = (asj)1<s,j<n une matrice symétrique réelle. Pour chaque X € R",
exprimer la quantité

IXAX

en fonction des a;;, avec j > i, et des composantes z1,...,z, de X.

b) Soit ¢ de classe C2 sur un intervalle [a, b]. Montrer que
1
o(b) = ¢(a) + ¢'(a)(b—a) + / (1—t)¢" (a+t(b—a))dt(b — a)®.
0

c) Soit f : Q — R une application de classe C? sur un ouvert convexe ) C E.
Montrer que

1
flx+h) = f(z) +df(x).h+/0 (1 —t)(d*f) (z + th).(h, h)dt,

pour tous = € 2 et h tel que z + h € Q.

d) Lorsque E = R"™, réécrire cette formule en terme des dérivées partielles de f.



