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1. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer la nature des points critiques (minimum
ou maximum local, point selle). :

(a) f(x,y) =2 +y° —3ay
(b) f(z,y) =(y—2*)(y—2).

2. Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 2> + x(y* — 1).
(a) Etudier la nature des points critiques de f.

(b) Montrer que f a un maximum M et un minimum m sur le disque compact
D ={(z,y) e R*: 2* +y* < 1}.

(¢) Montrer que m < 0 < M. Calculer m et M.
3. (a) Montrer, en utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz, que pour tout zg,yo € R il

existe un intervalle ouvert I de R contenant xy et une fonction unique ¢(x) de classe
CH(I) telle que

¢'(x) = p(x) + 2 et (o) = yo. (1)

(b) Montrer que pour tout k entier positif la fonction ¢ est de classe C*(I) et calculer

p®) (o).
(c¢) Résoudre I'équation différentielle

Y =y+u. (2)

Si ¢ est une solution maximale de (2), quelle est son intervalle de définition?

4. On considere I"équation différentielle (de Bernoulli) sur R :
y +y+ay® =0. (3)

(a) En supposant que y # 0, transformer ’équation (3) par la substitution y = 1/z en
une équation de la forme 2’ = f(z,z) qu’on résoudra.

(b) Montrer que pour tout z,yo € R il existe un intervalle ouvert I de R contenant x
et une solution unique y(z) de (3), telle que y(zo) = yo. Expliciter cette solution si
yo#Oetsiy():O.

(c) Calculer explicitement la solution maximale de (3), telle que y(0) = 1. Quelle est
son intervalle de définition?



