Condition d’existence de temps forts de
stationnarité pour des chaines de Markov a temps
continu

Guillaume Copros



1 Introduction

1.1 Historique

La convergence des processus de Markov vers leur loi stationnaire a été beau-
coup étudiée par des outils analytiques. Par exemple, des théoremes classiques
permettent de trouver un temps ty déterministe auquel la loi d’'un processus X
sera arbitrairement proche de sa loi stationnaire, au sens de la distance en varia-
tion totale.

Une approche plus probabiliste consiste a chercher un temps 7' aléatoire pour
lequel X7 est distribué exactement selon sa loi stationnaire, et ce indépendamment
de T. Un tel temps aléatoire est appelé temps fort de stationnarité (en anglais :
strong stationary time), et sera défini plus précisément en (3). Cet outil a été
introduit pour la premiere fois par Aldous et Diaconis [1] dans le cadre des chaines
de Markov a temps discret et a espace d’état fini. Diaconis et Fill [3] ont ensuite
introduit une méthode de construction de temps forts de stationnarité par de
Ientrelacement de processus, toujours dans le méme cadre. Ce travail a ensuite été
retranscrit dans le cadre des chaines de Markov a temps continu par Fill [7] et [0].

Plus récemment, les temps forts de stationnarité ont été étudiés, entre autres,
par Lyzinski et Fill [5], Miclo [12] Gong, Mao et Zhang [10] en temps continu, et
Lorek et Szekli [11] en temps discret.

Ils ont aussi été utilisés par Diaconis et Saloff-Coste [1] pour étudier le phéno-
mene de cut-off, Fill [3] pour le perfect sampling ou encore par Fill et Kahn [9]
pour le fastest mixing.

Une question qui se pose naturellement est alors : existe-t-il toujours un temps
fort de stationnarité fini? Diaconis et Fill [3] ont prouvé que la réponse est oui
lorsque 'espace d’état est fini, mais malheureusement cela n’est plus vrai sur un
espace infini, méme dénombrable. Bien siir, I’existence ou non d’un temps fort de
stationnarité fini dépend de la distribution initiale : lorsque celle-ci est la méme
que la loi stationnaire, alors 0 est un temps fort de stationnarité! On peut alors se
demander a quelle condition cette existence est possible, pour un processus donné
mais pour toute loi initiale. Miclo [12] a ainsi exhibé ces conditions d’existence
dans le cadre des diffusions sur R. Notre but ici est de les donner pour des marches
aléatoires a temps continu sur une certaine classe de graphes discrets.

Dans la section 2, on généralisera un résultat de Fill [7], que I'on appliquera
ensuite a des processus de vie et de mort sur Z dans la section 3 puis a des marches
aléatoires sur un certain type de graphes dans la section 4.



1.2 Quelques rappels sur les processus de Markov

Ce qui suit rappelle brievement la caractérisation des chaines de Markov a
temps continu en terme de générateur et de semi-groupe. Pour plus de détails, on
renvoie a Norris [14]. Les processus stochastiques seront définis sur un espace de
probabilité (€2, A, P), sous-entendu par la suite, et que 'on supposera "suffisam-
ment grand'.

Si (X¢)¢>0 est un processus stochastique, on notera X 0,¢] Sa trajectoire jusqu’au
temps ¢, (F;¥)i>o la filtration engendrée par X et F2 la tribu engendrée par la
réunion des F7*. Si de plus 7 est un (F;%)-temps d’arrét, on note :

(FY) ={AcFX: An{r<t}e F* vt>0}

Un temps aléatoire T est appelé temps d’arrét randomisé relativement a X si
il existe une sous-tribu G de A, indépendante de FX, telle que T soit un temps
d’arrét relativement a la filtration (o(F;*,G))io (cf Fill [0], section 2.2).

Soit S un espace topologique dénombrable (pas nécessairement muni de la
topologie discréte). On ajoute a S un point isolé A, appelé point cimetiére et on
prolonge n’importe quelle fonction réelle f de S & S U {A} en posant f(A) = 0.
Une @Q-matrice stable et conservatrice sur S est une matrice (L, ) (z,y)cs? vérifiant :

0< L,y <+oo, Vx#yeS

> Lyy=—Lys <400, VzeS

yFx
Pour toute Q-matrice £, on notera £, := —L, ., et on prolonge £ & S U {A} en
posant L, = Lya = Laa = 0. Ajoutée a une mesure de probabilité py sur S,
une Q-matrice £ définit un processus X a valeur dans SU{A}, ot A est un point
cimetiere n’appartenant pas a S, par l'intermédiaire de sa chaine de sauts et de
ses temps de sauts :

— (Y,)nen est une chaine de Markov a temps discret, de loi initiale g et

£x7y>
£z (z,y)€S?
Kronecker, qui vaut 1 lorsque x = y et 0 sinon.

de matrice de transition ((1 — Ozy) , ol J,, est le symbole de

— Ty = 0, et pour tout n € N*, connaissant Yjy,...,Y,, les variable T} —
Ty, ..., T, — T,_1 sont indépendantes, de loi exponentielle de parametres
respectifs Ly;,..., Ly, ,.

— Pour tout i € N et tout ¢t € [T}, Ti11[, Xi =Y.

— On définit T := n11_>IIOloTn Si T < oo, on pose X; = A pour tout t > T.
Ce processus est markovien, homogene, et ses trajectoires sont continues a droite
et admettent une limite & gauche (cadlag). De plus, cette construction détermine
de maniere unique la loi de X. Dans la suite, on dira simplement que £ est un



générateur sur S, et que X est un processus minimal de générateur L et de loi
initiale yg, ou seulement de générateur £ lorsque la loi initiale n’a pas d’importance.
Le temps T est appelé temps d’explosion de X, et I'on verra dans la section 2.2
comment dans certains cas on peut définir un processus non-minimal, c¢’est-a-dire
qui ne soit pas "tué" au temps d’explosion. Dans le cas ou T' = oo presque stirement
pour toute loi initiale, le générateur £ (ou le processus X ) est dit non explosif. Il est
dit récurrent positif (respectivement irréductible, réversible) si la chaine (Y},)nen
est récurrente positive (resp. irréductible).

La loi d’un tel processus est aussi caractérisée par ses lois fini-dimensionnelles,
c’est-a-dire I'ensemble des

P(th =Ty, " ,th = xn)

avecn €N, 0<t; < -+ <t,<ooetuxy,...,v, €S. La fonction de transition
de X est définie par :

P,,t)=P(X,=y| Xo=12x)

et constitue donc (combiné avec une loi initiale ji9) une autre maniére de caracté-
riser la loi de X, par I'intermédiaire de ses lois fini-dimensionnelles. Une fonction
de transition définit un semi-groupe (P(t)):>o de matrices sous-stochastiques, qui
peuvent étre élargies sur S U {A} de manieére a étre rendues stochastiques.

Une semi-groupe P(-) est une solution des équations de Kolmogorov associées
a L si pour tout ¢ > 0 on a les égalités matricielles :

P'(t) = LP(t) (équation backward) (1)
P'(t) = P(t)L (équation forward) (2)

et c’est la solution minimale de ’équation backward (respectivement forward) si
pour toute autre solution P(-) on a P, ,(t) < P,,(t), pour tout z,y € S et tout
t > 0. On rappelle que la solution minimale existe (théoreme 2.8.3 et 2.8.6 de [11]),
et est nécessairement unique par définition.

Chacune des trois conditions suivantes est impliquée par les deux autres :

— X est un processus minimal associé a L

— X est un processus minimal de semi-groupe P(-)

— P() est la solution minimale de I’équation backward (respectivement for-

ward) associée a L

Bien que le point de vue adopté soit celui que ’on vient de présenter, on rappelle
également un résultat utile au point de vue fonctionnel. Soit B(S) 'ensemble des
fonctions réelles bornées sur S. On identifie une fonction f € B(S) avec un vecteur
colonne indexé par S, et dans ce cas P(+) et £ agissent sur B(S) par multiplication
matricielle.



Si X est un processus minimal de générateur £ et de temps de saut 7,,, n € N,
alors pour toute fonction f € B(S) et tout n € N, le processus :

FX0) = FX%0) = [ £110x)ds

est une martingale relativement a la filtration FX.

1.3 Temps forts de stationnarité et dualité

On rentre maintenant plus spécifiquement dans la théorie des temps forts de
stationnarité, en rappelant les principales définitions et propriétés énoncées par
Fill [6] et qui seront utilisées ici.

Soient (X;):>o une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable S, récur-
rente positive, irréductible et non explosive, y; sa loi au temps ¢t > 0 et po sa loi
stationnaire. Un temps fort de stationnarité T de X est un temps d’arrét randomisé
relativement a X vérifiant :

L(Xr | T, T < o00) = L(Xp | T < 00) = i (3)

On dit que T est un temps fort de stationnarité fini si 7' < 400 presque stirement.
Cet outil permet de majorer la séparation entre p; et jio, définie par :

dwﬂwo_wm>

meS Hoo (m)

puisqu’on a, pour tout t > 0 :
s(t) < P(T > 1)

Lorsque 'inégalité ci-dessus est une égalité, T est appelé temps a la stationnarité
(time to stationarity). On rappelle que la fonction de séparation est un majorant
de la distance en variation totale, et donc que les temps forts de stationnarités
peuvent étre utilisés pour étudier la vitesse de convergence en variation totale.

En pratique, pour construire un temps fort de stationnarité, on utilisera souvent
(et tout le temps dans cet article) la notion de dual de stationnarité forte (strong
stationary dual), définie en temps continu par Fill [7], section 2.1. Un processus
(X[ )t>0, défini sur le méme espace de probabilité (£2,.4,P) que X, a espace d’état
dénombrable §* et ayant un état absorbant oo, est un dual de stationnarité forte
pour X si les deux conditions suivantes sont satisfaites pour tout t > 0 :

LX) | F) =L (X; | FY) (4)
L(Xy | F¥') = ptoo sur I'ensemble {X; = oo} (5)

>



La relation (4) signifie que X et X* sont adaptés a une méme filtration, ou de
maniere équivalente, que X* est indépendant du futur de X connaissant son passé.
On peut montrer que le temps d’absorption d’'un dual de stationnarité forte est
un temps fort de stationnarité pour X. Réciproquement, a partir d’un temps fort
de stationnarité, on peut construire un dual de stationnarité forte de maniere
canonique (voir Fill [7], Theorem 1). Lorsque le temps d’absorption du dual est un
temps a la stationnarité, on dit que le dual est fin (anglais : sharp).
Si A est un noyau de transition de §* vers S, c’est-a-dire :

Vet e 8, Y Azt x) =) Azt x)| =1

zeS €S

et X* est un processus de Markov a valeurs dans &*, on dit que X et X* sont
A-liés ou entrelacés par A si :

L(X | FT) = MXT) (6)

Fill [7] a montré que, dans le cadre de ses General settings, un tel couplage existe
a condition que les générateurs £ et L* de X et X* et leurs lois initiales pg et
respectivement soient en dualité algébrique :

oA = o
LA =AL

Dans la section 2 nous étendrons ce résultat au cadre des chaines de Markov sur
des graphes dénombrables ne contenant qu'un nombre fini de sommets de degré
strictement plus grand que deux.

On considere un graphe discret G, simple, connexe et non orienté. On appelle
branches infinies de G les parties connexes formées d’un nombre infini de points de
degré 2, maximales au sens de I'inclusion. Une définition plus précise sera proposée
en section 4. On suppose alors que G est constitué d’une nombre fini de branches
infinies, plus éventuellement un nombre fini de points de degrés finis. S’il n’y a
que des branches infinies, alors il y en a une seule et G = Z. Ce cas particulier est
traité dans la section 3. Sinon, chacune des N branches infinies (notées @Q;, i €
I := [1, N]) est isomorphe en tant que graphe a N, et on note ¢; : N — G les
isomorphismes correspondant. Un tel graphe est représenté dans la figure 1.

On se donne ensuite un générateur £ sur G, tel que pour tout x #y € G, L, #
0 si et seulement si x et y sont adjacents. La structure de graphe de G n’apparais-
sant qu’a travers le générateur, on peut aussi faire le choix de se donner a priori
un générateur sur un ensemble dénombrable, et de munir cet ensemble de la bonne
structure de graphe. C’est la démarche qui est choisie dans la section 4. On suppose
que L est récurrent positif et non explosif. Cela se traduit par les conditions :



> wi(n) < oo, Vi € [1, N] (7)

neN

> : y

: Wm) =00 Vie[LN] ®)
neN M (n)‘C@i(”)a%(N—i—l) m—0

ou :

T Lok gihry ©)
i=0 Loilh+1).0i(k)

Il existe alors une unique mesure stationnaire u, et tout processus X de générateur
L converge en loi vers . Si on suppose de plus que L est réversible, alors u satisfait :

pi(n) =

Vp,q € G, 1w(p)Lpq = 11(q)Lyp (10)

Dans ce contexte on cherche a étudier les temps forts de stationnarité de X, et
notamment déterminer si pour toute loi initiale il en existe un qui soit fini. Pour
cela on va construire de maniere classique un dual a valeurs dans P(G) I'ensemble
des parties de GG, entrelacé avec X par le noyau A défini par :

MQ, )=, VQeP(G)

Dans l'idée de ce qui a été fait par Diaconis et Fill [3] sur des ensembles finis
ou par Miclo [12] ou Fill et Lyzinski [5] pour des diffusions réelles, ce dual peut
s’agrandir en ajoutant des points voisins. Le principal probleme est qu’a chaque
instant il doit aussi pouvoir perdre des points de son bord. Afin d’éviter qu’il ne
se sépare en plusieurs morceaux, lorsque ceci arrive on le force a choisir une de ses
composantes connexes avec un probabilité proportionnelle a sa masse relativement
a . On obtient ainsi un dual connexe. En étudiant les conditions d’explosion de ce
dual, et en montrant pour certaines lois initiales sur X qu’il existe un temps fort
de stationnarité fini si et seulement si celui fourni par ce dual est fini, on obtient
le résultat principal :

Théoreme 1.1. Le processus X admet un temps fort de stationnarité fini pour
toute loi initiale pg, si et seulement si, pour tout i € I :

e’} ) i 1
PO+ < o0 (11)
J'z=:1 k; 1 (R) Lo (k) i (k1)

Miclo [13] a donné une autre condition équivalente a ceci : si on considere la
restriction L de £ sur 'ensemble :

F={f €L?(n): ulf] =0},

alors (11) est satisfaite pour tout i € I si et seulement si £7' est & trace finie.
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Remarque 1.2. Contrairement a ce qui est fait pour les diffusions réelles par
exemple, on ne montre que pas que ce dual est fin pour certaines lois initiales. En
fait, on conjecture qu’il n’existerait pas de duaux d a fois A-liés et fin des que le
nombre de branches infinies et supérieur ou égal a trois (sauf bien sir dans le cas
trivial ou la loi initiale est la loi stationnaire).

2 Résultats sur la dualité

Cette section présente des outils généraux faisant le lien entre le couplage par
dualité de deux processus et la dualité algébrique de leurs générateurs et semi-
groupes respectifs. Elle reprend en grande partie les résultats et les démonstrations
de Fill [7] (sections 2.2 et 2.3) dans le cadre défini par ses General Settings et les
adapte au cas infini, d’abord non-explosif puis explosif.

Dans tout ce qui suit, on travaillera sur les objets suivants :

— S et §* sont deux espaces topologiques dénombrables (non nécessairement
munis de la topologie discrete). Les éléments de ces ensembles seront géné-
ralement désignés par les lettres x,y, z pour S et z*, y*, z* pour §*.

— A est un noyau de transition de §* vers S.

— L et L sont des générateurs respectivement sur S et $* et on suppose L
non-explosif.

— P(+) et P*(-) sont les solutions minimales des équations de Kolmogorov de
L et L* respectivement.

— Ho et pg sont deux mesures de probabilité sur S et S* respectivement.

— (X})i>0 est un processus de Markov, de générateur £ et de loi initiale py.

Au lieu de 'hypothese de finitude des ensembles {x : A(z*,z) > 0} qui est faite

dans le General Settings de Fill [7] (section 2.2B), on supposera que la diagonale
de L est A-intégrable, c¢’est-a-dire :

Vo* e 8§, Z Az, 2)L, < +00

€S

En particulier, pour tout f € B(S), le produit matriciel ALf est bien défini,
associatif et fini.

2.1 Processus minimaux

Cette section est une reformulation détaillée et légerement adaptée de [7]. Son
but est de donner des conditions suffisantes pour pouvoir construire un couplage
de deux processus minimaux X et X* de générateurs respectifs £ et L£*, de maniere
a ce que X* et X soient A-liés. Plus précisément, on va montrer le :



Théoréme 2.1. Si (ug, L) et (uh, £*) satisfont la double condition :
KA —
:LLO IU“O (12)
LA =AL

alors il existe un processus minimal (X[ )i>o sur S* de générateur L* et de loi
initiale pg, satisfaisant () et (6) jusqu’a son temps d’explosion T, c’est-da-dire,
vVt >0 :

L(Xe | FY, T >t) = AX]) (13)
LX] X, T>t)=2(X; | F, T>1) (14)

Pour tout f € B(S) et tout 2* € S*, on a :

> 1Ly MY W) S s fy) 3 1L

y*eS* yes y*eS*

= 2sup f(y)L;.
yeS

donc le produit matriciel L*Af est toujours commutatif et a valeur finies. Sous la
condition (12), on pose I' := L*A = AL et on définit la matrice £, qui sera celle
d’un générateur de couplage, par :

F *
—<£w+£;*+AEi*’g> ,siz =y
Loy sty #x, yr=a
- L ANy*
Liy:= Loy A62) sty =ua, y' # 2" (15)

’ Az, x)

E.T yE;* y*A(y*7 y)

’ ’ ,si Az, y) =0, I'(z*,y) >0
[my) ) =0 )
0 , sinon

avec :
T=(z,2%), §=(y,y") €S :={(2,2°) € S x S*; A(z*,2) > 0}
Quelques remarques sur cette définition :

Remarque 2.2. (a) A(z*,y) = 0 implique d la fois x # y et z* # y*, donc ces
cing cas sont mutuellement exclusifs (et évidemment exhaustifs).



(b) Si Ly, >0 et A(z*,y) =0, alors d’aprés la remarque précédente :

L(z*y) = Z A", 2)L,,

= > A(z*,2)L.,

2y
> A", x)Lyy >0

*

(¢) En utilisant le méme argument pour L. -, et le fait que le quatrieme coeffi-
cient dans (15) vaut 0 dés lors que L, ou L. - est nul, on peut remplacer
le quatrieme cas par "N(z*,y) =0, Ly Lo« > 0" sans changer le générateur
(dans ce cas on a toujours I'(x*,y) > 0, et dans les cas qui ont été rajoutés au
cinquieme, le coefficient EQM vaut bien 0).

Lemme 2.3. £ définit un générateur sur S.
Démonstration. Pour tout 7 = (z,7*) € S, on a :
Lig>0, VJeS, §#7%

et :

Z Ei g = L, y
yes y#x
yF#z,y* =x* A(z*,y)>0
— Z Ly, — Z Loy
yre AT =0
=L, — Z Loy
y|A(z*,y)=0
S Lig= % Loy Ay 2)
geS Y y*Ax* A(QJ*, LL’)
y*#£z* y=a A(y*,z)>0
_y Loy My @) Lo o Aa™, 2)
7 A x) Az, x)
I'(z*, )
- 7’ E**
A(z*, ) T

(Dans la seconde inégalité ci-dessus, en supprimant la condition A(y*, ) > 0, on
a juste rajouté des termes nuls a la somme)
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Z Ei,z?: Z Lay Z

v [(x*,y)
1A (2", y)=0 y|A(z*,y)=0 *|A(y*,y)>0 )
I'(z*,y)>0 T(z*,y)>0 Yy ‘ (y y)

(d’apres la remarque (b))
Donc :

Yo Leg= Y Lig+ > Lig+ > Lig

YF£T geS geS ylA(z*,y)=0
y#T,y*=ac* y*#a* y=x (z*,y)>0
[(x*, z)
_ _ N7 *
=L, S Loyt Nao) + Lo+ Y Lay
ylA(z*,y)=0 ’ ylA(z*,y)=0
= _'Ci,i

Ainsi, £ est bien le générateur d’un processus markovien sur S.

O

Démonstration du théoréeme 2.1. La démonstration est fortement inspirée de Fill

[7], Proposition 2 et 4 et Section 2.3.
Supposons que la condition (12) soit réalisée.

Dans un premier temps, on va construire X* couplé avec X, de maniere a ce
que le couple (X, X*) ait £ comme générateur. On vérifiera ensuite que (X, X*)

satisfait bien (13) et (14).

Couplage des deux processus : Ayant observé X, = zy € S, on pose pour

tout z; € S* -

p () A, o)
f1o(o)

Xy =z5€ 8" avec probabilité

La loi de (Xy, X)) est donnée par :

fio(zo, 25) = P(Xo = 20)P(Xg = 25| X0 = 20)
po(25) A5, o)

to(z0)
= po (o) A2, o)

= po(zo)

qui est bien une mesure de probabilité sur S car :

11
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PIRTICHEEDIITICDIFNCHED
z0,Tg ) o
= mo(x5)
T
=1

De plus, X§ ~ ug.

On pose 7 = 0, donc pour l'instant X* est construit jusqu'a ce temps (on
rappelle que X est déja construit). On va maintenant construire X* étape par
étape jusqu’aux temps 7x, k € N, ou 7 est la k-eme transition de la chaine
bivariée (X, X*) (en particulier, X* peut ne pas sauter au temps 7).

Soit k > 1, et supposons par récurrence que T, ..., Tk_1 €t X[0,r,_, sont déja
construits. On appelle o, le temps de la premiere transition de X apres 74
(qui peut étre égal a 0,1 si X n’a pas sauté au temps 7,_1). Soit z = (x,z*) :=
(X, X*)r_,, et €41 une variable exponentielle de parametre L:—L,, indépendante
de (€;)i<k—2 et X.

1. Si 741 + €x_1 > 0, on pose T, = O, €t

Loy
X’ =y avec probabilité Y (18)
Loy
oty =Xy, et y = (y,y").
2. Sinon, on pose Ty = Tp_1 + €x_1, €t
E z,x*),(z,y*
X! =y"#2" avec probabilité % (19)

Ces probabilités sont bien définies, puisque £, , et L; — L, sont évidemment
non nuls si X, =y ou si g1 < 0o respectivement. De plus, dans le premier cas,
on obtient comme annoncé X7 = 2" p.s. si A(z*,y) # 0, et

[(x*,y)

si A(z*,y) = 0, la somme de ces probabilités valant bien 1.

X7 =y " #2" avec probabilité
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On a donc 73, —Tp_; = min(eg_y, o —Tp_1). Or, 41 ~ exp(Lz—Ly,) et op—Th_1 ~
exp(L,) sont indépendantes, donc 7, — 7,_1 ~ exp(Lz). De plus, considérant les
événements A 1= {(X, X*),,_, =&} et B := {(X, X*),, =y}, on a les probabilités
de transition suivantes :

e Siy=ux, y*#x*:

Tk—1

P(B | A) = P(X,

k

— o | )BX, =y | X, =a, A)
er1 <o —Th1) P(XT, =y | epy <op — T, A)

—

P(B | A) = P(X,

k

=y | APX;, =y | X, =y, A)

= Plepr > op — 11 | A) P(X] = 2" | Xy, =2, A)
_ Loy (L) (Lag
£m Lz 'C:r,y

Par construction, le processus (X, X*) est un processus de saut markovien,
défini jusqu’au premier temps d’explosion, de générateur L, et satisfaisant (14).
De plus, le temps de chaque saut est strictement positif donc les trajectoires de
(X, X™) sont continues a droite.

Vérification de I’entrelacement (relation (13)) : Cette vérification s’effec-
tue en trois temps. Dans un premier temps on va montrer une relation sur les
générateurs :

Vit e 8%, feB(S), DD AN a)Lagf(§) = Lie ALy f(H) (20)
z€S ges geS

Intuitivement, le terme de gauche correspond a toutes les transitions d'un z* € §*
donné vers un z € S, et ensuite de (z,2*) € S vers (y,y*) € S, tandis que le terme
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de droite correspond a une transition de z* vers y*, puis vers y, sans se préoccuper
de z.

Dans une second temps, on s’en servira pour montrer une inégalité au niveau
des semi-groupes correspondants :

Vit € S*, jES Z A(z", x)Pijg(t) > P;*ﬁy*(t)A(y*,y) (21)
zeS
et enfin, on en déduira par récurrence sur k :

k
P(Xy, = a5, Xf, = 2f, Xy, = an) = g (ag) [T Phe oo (8 — tio) Ao, o) (22)
i=1
VE >0, VO=1t) < - <y, Vaji,...,x; € S*, Yy, € S, ce qui implique a la fois
(13) et que P*(-) est le semi-groupe de X*.

Preuve de (20) : On commence par montrer ’égalité matricielle suivante :

Z A(x™, x)ﬁ_jg = EZ*’y*A(y*, Y)

€S
Soit z* € §*, y € S, avec z* # y*. Si A(y,x*) # 0, alors d’apres les coefficients du
générateur £, L;; # 0 implique y = z. D’ou :

A(z*ay)c(y,x*),g si (y7$*) €S

Z A(fka x)ﬁm R A(g;*, x)ﬁi@ sinon

reS x;ﬁy
L. Ay, _
A(z*,y)—L—= Q;) y) si(y,2*) €S

=L Ay, y)
Et si z* € 8*, y € S, avec z* = y*, alors :

Z A(l'*, x>2i,7j - —A(.T*, y)E(y,m*) + Z A(l'*, x)‘éi,yj

x:Z€S TH#Y

14



Maintenant, pour f € B(S), on a :

oD A2 Lagf () = D0 |AT0)Laaf (@) + Y Al ) Loy f((y,27))

x:z€S JES z:Z€S yi(y,a*)eS
y#z

A(I*, I)Lw,ycz*,y*‘/\(y*7 y)f(g)
(2", y)

Y LA f(@y) Y

")es 5 (y,a*) ¢S

S A L@+ Y Y Al a) Ly ("))

:TeES z:z€S vi(y,a*)eS
y#x

+ Z E:*7y*/\(y*, x) f( )+ Z Z

*)es ©:7€8 §:(y,a*) ¢S

Az* 2) Loy Lo Ay, y) f(Y)
(z*,y)

des que les quatre sommes dans la derniere égalité convergent. Pour la premiére,

rappelons que :
_ NG
A S S CAt)]
’ ’ ’ A(z*, )

donc on voit que la premiere somme converge, puisque la diagonale de £ est p-
intégrable. La deuxieme converge pour la méme raison, la troisieme parce que f

est bornée et :
Z Z |£Z y*

y*eS* z€S

Ay*,x) = 2L;. < 400,

et la derniere parce que f est bornée et :

SEDIEDS A

A, )| Loy L,

Aly™,y)

y*y) .
=> > L. e

Y ES* yi(y,0*)¢S 1ES F@*’y) Y €S yi(y,a")¢S
<orr.

15



Revenant a nos calculs précédents, on déduit :

z:z€S geS z:zeS z:zeS yi(y;i;)eg
. . Az, o) Loy Lo o Ay™, y) ()
XY LA af(y) s X Y T y)
x:z€S y*:(f,;/*iég ©:2€8 §:(y,a*) ¢S Y
y*£z
= > A@ @) Leaf(@) + Y D AT @)Ly f((y,27))
z:ZES y:(y,x*)ES TAYES

A, ) Loy L0 - My", ) f (1)

+3 % _ﬁ* ANy o) f((@y )+ > D) F(x* y)

Y*ES* p:(x,y*)e 7:(y,z*) ¢S TAYES

=3 > A" 2)Layf(y)

geS x:zeS

=>_ Lo Ay ) f(9)

geS

Preuve de (21) : Soit P(-) la solution minimale des équations de Kolmogorov
associées a L. Pour tout ¢ > 0, on définit la matrice (Qux ()= yyes-xs de la
maniere suivante :

z*.9)

= > A", z)Pgy(t)

z:z€S
Soit (A,,), une suite croissante de parties finies de S, telle que lim A,=S8.8Si
on définit aussi pour tout n € N, (z*,y) € S* x Sett>0:

QW5(t) = X A", 2)Pag(t)

alors on a :

sup |Q75() = Que s <1 Y A@Ta)] 5 0

donc @ est limite uniforme (en ¢) de (Q™),, et on obtient en utilisant (20) :

16



= Z Az 5:7;()
z:zeS

= > A@*,2)) L::Psy(t)
:7€S z

On a alors, V(z*,9) € S* x S

Qe 5 (8) + L3 Qe 5(1)] exp(L3.)
3L Qurg0) + £2:Qu 0] (1)

Z Lo Qg (t) exp(L3-t)
Z*Fr*

i lexp(Lrt)Qqx 5(1)]

Cette somme est finie donc la fonction est continue en ¢t. En appliquant le théo-
reme fondamental de I'analyse et le fait que Qu«5(0) = 9+ - A(y*, y), on obtient :

t
exp(Lr.t) Q= 5(t) = 0= y=A(z", y) +/0 > Li Queg(s) exp(Lias)ds

Z*Fx*
Qur () = 0pr = exp(—Lo)A(z", y)
+ / ST LA Qe g(s) exp(La (s — 1)ds (23)

P
On a exprimé () comme un point fixe de la fonction f définie par :

f: Mg 5(C(RT, RT)) = M. 5(C(RT, RT))

F(R)ae 5(t) = 6y exp(— LA (2", y) + / S L Ruy(s) exp(Lia (s — 1))ds

*7527*
(24)
de sorte que @ = f(Q). On appelle :
— Y™ un processus minimal de générateur L*

17



— J la chaine des temps de sauts du processus Y*
— P;*(]Z) (t) la probabilité pour Y* de passer de z* & y* en temps t, en N — 1
sauts maximum :

PN (t) =P, (Y =y t < Jy)

x* 7:',/*

*(IN *(N «
— Q) = PO y)
on a alors :

*(1
PEO (1) = Py (£ < J1) 80 e
- eXp(_;C::*t)(Sx*’y*
et donc :
*(1 * *
Qi) () = 0r g exp(— LA, y) < Que (1)

On va montrer par récurrence que Q*™) = f(Q*™V=1), ou f est la fonction définie
en (24), pour en déduire I'inégalité

Q* < Q (Ze QZ*,@(t) < Qx*,g(t)y V.’If*, g? t)
avec
Q;kj*,gj(t) = P;*,y* <t>A(y*7 y)

Pour ¢a, on conditionne par Y = z* et on fait une décomposition d’événement en
union de deux événements disjoints :

I =yt < Iy = {0 =yt < B U =y, Jy <1< Iy}

le premier ayant comme probabilité P;(lg (t). Pour le second on conditionne par
rapport a J; (qui suit une loi exponentielle) :

P (Y =y 1 <t < Jn) = B (Licsy 1=y 15, <t)
= [E - {Ex*(1t<JN]-Yt*=y* J1)1J1<t}
=Ep [Por(t <IN, Y =9y | )15 <]

*
* ok
x* .z

Lr

T

puis par X, qui est indépendant de J; et vaut z* # 2* avec probabilité

et on utilise ’homogénéité de Y* :

18



P (Y =y", J1 <t <Jy)
=E [P (t < In, Y, =y" | J1)1,<4]

_/ Lre Lot < Jy, Y =y | = s)ds

—/ N Lie e Pt < Iy YS =y* | Ji=5,Xy, = 2P (Y] = 2%)ds
Z*ES*
—/ D Lo P (Y =yt — s < Jyor)ds
*;éx
—/ > L. *e_SU*P N 1)(t—s)ds
*;éx
—/ S Ln e *P*(N Y(s)ds
*#Z‘
En regroupant les termes, on obtient :
P:fgz(t):exp( O, *—l—/ Z L. Z*e - *P*(N 1)( )ds
2*
donc QZE{? (t)=f (Q;%il)(t)). Puisque f est croissante, on obtient par récurrence
QZ%)(t) < Qg+ 5(t). Par convergence monotone, (QZ%)(t))N tend vers Q5. ;(t) <

Q4+ 5(t), ce qui conclut la preuve de (21).

Lorsque £* est non-explosif, Q* et est une matrice stochastique, I'inégalité ci-
dessus implique donc Iégalité Q* = @ (puisque @ est sous-stochastique) et on
peut donc montrer (22) par une simple récurrence sur k. Malheureusement, cet
argument n’est pas valable dans le cas explosif. Le raisonnement qui suit montre
le cas non-explosif et s’en sert pour montrer le cas explosif.

Preuve de (22) :  On rappelle que I'on veut montrer par récurrence sur k :
k

P(X;, =@, -, Xy, = ap, Xy, = ) = po(2g) [T Pre o (B — i) A2, 2p)
i=1

T est le temps d’explosion du processus X* et donc également de (X, X™)
puisqu’on a supposé que X était non-explosif. On rappelle (17) :

ﬁO(xO’ {L’S) - MS(xS)A($S> l‘o)

ce qui nous donne immédiatement l'initialisation de la récurrence pour k =
Supposons donc maintenant que (22) est vrai pour un k& > 0. Soient xg, ..., 2}, €
S*et x1.1 €S. On a alors
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* * * _ * _
IP’(Xt0 =I5 ... ,thﬂ = Tpy1s Xty = Tht1)
_ * * * * _
= Z P(X =ap,..., X7 =23, Xy, = xy)
TLES

x P(X;

_ * _ * * * * _
o = Tt Xy = T | X; =g, ...  Xi =g, Xy, = )

k
= p5(25) [T Poe  or(ti = tima) D A )Py, (B — i)

=1 T ES

k
> (@) [T Poe | or (b = timt)Poe e (Bt — te) Ay, Thrn)

i=1 i
k+1

= po(g) H P:‘I(:;Ll,ac;f‘ (ti = tic) A(@hp1s Thot1)
i=1

ou l'on a appliqué successivement la formule des probabilités totales pour la pre-
miere égalité, la markovianité de (X, X*) et ’hypothese de récurrence pour la
seconde, et (21) pour l'inégalité.

On a vu que si £* est non-explosif, I'inégalité est en fait une égalité et la
récurrence est terminée. En particulier, cela montre que P*(-) est le semi-groupe
de la marginale X* et donc L* est son générateur. Le processus X* a été construit
trajectoriellement a partir de X, indépendamment du caractere explosif ou non de
son générateur L*. Ses intensités de sauts sont donc données par les coefficients
Ly o5 y" € 8 et on en déduit que L* est aussi le générateur du processus
minimal X* lorsque celui-ci est explosif.

Supposons donc maintenant que L£* est explosif. La quantité de départ et celle
d’arrivée dans le calcul précédent sont toutes deux positives pour tout choix des z7,
Tp41. Or, dans les deux cas, leur somme en xj, . .., 27 1, Tp1 vaut 1 —P(T < tpiq)
(puisque P*(-) est le semi-groupe minimal associé & L*), ce qui montre 1’égalité et
termine la récurrence.

O

Corollaire 2.4. Si la condition (12) est satisfaite, alors le processus (X, X*) vé-
rifie aussi :

g(XT “’T—.}X*7 7—<T):A(X:7') (25)
pour tout (FX)-temps d’arrét 7.

Ici, 'inégalité 7 < T est & voir dans R. En particulier, T et 7 sont potenticlle-
ment infinis, mais I’événement {7 < T'} est inclus dans {7 < oo}.
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Démonstration. Soit 7 un (F;")-temps d’arrét, f : S — R mesurable, continue et
bornée et G une variable aléatoire réelle, FX -mesurable et bornée. Par définition

de la loi conditionnelle, on veut montrer :

E(G1-<r f(X7)) = E(GL,<r A[f1(X7)) (26)

Pour tout n € N, on pose 7, := —[n7]|, ou [-] désigne la partie entiere par

S|

exces. On a alors :

{m, <t} ={[n7] < nt}

= U {m=[n1}

meN
m<nt

= {m-1<nr<m}

meN
m<nt

= U

meN
m
n St

m—1

m *
<7< —YeF¥
n n

. A \ 1
et donc 7, est un (FX)-temps d’arrét. 7, est a valeur dans —NU{oo}, et 7,, = k/n
n

k
<7< — donc :
n n

si et seulement si

Gl —im = Glicipm — Glcu—1y/n

qui est f,g;;—mesurable.
On rappelle que 1'on a (13), soit :

VE>0, L(X: | Ft<T)=AX/,")

c’est-a-dire, par définition, pour toute fonction A : & — R mesurable, continue
et bornée, pour toute variable aléatoire réelle H F/X -mesurable bornée, et tout
t>0:

E(H1t<Th(Xt)) = E(H1t<TA[h](Xt*))

D’ou :
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( Tn<TGf =K (Z 1k/n<T1Tnk/nt(Xk:/n>>

k=0

Z E 1k/n<TlTn:k/nt<Xk/”>)

=0

= > B (LynerLr,imGA L (Xi))

k=0

(32 Bupaert oG

k=0

= E (1,,<rGA[f](X},))

8 =

|
&=

Or, presque slirement, lim f (X,,) = f(X;) par continuité a droite des tra-
jectoires de (X, X™*) et continuité de f, Iim 1. r = 1op et lim AlfI(X;) =
A[f](X}) par continuité de A[f], donc on en conclut par convergence dominée :

E(Glr<rf(X;)) = lim E (1, «rGf(Xy,))
= E(G1.rA[f](X}))

2.2 Dualité avec explosion

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré uniquement des processus minimaux,
c’est-a-dire que nous ne nous sommes intéressé qu’a ce qui se passe avant le premier
temps d’explosion. Cela n’est généralement pas suffisant pour que le processus A-
lié construit dans la section précédente soit un dual de stationnarité forte pour
X.

En effet, prenons 'exemple ou X est une chaine de vie et de mort sur Z,
récurrente positive. On cherche a construire, suivant la méthodologie de [3], un
dual X* dont les états sont les intervalles de Z, et lié a X par un noyau A qui
n’est autre que la mesure stationnaire restreinte aux intervalles. Dans ce cas, ’état
[—00, +00] ne peut étre atteint par X* qu’aprés un nombre infini de sauts. Le
temps d’atteinte de cet état étant aussi le temps de stationnarité recherché pour
la chaine X, on aimerait qu’il soit fini et on a donc besoin de s’intéresser a ce qui
se passe apres un temps d’explosion. Cet exemple sera traité plus en détail dans
la section suivante.
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Nous allons donc maintenant spécifier un peu plus le cadre de travail. On se
place sur un espace topologique dénombrable E, que I'on supposera séparé.
Définition 2.5. On dit qu'un générateur L sur E est stratifié sl eziste N € N
et un N-uplet (E;);cpi,ny de parties de E, appelée stratification de ﬁ, tels que :

— Les E; sont deux a deux disjoints.
— Vi € [1,N], Vo € E;, si (Y")o<t<r est un processus minimal issu de x et

A

associé a L, avec T son temps d’explosion, alors :
i

PY e ||E|t<T)=1
j=1

— Si de plus T < +00, alors presque surement il existe j < i et € tels que
Y e E;, Vtelr—e, 1], et lim Y;* existe et appartient d Uil 41 BEr. Cette
limite sera notée Y.

Cette définition peut se comprendre ainsi : un processus de saut minimal associé
a un générateur stratifié peut sauter d'une strate a une autre uniquement si la
strate d’arrivée a un rang inférieur ou égal a la strate de départ. A l'inverse, au
temps d’explosion, le processus doit avoir une limite, située dans une strate de
rang supérieur (strictement) a celui de la strate ou il se trouvait juste avant. Il est
alors naturel de définir le processus au temps d’explosion comme étant égal a cette
limite, et de le faire ensuite repartir de cette limite. C’est ce qui est fait dans la
construction qui suit.

Remarque 2.6. Pour satisfaire la deuzieme condition, on doit nécessairement
avoir L, . = 0 dés quey € Ej, z € Ey, k> j. La Q-matrice (Lyy)(2y)cr st donc
triangulaire inférieure par bloc, chaque bloc correspondant a une strate différente.

Soient £ un générateur stratifié sur £, (E;);cpi,n) une stratification de ﬁ, avec
N € N, et p une mesure de probabilités sur F. On construit un processus non-
minimal Z de générateur L et de loi initial 1 de la maniere suivante :
— On pose Ty = 0 et Zg, = x avec probabilité p(z).
— Par récurrence sur ¢ > 0, on suppose Z construit jusqu'au temps 7;. Si
T; = 00, la construction est terminée. Sinon, on simule un processus minimal
Y@ associé & L et issu de Zr,, indépendamment de Zjo 7,) sachant Z7z,. Soit
T},, son premier temps d’explosion, on pose :

T4t = }/t(i)u Vi < Tz‘/+1

T =T+ T/,

_v® :
ZTi+1 =Y, S1 EJA < 00
3
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Définition 2.7. On appelle processus de saut (resp. semi-groupe) stratifié as-
socié & (v, L) un processus Z (resp. son semi-groupe) obtenu par la construction
précédente. Ce processus est défini jusqu’a un temps dit de double explosion, pos-

siblement fini :
T:= lim T;

i—+o00
Comme pour les processus minimaux, on le prolonge apres le temps de double
explosion en posant Xy = A pour toutt > T, ou A est un point cimetiére n’appar-
tenant pas a E.

Par construction, un tel processus satisfait la propriété de Markov forte, et
d’aprés Anderson [2], Proposition 1.2.7, sa fonction de transition satisfait 1'équation
backward pour £ (mais pas forcément I’équation forward).

Remarque 2.8. On pourrait également définir le processus par passage a la limite
apres le temps de double explosion, jusqu’a un temps de triple explosion, et ainsi de
suite jusqu’a des temps de multi-explosion, sous réserve que la limite du processus
existe a chaque fois. On verra que pour l’étude que ['on fait ici, cela n’est pas
nécessaire.

A chaque temps d’explosion, le processus passe d’un espace E; a un espace Ej,
avec j > 1, et une telle transition n’est possible qu’apres une explosion.

La proposition suivante justifie la construction que 'on vient de faire :

Proposition 2.9. Soit £ un générateur stratifié sur E, Z un processus de saut
stratifié associé a L et T;, 1 € N ses temps d’explosion. Pour toute fonction f €
B(E), on définit le processus :

M = §(2) - §(20) - [ £5(2)3ds

Si f est continue et Lf est bornée, alors pour tout ¢ € N, (MthT)tZO est une mar-
tingale relativement a la filtration (FZ)io. En particulier, si le temps de double-
explosion est infini presque sirement, alors M7 est une martingale.

Démonstration. On prouve que les processus (MthT,-)tzo sont des martingales par
récurrence sur ¢, avec T; le i-eme temps d’explosion de Z, pour ¢« € N. Pour 7 = 0,
c’est trivial (7Tp = 0). Supposons donc que ce soit vrai pour ¢ > 0. On pose :

v Zrpe siTy+1t <Ti
e A sinon

Alors Y est un processus minimal sur £ associé au générateur L. Sion appelle 7,
son n-ieme temps de saut, n € N, on a alors, pour tout 0 < s <1t :
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E<MT +tATh Mif‘ﬂrs/\ﬂ'n | ‘Fﬂgﬁ—s/\ﬂ'n) = E(Mif‘i+t/\7'n MT +SATh ’ ZT'+S/\Tn)
tATh
= E(f(Yinr) = f(Vors) = [ L) | Vi)
=0
car Y est solution du probleme de martingale pour L.

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient par le théoreme de convergence
. f : :
dominée que le processus (M{y, 4,7, , )i>0 est une martingale. On a alors :

ﬁ

E(Mtf/\T - Méf/\Ti_Fl | ‘FS)

i+1

(Minz,, = Mg, | Fo) Lacn,
I[‘E(]Wj\:n+1 = Ml | Fr) | Fo) L,
E( t/\T'H—l | ]:T) Msf/\TH_l | }—5) 15<Ti
M, Lo, + Mt Lo, — MszTi+1 | Fo) Lser,
Mg, = Mg, | Fo) Loer,

= E(
= E(
= E(
= E(
E(MtJ;\T Msf/\Ti ‘ ]:5) ]‘5<Tz‘

I
o

Par convergence dominée encore une fois, avec i — 0o, on obtient que M/ est une
martingale si T; — +oc. ]

On suppose dorénavant que :

— & est un espace muni de la topologie discrete.

— Il existe une stratification (S;)iep,ny, IV € N de £ sur §*. On note P*(-)
le semi-groupe stratifié associé a L£*.

— Le temps de double-explosion d’un processus stratifié associé a L* est infini
presque sfirement. La matrice (P} .(t)). y-cs- est alors stochastique pour
tout £ > 0.

— Pour tout z € S, la fonction §* 3 x* — A(z*, x) est continue.

Lemme 2.10. Sous ces hypothéses, (S x S} )icpi,ny est une stratification de L sur
S x 8" muni de la topologie produsit.

Démonstration. Ceci découle trivialement du fait que £ est non-explosif et que les
marginales d’'un processus minimal (X, X*) de générateur £ ont pour générateurs

L et L* respectivement.
]
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Le théoréme suivant sera un outil indispensable pour construire des duaux de
stationnarité forte sur des espaces dénombrables.

Théoréeme 2.11. Sous les hypothéses précédentes, les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe un processus stratifié (X[ )i=o sur S* de générateur L* et de lois
initiale pg, tel que YVt >0 :
L(Xe | 7)) = MXT) (27)

LX; | X)=2(X] | FY) (28)

P*(t)A = AP(t) V¢ > 0

£\ —

(ii) {MSA = Ho

LN=AL

Démonstration. Nous allons montrer (i)=-(ii)=(iii)=>(i).

(i)=-(ii) La preuve n’est qu'un calcul de probabilité conditionnelle par deux
moyens différents. En effet, soit ¢ > 0, z* € §*, y € S. D’un c6té, d’apres (27),
X, est indépendant de X conditionnellement a X; et donc on a :

y*ES*
=D P, ,OPX, =y |X] =y
y*GS*
= Z P;*,y*@) A(y*7y)
y*GS*
et d’autre part, X est indépendant de X; conditionnellement a X, d’apres (28),
d’ou :

PX,=y|Xg=a")=) PXo=2|X;=2")P(X, =y | X5 =2, Xo = x)
zeS
= ZA(x*,x) P(X; =y | Xo=12)

zeS$S

=D A", 2) Pyy(t)

reS
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ce qui montre que P*A = AP. De plus, on a :

to(y) = P(Xo = y)

= Y PX;=y"PXo=y|X;=y"
y*ES*

= > uWHAY )

y*es*

donc pp = pgA.

(ii)=(iii) La preuve est quasiment identique a celle de Fill ([7]), Proposition 2.
Cependant, certaines étapes méritent une justification supplémentaire, puisque les
hypotheses de départ sont légerement différentes, ¢’est pourquoi cette preuve est
reproduite ici.

On pose Q(t) = AP(t). Comme P'(t) = P(t)L,on a, VT €S, Vy € S :

A", 2)Py ()] = [ D2 A", 2)Py(t) Ly
zZES
<A@ )L,
z€S

et cette derniere somme est finie d’apres ’hypothese de p-intégrabilité de la diago-
nale de £. On utilise cette fois ’équation backward de Kolmogorov pour obtenir :

Qo (1) = > Az, ) )P, (1)

TES
= Z Az, x) Z L,.P,,(t)
€S zES

En particulier, Q'(0) = AL
D’apres (ii), on a aussi Q(t) = Q*(¢t) := P*(t)A, et P* est solution de I’équation
backward intégrale pour £* (cf Anderson [2], chapitre 2, proposition 1.1) :

P o (£) = G et 4 / S L (s)e~ =) ds
z*Fr*
Donc en utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli :
@y () = A et [ 5 L0 Q2 (s)e I ds

*#I
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Pour tout z*,y, la fonction ¢t — Q}. ,(t) est continue (car Q*(t) = Q(t) = AP(t)
est dérivable en ¢ donc continue), et le nombre de termes dans la somme est finie
par hypothese donc l'intégrande est continue. Par le théoreme fondamental de
I’analyse, on obtient donc d'une part :

(;it(ﬁ tQ ,y ) (Z ﬁ ))etﬁz*

*#QE*
et d’autre part, par dérivation d’un produit de fonction :

(5@ (1)) = (£ Qe 1) + Q5 1) 5

d’ou :
=2 2 L P (DAY )

Z* y*GS*

Dot Q¥ (0) = L*A, or Q* = Q donc L*A = AL.

(iii)=(i) Soit X* un processus de saut stratifié tel que (X, X*) ait pour géné-
rateur £ et pour loi initiale i (on rappelle que ji(zo,z) = ui(xs)A(xh, x0)). Par
construction, un tel processus vérifie (28). Montrons qu'il vérifie (27).
On pose T = 0 et Vi > 0 on note 7)., le k-itme temps de saut de (X, X*)
suivant T;, k € N et :
Tivr = kh_}m Tz]fﬂ

le (i + 1)-iéme temps d’explosion. D’apres les hypotheses,

lim T; = 400
1—+00
On prend comme convention T’“ +oo, Vk, Vj > 11T, = +o0.

On commence par prouver que le processus (X, X*) est continu presque siire-
ment a chaque temps d’explosion T;. En effet, X* est continu en 7} par définition
d’un processus stratifié, et X est discontinu seulement quand il saute. Appelons
on les temps de sauts de X, Supposons par récurrence n que (X, X*) est continu a
chaque temps d’explosion jusqu’'a o, et appelons 7; le dernier temps d’explosion
avant ,,. Soit £ un générateur sur §* défini par Ex = £ Xoy 1), (Xo ) €6 Y UD
processus stratifié partant de X et de générateur L. En regardant la construction
de X* que 'on a fait dans la preuve du théoreme 2.1, on s’apercoit que (X ;)
est égal en loi a Y jusqu’au temps o, 1. En notant 7, les temps de saut de Y avant
sa premiere explosion, on obtient :

28



P(Tip1 = ons1 |-7:§L) =P(on + 7k =y On+1 |]:§L>

=Plo, +7m + Z(Tk-',-l — Tk) = On+1 |‘7'—<§1)
k=1

=0

car 7; est une variable aléatoire continue, indépendante de 7,11 — 7%, 0y, €t 041
conditionnellement a F, (fi . En procédant de la méme maniére (par un second niveau
de récurrence), en commengant de 7;1;, j > 0, si ce dernier est plus petit que 0,41,
on termine la récurrence. En conclusion, on obtient o, # T,,, Vm,n > 0.

On va maintenant montrer par récurrence sur ¢ que pour tout 0 = ¢; < --- <
t, < oo et tout (af,...,25,x,) € {S*}" xS, neN, ona:

]P)(X; = .Z'T, cee ,X% = .’L’Z,XTZ. = Tp ’ tnfl < T; < tn)

et :

]P(X:l = I’T, . ’Xt*n = Z‘;,th =T, ’ E+1 > tn)
=P(X; =21,...,X] =2x, | Tivq > to) A2, ) (30)

Pour i = 0, on considére simplement un processus minimal associé & £ et la
récurrence est initialisée par la loi initiale de (X, X*) (pour (29)) et le théoreme
2.1 (pour (30)). Supposons donc la récurrence vraie pour i — 1 > 0. De (30) on
déduit :

LX | FY T > t) = AMXG,0), VE>0

et de la méme maniere que pour le corollaire 2.4 :
ZL(Xs | F§') = A(X5, )

pour tout temps d’arrét S < T; presque stirement.
On pose :

k>0

la tribu engendrée par la réunion des .7-"7{2 )
[
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Soit G une variable aléatoire réelle A;-mesurable bornée et f : & — R conti-
nue bornée. D’apres le théoreme de convergence des martingales fermées, on a
E(G | F%') — G p.s. et donc en utilisant le théoréme de convergence dominée :

E(Gf(Xr)) = lim E(E(G | F) f(Xr0))
= lim B(E(G | Fp)Alf](X;4))
= E(GA[fI(XT,))
Maintenant, si on se donne 0 =ty < --- < t, <ooet (zf,...,25) € {S*}", n €

N alors il existe une suite décroissante (V;,)men de voisinages de z¥ telle que
NV = {25} et on a:
m

{X*1 = I'T, t 7X7*“Z = m;iaﬂ c ]tnflatn]}
={X;, = a7, im Xpu = a7, lim TF €t 1]}

SO U NG = 7 Xy € VT € it}

m>0 K>0 k>K
- n U m {Xt*l = Jf{’ T ’Xi-k € VmaTzk S ]tn—latn]}
m<0 K>0 k>K
c’est-a-dire :
{Xt*l :xf,...,X;}L :x:”Ti :tn} €A,

et on en déduit (29). Autrement dit, la relation d’entrelacement est conservée "au
temps d’explosion T;".

Par construction, le processus ((X, X*)r,4¢)i>0 a la loi d'un processus minimal
(Y, Y™) de générateur L jusqu’au temps d’explosion T}, 1. Ce processus est indépen-
dant de ((X, X*)rat)e>0 conditionnellement a (X, X*)r, et grace a ce qui précede,
on sait aussi que la loi initiale de ce processus minimal vérifie :

P(Yo = o | Yg = x) = A, 20)

pour tout (xo,zf) € S. Du théoréme 2.1 on déduit que pour tout 0 = ¢, < --- <
t, < 0o et tout (x3,..., 25 x,) € {S*}" xS, neN:

(
:P(KT—TZ = an cee ’}/ti—Ti = x:,y}/tn—Ti = Tn | TY > tn - 1—‘1" T; S tl)
=P(Y) o =af,... Y =2 | T >t, =T, T, < t1)A(z}, x,)
(
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ot TV est le premier temps d’explosion du processus (Y,Y*). On montre ainsi
que l'entrelacement- est conservée apres le temps d’explosion T;. En effet, si k €
[1,n—1] et z € S, alors en utilisant :

i. le caractére markovien de (X, X*)
ii. 'indépendance de Xr, et X[ 1) conditionnellement & X7,
iii. la loi d’un processus minimal (Y,Y™*) := (X, X*).,. de générateur £, donnée
par le théoreme 2.1

on obtient :
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IP(X;(l = l‘;, . ’X:n = l’;,th = Tn | 1—; - ]tk7tk+1], 7_;‘4_1 > tn)

= Z P(Xt*l = ZUT, s 7Xt*n = I'Z,th = xnaXTi = | T; € ]tk’atk‘-i—l]) E—i—l > tn)
zes

=S P(X; =af,..., X, =ap, Xp, =2 | T € Jt, trsa], Tir > 1)
ze8

x P(X}

tet1
é Z P<Xt*1 - QZ’T, s 7Xt*k = '1'27 i =z ‘ 711 € ]tk‘7tk+1] ) 7-'7;4’1 > tn)
zes
X P(XTI =X | X’;:Z = .T*7 E-ﬁ-l > tn; ﬂ S ]tk,tk+1])
P(Xy, =2, X} | =0, Xp, = 20 | X, = 0%, Tigr > o, Tj € Jtg, trpa])
]P)(XTZ =T | Xik"l = I*J E—I—I > tn, 771 € ]tkutk—l-l])
= Z P<Xt*1 - QZ’T, s 7Xt*k = '1'27 i =z ‘ 111 € ]tk‘7tk+1] ) T'iJrl > tn)
zes
X P(X7, =2, X}, =g, Xoy = a0 | X3, =27, Tigr > o, Ti € Jty, trga])
= > Y PX; =af,....X; =25, X5, = 2" | T} € Jti, tega] s Tir > tn)
z*eS* xS
xP(Xt, =2, X =g, Xoy = a0 | X7, =27, Tig >, Ti € Jty, trpa))
= > P(X; =af,..., X} =a5, X}, =2 | T} € Jtg, tesa], Tipa > tn)
T*eS*
X P(X:k+l - xz+1a SR 7th = Tn ‘ Xi(:l - x*7 Cri-i-l > tn, 1—’1 S ]tlﬁtk-i-l])
= > P(X; =af,..., X} =a5, XJ, =2 | T; € Jty, tesr], Tip1 > tn)
z*eS*

ty
x/ UP(X; = ap . X = a | X =2, Tig > 1, T = £)dt
123

= xlt;-t,-l? ce 7Xt*n = CCZath = Tn | XTZ' - ju ,IZH-I > tna 1—; S ]tkatk—i—l])

X

Tt

lé Z P<Xt*1 = LUT, s 7Xt*k = ‘TZ7X;, =a ‘ T; € ]tkathrl] ) CriJrl > tn)
z*eS*
X IP’(X;:H1 =Thp, Xy, = x| X7 = 2", Tigy >y, T; € Jtg, trg]) A2, 20)

Puis en gardant le terme A(x},z,) de coté, on refait les mémes étapes dans
I'autre sens :
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=Nz, 2n) Y P(X; =af,..., X; =a, X5, = 2" | T} € Jte, tega] , Tiga > 1)

zes
xP(Xy, =2,X; =a7,....X; =, | Xy, = 2", Tipa > ty, T) € g, tria])
=Nz}, ) Y PX; =af,..., X; =2, X5, =2 | T} € Jte, tega], Tia > 1)
zes
X ]P)(XTZ =T | X*L - x*7 T’i—i-l > tn, E € ]tlmtk-i-l])
P(Xp, =, X;_ =}, Xp, = 2 | Xg, = 2%, Topa > tn, Th € Jta, i)

X

]P)(XT’L = ’ Xi =T, 7ﬂiJrl > n, T; € ]tk>tk+1])
=Nz, 2,) Y PX] =af,.... X, =ap, Xp, =2 | Ty € Jti, trsa], Ti1 > t)
zes

x (X}, x| Xr, = 2, Ty > tn, Ty € Jtg, trga])

=A(2h,z,) D P(X) =af,...,X; =25, X, =% | T} € Jte, tuga]» Tipa > 1)
zes

—P(X} =2},...,X]

n

=a,...,X] =
x’:, | T’l € ]tkathrl] ) T'i+1 > tn) A(xiwxn)

et donc il n’y a plus qu’a sommer sur les intervalles possibles pour 7; :

]P)(Xzzkl - ZL‘T,. .- 7X£kn = x:Luth = In | ,-Tz'—s—l > tn)

n—1

+ ZP(X:I :SUT,...,X:” :I‘Z,th = Tnp, tk < j—; S tk+1 | CZ—IL'+1 > tn)
k=1
=P(X} =21,.... X} =, | T; > t,) ANz, z,) P(T; > t, | Tiya > ty)
n—1
+ Z P<Xt*1 = xi? cee 7Xt*n = 513':” tk < T’l g tk+1 | T'i+1 > tn) A<x:;7xn)
k=1

:IP’(Xt*1 =uai,... ,Xt*n =) | Tiy1 > tn) Az, xp)

ce qui acheve la démonstration de la récurrence. On en déduit :
L(X | FY > 1) = AMXS)
pour tout ¢ € N, c’est-a-dire :
E(lrse G f(Xy)) = E(dgse G A[f](XT))

pour tout fonction f continue bornée et pour tout variable aléatoire G bornée et
FX -mesurable. Or, tlim 17,~; = 1 presque stirement et on conclut par convergence
— 00
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dominée que :

L(Xe | FY) = AMXY )

Corollaire 2.12. La condition (27) peut-étre remplacée par :

L(Xr | FX T < 00) = A(X, ) (31)
pour tout FX -temps d’arrét T.

Démonstration. La condition (31) implique trivialement (27). L’autre sens est
identique a la preuve du corollaire 2.4. O

3 Application au cas de processus de vie et de
mort

Soit (X})i>0 un processus de vie et de mort sur Z, de taux de déces (a,)nez
et de naissance (b, ),ez, tous strictement positifs. On suppose que les coefficients
sont tels que X est non-explosif et récurrent positif, c¢’est-a-dire (cf Anderson [2]
Chapitre 8) :

+oo 14 b, 1
J

ST+ [T < (32)

i=0 j=1 ¥+1 20 j=1

1
400 —
i — =00
’ biﬂ(ll) (33)

ou p est la mesure stationnaire, définie de maniére unique par les relations :

p(n)bn = p(n + 1)an (34)

> un) =1 (35)

neEZ
soit, pour tout n € N* :
n—1 bz
p(n) =p(0) IT —
=0 Ait1
n—1 a_;
p(=n) =p(0) [T -—
1=0 b_l_l



1

b oa—; )
L+ nen ( o — + 15— )
Aj+1 b_i1
On suppose que les coefficients du générateurs sont tels que :

> p(n)b, < oo

neE”L

avec (1(0) =

Le générateur (L; ;) )ezz du processus X est défini par :

b; sig=1+1

i L
7.7

—a; —b; sijg=1

0 sinon

On note p; la distribution de X;, Vt > 0.

Partant de ce processus, on cherche a construire un dual de stationnarité forte
X*, a valeurs dans :

E:={(p,q) € (ZU{—00}) x (ZU{+00}); p < q}
I’ensemble des intervalles de Z, lié & X par le noyau A défini par :

A((p,q),n) = M V(p,q) €E Vn € [p,q]

(on remarquera au passage que L est bien A-intégrable comme requis dans la
section 2). Ici et dans toute la suite, pour (p, q) € E, n € [p, q] signifie n € [p,q|NZ
(on exclut notamment n = +00).

On munit E de la topologie engendrée par les ouverts suivants :

{(r.9)}
{(p,q+1i), 1 e N} U{(p, +00)}
{(p—1,q), 1 € N} U{(—00,q)}
{(—o00,q+1), i e N} U{Z}
{(p —i,+00), i e N} U{Z}
{(p—iq+17), i,j e NJU{Z}
avec —00 < p < ¢ < 400. On pose :

E, :={(p,q) €Z* p<q}
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E; = {(—00,q) € E} U {(p, +0) € E}
E3 = {Z}

Soit £* un générateur sur E défini de la maniere suivante :

plp =Lodl)y o oy

/L( D, q]]) bp—l — Ypq (pza Qz) - (p 17 Q>

w(lp, q + 1]])aq+1 —byy (pigi) = (pg+1)

1([p q])

ﬁ%wﬂm@%=“%f%@%:w; og) = (p+1q) B

u(lp, q K ’ ’
plp.a=1D, _ ) = (p.q—

M( P, q]]) bq —- Wphq (ph Qz) - (p7 q 1)

0 pour tout autre (pi, Qz') #* (p, Q)

pour tout (p,q) € E, avec comme convention ae, = by = @ oo = b_o = 0.
Alors, on a la :

Proposition 3.1. [l existe une mesure pug sur E et un processus minimal X* de
distribution initiale 1 et de générateur L* tel que X* soit A-lié avec X.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.1, il suffit d’avoir pjA = po et LA =
AL. Pour le premier c¢’est immédiat si on prend la mesure qui ne charge que des
singletons : u((m,n)) = dmn po(n). Pour le deuxieme : V(p,q) € E, Vn € Z

(AL) gy = D A(p.q),m) L(m,n)

= > Allp,q),m) L(m,n)
mée[p,q]
_ pn—1)
= 7'“(“])7 q]]) 6n—1([[p7 Q]]) br—1
4ﬁgzﬁ%dhﬂwmrwﬁﬁm%WMM@+%)
_ #()[bn(Onp-1 — Ong) + An(Ong+1 — Onp)]
1([p, q])

et :
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(LN pgn= Y. L(pa).@.4) MNP, q).n)

(»',q")EE
=yl = 1a]) = ol [y
+ ag116,([p; ¢ + 1) = 6u([p; q])aga
+aydn([p + 1, 9]) — 6u([p; q])a,
+ 040n([p, ¢ — 11) = 6u(lp, al)by)
_ N(n) [bn((sn,p—l - 5n,q) + an(én,qﬁ-l - 5n,p)]
1([p, q])

= (A‘E> (p,9)n
]

On a donc un processus minimal (X}) = (P, Q;) € E. Les bornes P et @
évoluent comme des processus de vie et de mort individuellement non-markoviens
sur Z, jusqu’a un possible temps d’explosion T'. Ici, le seul état absorbant pour X*
est Z, mais il se trouve qu’il ne peut pas étre atteint en un nombre fini de sauts
depuis un autre état. Il nous faut donc considérer un processus de saut stratifié
associé a L*, ce qui est rendu possible par la :

Proposition 3.2. £* est stratifié sur E, et (Ei, Ey, E3) est une stratification de
L.

Démonstration. Pour (X]) = (P, Q;) un processus minimal associé a L* et de loi
initiale pf, on appelle T son premier temps d’explosion, et on pose :

T T si T est un temps d’explosion pour P
b +00 sinon

T T si T est un temps d’explosion pour ()
2 +00 sinon

de sorte que T'=T1 A 'T5.
On va montrer que thHTl @y = +o0o p.s. si T'=T,, et on en déduit par symétrie
—

que thn% P, = —c0 si T = Tj. Pour cela, on considere le processus X* = (P, Q)
%

couplé avec un processus de vie et de mort (homogene) Z de méme loi initiale que
@, correspondant a I’évolution de la borne droite de X* lorsque la borne gauche
est en —oo. Un tel couple est donné par le :
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Lemme 3.3. SiT = T, il existe un couplage (X*, Z) tel que Q; > Z;, Y0 <t < T.

Démonstration. On va construire X; := (—o0, Z;) un processus de Markov de
générateur L*. On simule X = (P, Qo) selon sa loi initiale yuf, et on pose X =
(—00, Qo). Le processus Z est un processus de vie et de mort, de taux de déces et
de naissance respectivement :
j_plent])
M([[_Oov n]])

et on a, ¥(p,q) € E:

p([=o00,n —1])

u(l—oor]) "

p — fpa+1))
P (e a))
B p(g+1) "
=0t )
p(g+1) "
>0t oo )™
_ p(]—00,q + 1)
([0, 4])
= bq
o - Mpa-10),
P up,gl) !
pl—o0,q 1)),
) p([—o0,4])

P

IA

q

c’est-a-dire que les naissances se font en moyenne plus rapidement pour le processus
(Q¢)¢, et les déces plus lentement. Pour effectuer le couplage, on procede alors
en laissant les deux processus évoluer indépendamment tant que @y > Z; puis,
lorsqu’ils se rejoignent, en "forcant" Z; a descendre si ); descend, et (); & monter
si Z; monte.

Pour cela, on définit par récurrence la suite (7;) des temps de "jonction" de Q;
et Z; et (T}) celle des temps de saut suivant la jonction (on autorise une jonction
instantanée, c’est-a~dire qu’on peut avoir T;;q = T7), et on décrit le comportement
du couple (X*, Z) entre ces temps. Soit Tp = 0. Vi > 0, on définit 7] comme étant
une variable aléatoire telle que 77 — T; suit une loi exponentielle de parametre
Ai = 0Qy, + bpr,Qr, + @y, qp T Vpr - SOt Tisy le temps d’arrét :

Tip1 :=inf{t > T/;Q, = Z;}
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On impose Q; = Z; = Qr, et P, = P, VI; <t < T/, puis :

(P, Qr1), Z11) =

((Pr, Qr, = 1), Zg, — 1)
((Pr,, Qr, +1), Z7, +1)
((Pr,, @n,), Z1, — 1)
((Pr, Qr, + 1), Zry)

((PTi - ]‘7QTi)7 ZTi)

((PTi + 17 QTi)7 ZTi)

e, OPrQr,
avec probabilité ——=

)

avec probabilité on

avec probabilité

brr Qr, —
avec probabilité T“QTS\
i
!/

1ep s aPTinTi
avec probabilité ——+

, 7
Pr,,Qr;

Ai

avec probabilité

Ensuite, X} et Z; évoluent indépendamment entre les temps T/ et T;;;. On

)

a

clairement Q; > Z;, V0 <t < T, il ne reste qu’a vérifier que les marginales (X;)
et (Z;) du processus ainsi construit correspondent bien aux processus souhaités.
Lorsque Z, < Q, c’est le cas par définition. Sinon, soit £* le générateur du processus
couplé (X*, Z). On a, pour toute fonction f sur E x Z, pour tout (p,q) € E :

L f((p, ) ) = ap(f(p:q—1),9—1) = f((p,9),q)
+b(f((poa+1),a+1) = f((p.a). 2)

+ (g — apg)(f((p, @), g — 1) = f((p,9),9))
+ (bpg = b)) (f((p, g+ 1).0) — f((p.4). )
+a,,(f((p—1,9),9) — f((p,4);9))
+bpo(f((p+1,9),9) — f((p,0):9))

Ainsi, si f ne dépend pas de la premiere variable, on a :

L f((p,q),q) = by(f(g+ 1) — f(a)) +ag(f(g — 1) — f(q))

et si f ne dépend pas de la deuxieme variable :

L f((p,9),q) = apq(f((.a— 1)) = f((p, @) + (bpg(f((p, g+ 1)) — f((p.q))

+a,,(f(p—1.9) = f(p. ) + bpo(f((p + 1,9)) — f((p,2)))

ce qui correspond bien aux générateurs respectifs de Z et X*.
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Il ne reste donc plus qu’a montrer :

Z; — 400 ps. (38)

t—+00

X';k = (—00, Z;) est égal en loi & un dual de X,. Ce dernier est récurrent positif,
et pour tout ¢ > 0,X, < Z;, donc Z; > 0 infiniment souvent (si on considere
la chaine de saut sous-jacente). Ceci implique notamment que Z; H—Jzoo —00 est
impossible p.s..

Si on considére le méme processus Z; que 'on force a rester sur N en imposant
ap = 0, alors la condition pour Z, Hjoo 400 est :

Or :

Par conséquent, 7, , —+> oo presque stirement, et donc Z; aussi. En effet, tant
—+00

que Z, > 0, le processus Z se comporte comme Z. Sil'on pose 75 = 0, 0y = inf{t >
To, Z¢ = 0}, et pour tout ¢ > 0 :

7, =1inf{t > 0,4, Zy =1} et o;=inf{t >, Z, =0}

(avec comme convention inf @ = +o00), on a P(1; < 00 | 0,_1 < 00) =1 car Z; >0
infiniment souvent et

Plo; <oo |7 <00)=1—-P(Z,#0,¥t>0| Zy=1) <1

Il existe donc presque stirement un temps 7; pour lequel Z; > 0 pour tout ¢t > 7.
Comme :

27,

k3

+.|TZ'<OO,O'Z':OO):$(Z|20:1,2t>0,vt>0)

il vient donc Z; — o0 presque stirement.
t——+o00
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Si au contraire T' < T5 alors () n’explose pas au temps 1" et admet donc un der-
nier temps de saut T} avant T et }HI% Q+ = Q1, € Z presque stirement. En faisant
ﬁ

le méme raisonnement avec P, on conclut que lin% X} existe presque stirement.
t—

On vérifie alors facilement que les trois conditions pour que E;, Es, E3 forment
une stratification de £* sont vérifiées. [

Par le Théoreme 2.11, on est maintenant autorisé a considérer un processus
de saut stratifié X* associé au générateur L£* et a une loi initiale g vérifiant
uoA = po, tel que X* soit un dual de stationnarité forte. L’intérét de ce processus
est que 'existence d’un temps fort de stationnarité pour toute distribution initiale
o de X est équivalente a ’absorption en temps fini de X* en Z, pour au moins
une distribution initiale pf telle que pufA = po. L’implication dans un sens est
immédiate d’apres la définition du noyau A et le corollaire 2.12, dans 'autre elle
découle de la proposition suivante :

Proposition 3.4. Si jig = -, et X5 = (—00,0) p.s., alors le dual X* est
optimal.

La preuve est identique a celle de Miclo [12], lemme 26.
Démonstration. On utilise la fonction de séparation s (on rappelle que s(t) :=

sup (1 - ,ut((m))>’ voir [7] (1.3), avec u; = L(Xy)), et le noyau A. Si on appelle
p(m

m

T :=inf{t > 0;Q; = oo} le temps d’absorption de X*, alors :

5(t) = sup (1 - “t(”)>

neL /L(TL)
— su . A(]—00,Q4] ,n)
Tk <1 ) )
1 —inf g (2nU=00. @)
=logn <u<1—oo,@t1> )
e (0u(-5.Q))
Sk ( MESXN) )
=1-P(Q; = )
=P(T > t)
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Ainsi, dans ce cas, le temps d’absorption en Z de X* est un temps a la stationna-
rité et sa finitude p.s. est équivalente a ’existence d'un temps fort de stationnarité
fini (pour la loi initial p).

On est enfin en mesure d’énoncer et de montrer le résultat principal de cette
section :

Théoreme 3.5. Il existe un temps fort de stationnarité fini pour le processus X,
pour toute distribution initiale, si et seulement si :

1

p(i+1) 00 (39)
Z ;M%
et
Zu—z—l Z¥<oo (40)
=u(=g)a-;
Démonstration. e Condition nécessaire :

On se place dans les conditions de la proposition 3.4, c¢’est-a-dire oy =
P [-o00] €t X§ = [—00,0] p.s.. On a vu que dans ce cas, X* est optimal,
et donc §’il existe un temps fort de stationnarité alors X* est absorbé en
temps fini p.s.. Or, ceci est vrai si et seulement si la série

zlgl]klll

converge. En effet, il s’agit du critere d’explosion d’un processus de vie et
de mort sur N (voir par exemple [2], section 8.1), que l'on étend ici & une
chaine sur Z a valeur dans N infiniment souvent, de la méme maniere que
pour (38). Cette condition se reformule ainsi :

iﬁbMF Zﬁ<m

i=1 jfl ajHN(] 00,j+1
k

NI ZHZ<w

i=1 j=1 Y+1 =1 =1

7

<:>;,u(i+1);ﬂ<;)bk<oo

ou on a utilisé le fait que p([—o0,j]) est borné pour j € N. Ceci prouve
que (39) est une condition nécessaire. On traite (40) de la méme maniere,
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EN

F1GURE 1 — Exemple de graphe considéré

en prenant fijo o0 comme loi initiale pour le processus X, Xg§ = [0, +00]

presque stirement et en considérant la borne gauche du processus dual X*.
e Condition suffisante :

Inversement, si le processus X* partant de [—oo,0] (resp. [0, 00]) est ab-

sorbé en temps fini p.s., alors d’apres la Proposition 3.3, il existe un dual

qui le sera aussi, pour toute loi initiale i ce qui conclut la preuve.

]

4 Marche aléatoire sur un graphe

Le cas précédent peut étre considéré comme une marche aléatoire sur un graphe,
ol Z est vu comme un graphe constitué uniquement de deux branches infinies
reliées en 0. On cherche maintenant a étendre le résultat obtenu dans la section
précédente a des graphes comportant un nombre fini de branches infinies, plus un
nombre fini de sommets.

On considere donc un générateur £ sur un ensemble dénombrable G, irréduc-
tible et tel que pour tout x € G 'ensemble {y € G : L., > 0 ou L, , > 0} est fini.
Soit (X;);>0 un processus minimal de générateur L et g sa loi initiale. On munit
alors G d’une structure de graphe simple, non-orienté, a poids et connexe, ou deux
sommets distincts p et ¢ € G sont reliés par une aréte si et seulement si £, , # 0
ou L,, # 0 (chaque sommet est donc de degré fini).

On suppose que L est non-explosif, récurrent positif et réversible, et on note p
sa mesure stationnaire. On rappelle que p vérifie (10) :

(@) Lygp = 1(p)Lpg, Vp,q e G

et en particulier, £, , # 0 implique £,, # 0. Cette égalité ainsi que >.L,, = 0
q
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seront a la base de tous les calculs qui suivent. On suppose de plus que :

> )Ly < oo

zeG

Commencons par poser le vocabulaire et les notations qui seront utilisées dans
la suite.

Définition 4.1. (i) Pour toute partie QQ C G, on notera Q° le complémentaire
de () dans G.

(i) Deux sommets p,q € G sont dits voisins si ils sont reliés par une aréte.
Pour QQ C G et ¢ € Q, on note Vg(q) Uensemble des voisins de q dans @,
Vig) == Valq) et V(Q) :={q € Vge(q),q € Q}.

(iii) Le degré d’un sommet est le nombre de ses voisins.

(iv) Un chemin entre deux sommets p,q € G est une suite de sommets p =
D1, ---,Pn = q telle que p; et pirq soient voisins, pour tout 1 < i < n, et que
tous les p; soient distincts.

(v) Un sous-ensemble QQ de G est dit connexe si entre n'importe quel couple de

sommets de () il existe un chemin inclus dans (). Il est dit convexe si tout
chemin entre deux sommets de () est inclus dans Q.

(vi) Si Q' C Q C G, Q' est une composante connexe de () si Q)" est conneze et
mazximal (pour Uinclusion) parmi les sous-ensembles connezes de Q). On note
€ (Q) l'ensemble des composantes connexes de (.

(vit) On appelle centre de G et on note Cg la réunion de tous les chemins entre
deuzr sommets de degrés différents de deux (c’est-a-dire 1'enveloppe convexe
de l’ensemble de ces sommets).

(viii) On appelle branche infinie toute composante connezxe (nécessairement infinie)
de G\ Cg. On note Q;, i € I les différentes branches infinies de G.

(ix) A chaque branche infinie Q;, on adjoint un point a linfini noté A;. On note
Qi = Qi U{A}.

(z) Dans le cas ou Cg est non vide, si l’'on munit N d’une structure de graphe
ot il existe une aréte entre n et m € N si et seulement si |n —m| =1, alors
chaque Q; est isomorphe a N en tant que graphe et on note ¢; : NU{oco} — Q;
lunique isomorphisme correspondant, complété en posant p;(occ) = A;. On
utilisera également la notation suivante :

willp, o)) == U{pi(@)} u{Ai}

q=>p

(zi) On note, comme en (9) :
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() = ﬁ Loy guthrn _ ppi(k))
k=0 E‘)Di(k“!‘l),(ﬂi(k) 1(i(0))
On suppose donc que Cg est fini, ainsi que le nombre de branches infinies
(I =[1,...,N] avec N € N), et non vide (le cas ou Cg est vide correspond a
G =7, qui a été traité dans la section précédente). Dans ce contexte on pose :
G=GulJ{A}

icl

et on définit une métrique d sur G de la maniére suivante :
— Sip,ge @y, 1€l

~ e @ g
dp.g)=| > -
n=p; ' (p)+1
et :
_ _ Too 1
n=¢; " (p)+1
— Sip,qe Cq:

d(p, q) = inf{card(y),y chemin entre p et ¢} — 1

c’est-a-dire la longueur du plus court chemin (en particulier, si p et ¢ sont
voisins, alors d(p,q) = 1).
— Sit €1 et (p;,q;) est 'unique paire voisine dans @); X Cg, on pose :

d(g,p) = d(p,q) :== 1 +d(p,p;) + d(gi,q), Yp € Qi, Yq € Cq
et :

d(g,p) = d(p,q) := d(p, ;) + d(:, @), Vp € Qi Vg € Q; (i # j)

Remarque 4.2. Sipi,ps,p3 € Qi, i € I, sont trois sommets d’une méme branche
infinie alors d(p1, A;) < d(pa, Ai) < d(ps, A;), si et seulement si l'unique chemin
entre p1 et p3 contient ps.

Il est facile de vérifier que G muni de cette métrique est compacte : la topologie
induite sur chacune des branches est celle du compactifié d’Alexandrov.

Soit G* I'ensemble des compacts connexes non vides de G, muni de la distance
de Hausdorff :

d*(Q, Q") := max{sup inf d(p,p), sup infd(p,p’)}
peQ P'EQ peqQ PEQ

C’est un sous-espace fermé de 1'espace des parties compactes (muni de la distance
de Hausdorff). On rappelle que ce dernier est compact et donc G* aussi.
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Décrivons un peu ces deux espaces métriques.
En notant By(x,¢) (respectivement By(x,¢€)) la boule ouverte (respectivement fer-
mée) de centre x et de rayon ¢ pour une métrique d, on a :

Bi(p,1/2) = Ba(p,1/2) ={p}, Vpe Cq

1 _ 1 .
Bj(i(p), m) = B(pi(p), W) ={p}, YpeN Viel
400 1 00 1
Bi(Ai,e) = {pi(n); > — <&} Viel, Ve< > -
j=nt1 i=0J
— +00 1 +o0 1
j=n+1 j:0]

Les ensembles ci-dessus sont donc les ouvert élémentaires de la topologie induite
par la métrique d. En particulier chaque singleton est fermé (comme complémen-
taire d’'une réunion dénombrable d’ouverts), et chaque singleton de G est aussi
ouvert. De plus, les A; sont les seuls points d’accumulations de G.

Les éléments de G* sont des compacts (donc des fermés) de G, c’est-a-dire
des réunions finies de singletons de G et de voisinages de A; tels que décrits
précédemment.

Les affirmation précédentes sont faciles a vérifier a partir des définitions. Le
résultat suivant n’est pas beaucoup plus difficile :

Lemme 4.3. Soit Q € G*, et Iy := {i € I, A; € Q}. Alors, pour tout n > 0, il
existe € > 0 tel que pour tout Q)' € Bg«(Q,¢) :

Q/\ (U Bd(A@-,n)) =Q\ (U Bd(Ai,TI))

Autrement dit, un voisin "suffisamment proche" de () doit coincider avec () en
dehors de voisinages des A; € G. En particulier, si () € G* est inclus dans G, alors
@ est un point isolé (dans le sens ou {@)} est un voisinage ouvert de Q).

Démonstration. 11 suffit de prendre :

e <inf{d(p,q); p,q ¢ |JBa(Ai,n),p € Q}

1€l
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Pour tout ¢ € I U {0}, on pose :
Gi={QeG; {jel; A eQ} =i} (41)

I’ensemble des compacts connexes non-vides de G qui contiennent exactement
points A;.

On définit un générateur L£* sur G* par :

“)ch,q SQ =QU). p¢Q

( M q€Q
vQ # Q' € GF, Ean = (M(Q’) (42)
0

) A

sinon

(ou on rappelle que € (Q) désigne I'ensemble des parties connexes de Q).

On remarque que les coefficients ci-dessus sont bien définis, puisque si Q)" €
C(Q\{p}) NF(Q\ {q}) avec p,q € Q, alors nécessairement p,q ¢ Q' et Q' U
{p}, @ U{q} sont connexes, donc p = q.

La dynamique d’un processus minimal X* de générateur L£* est a comprendre
ainsi : a chaque temps de saut, on rajoute a X™* un point voisin, ou on lui enleve un
point voisin de son complémentaire. Lorsque le fait d’enlever un point sépare X*
en plusieurs parties connexes, on choisit I'une de ces parties avec une probabilité
proportionnelle a son poids relativement a .

De 1a, on déduit que le nombre de transition possible est borné : pour un ¢ G*
donné, le nombre de Q U {p} avec p € V(Q) est majoré par |Cs|+ N et le nombre
de Q' € €(Q\ {p}) avec p € V(Q°) est borné (grossierement) par |Cq|*.

Lemme 4.4. L* est un générateur stratifié sur G*, et (G§,...,Gy) en est une
stratification.

Démonstration. Les G sont disjoints et les coefficients de £* empéchent toute
transition d’un ensemble G} a un ensemble G, si j > i. Les deux premieres
conditions de la définition 2.5 sont donc remplies.

Soit X* une trajectoire d'un processus minimal associé au générateur L£*. On
appelle T,,, n € N la chaine des temps de sauts de X*, (Y},),en sa chaine de sauts
et T' = limT,, son temps d’explosion, que I'on suppose fini. Y passe donc par un
nombre infini d’états et visite chacun d’eux un nombre fini de fois. Comme G*
est compact, il en résulte que Y admet au moins un point d’accumulation, qui est
un point d’accumulation de G*. S’il est unique alors Y,, converge vers ce point.
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Supposons donc par 'absurde qu’il en existe deux distincts, que 1'on appelle F;
et E, limites respectives de deux sous-suites (Y, (n))n €t (Yg,(n))n de (Yn)n. L'idée
de ce qui suit est de montrer qu’on ne peut pas passer infiniment souvent d’une
sous-suite a l'autre.

Puisque E; et Fy sont deux compacts connexes de G et E; #+ F,, il existe
p € G tel que p € Ey et p ¢ Ey (ou l'inverse).

D’apres le lemme 4.3, il existe ny,ny € N tels que p € Yy, (n), Vn > ny et
P & Yooy, V0 > ny. Apres le temps max{¢(n1), ¢2(n2)} la chaine Y effectue donc
une infinité de transition d’un état ) contenant un voisin de p a I'état Q U {p}.
Le taux d’une telle transition étant majoré par :

M / o0
(1+ Sup ) > )Ep,q) <

qEV(P),u qlev(p

c’est impossible presque stirement.

La suite (Y,), admet donc une limite unique p.s. E € G}, k € I U{0}. Soit
Iy:={i€I; A; € E}. D’apres le lemme 4.3, pour tout n > 0, il existe n; tel que
pour tout n > n; :

Yo\ (U Bd(Ai,n)) =E\ (UBd(Ai;n))

icly i€lp

En particulier, si ¢ ¢ Iy, alors A; ¢ Y,,. De plus, il existe n > n; tel que Y,, # E,
et puisque Y,, est connexe, il existe i € I tel que A; ¢ Y,,. Le nombre de A; dans
Y,, est donc strictement plus petit que dans E, c’est-a~dire Y,, € G} avec j < k.
Maintenant, le nombre de transition du processus minimal d'un G} vers un
G3, i # j, est fini p.s. (puisqu’elles ne se font que si j < i) et donc il en existe une
derniere avant le temps d’explosion. Soit 7;,, le temps de cette derniere transition
et G, j <k, I'espace d’arrivée (Y, € G7), alors, pour tout t € [T,,,, T[, X; € G}.
La troisieme condition est donc aussi satisfaite. O]

On définit le noyau A(+,-) par :

1(p)dp(Q)
Q)

de sorte que A est continu en la premiere variable et que L satisfait bien la condition
de A-intégrabilité.

Lemme 4.5. L et L* vérifient LN = AL.

VQe G, peG, AQ,p) =
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Démonstration. Soient Q € G* et p € G. Si p ¢ Q, alors :

N HP)6(QU 1))
S PN = baan ™ g U )
iy _nlp)
2 QU (7))
/1/( (IEZQLP(]

1(q)
—o M@ )E
A( 9L,

[
20 @M

»Q
Q

D’autre part, si p € @, alors :

Z ’C*QaQ'A(Q, p Z ‘CQ QU{q} (Qluépiq}) + ‘CZQ,QA(Qap)

QeG* q¢Q
. (P (Q)
+ ) > EQ,Q’iﬂ -

#peQ Q’Gv’(Q\{q}) <Q')

S I LT oo LT

q¢Q q reQ M q#Peq q ¢Q

M p
+ m (Z Z Eq,q/ + Z Z ﬁq,q/)

q¢Qq' ¢Q q€Qq’'€Q

wp)
N(Q) ( Z £qq + Z ﬁq,q/ + Z £10761/)

q¢Q,q'eG a#p€Q,q' €G qeq

_« Mp)
=2 )t

q€Q K

_ - M)
a qe% 1(Q Lar

~—

On a donc montré que (L*A)g, = (AL)g,- O

Grace aux deux lemmes précédents et au théoreme 2.11 on déduit que quelque
soit la loi initiale pg de X, il existe un processus stratifié de générateur L£* qui
soit A-lié a X (en prenant comme loi initiale pour X*, par exemple, pi(A) =
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> pto(x)1a—gzy pour tout A € §*). Dans ce cas, par définition de A, X* est aussi
€S

un dual de stationnarité forte pour X

On remarque facilement qu’il existe N 4 1 états absorbants pour un processus
X* de générateur £* : chacun des singletons {A;} et G tout entier. Cependant, en
entrelacant X et X* par A, on a :

0=P(X; =A; | X5 #{Ai})
>P(Xy = A | Xi = {A}, Xg #{A:}) P(X; = {A} | Xg # {A})
>P(Xy = A | Xi = {A}) P(X] = {A;} | X # {A:})

=P(X; = {A} | X # {Ai}) (43)

car X est non-explosif. On en conclut que le seul état absorbant pouvant étre
atteint en temps fini est G.

Il nous reste donc a étudier le temps d’absorption de X*. Plus précisément, on
va étudier le comportement des bornes de X* sur chaque branche infinie en les
comparant a des processus de vie et de mort sur N.

Pour tout 7 € I, pour tout p € N, on pose :

G, =G\ gillp +1,00]) = [JQ; U Ce U i([0,p]) € G* (44)
i#i

(c’est-a-dire 1’élément de G* contenant G tout entier sauf les points de @Q; au-dela
de ¢;(p)), et :

ppt+l T W vilptl)eip) = ~Gi Gl

; 1(G,) \
p+lp T ( ip ) E%(p-&-l),%(l?-l-?) = EGi Gi
M( p+1)

p+1°p
i i i
Ep,p - Lp,pﬂ Ep,pfl

On définit ainsi des matrices (ﬁ; Jpaen de générateurs de processus de vie et de
mort sur N.

Lemme 4.6. [] existe A > 0 tel que, pour tout i € I et toute mesure de probabilité
wy sur G*, il existe une famille (X*,Y, Z") telle que :
— Le couple (X*,Z") est markovien et ses marginales X* et Z' sont des pro-
cessus de Markov, de générateurs respectifs L* et L.
— Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre .
— Y et 7' sont indépendantes.
— X" a pour loi initiale p.
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— Pour toutt >s >0 :
P(X; Npi([Zi,00]) 2@ |t <Y, X5 € Gp) =1
PX:NCogC X/ |t<Y)=1

Démonstration. Nous allons commencer par distinguer différents types de transi-
tion pour le processus X *. Le premier type de transition est celui qui ne modifie X*
que d’un point situé sur ;. Les transitions concernées sont le passage d’un état @)
alétat QU{pi(p)}, ou al'état Q\ {wi(p—1)}, olt p =sup{q € N; pi(q) € Q} +1.
Ces transitions nous "éloignent ou nous rapprochent d’une étape" d’un état conte-
nant le point A;. On notera donc 47 (Q) = QU {pi(p)}, A7 (Q) = Q\{pi(p—1)}
et A;(Q) = {AF(Q), A7 (Q)}, pour tout Q € G*.

Le deuxieme type de transition est celui qui est susceptible d’enlever plusieurs
points d'un coup. Pour cela, il faut p € Q € G* tels que Q \ {p} ne soit pas connexe
et p € V(Q°). Ceci n’est possible que si p € Cg. On pose donc naturellement, pour
tout Q) € G* :

BQ) ={Q € €(Q\{p}); p€ QN Cc}

Dans le troisieme type on regroupe toutes les autres transitions, celles qui
n’influent pas dans notre problématique :

Ci(Q) ={Q € G": Lo >0, Q"¢ A(Q) U B(Q)}

pour tout () € G*. Ces transitions sont celles qui enlevent un point de Q;, j # ¢
ou qui ajoutent un point qui n’est pas dans @);.

On parlera de transition de type AS (resp. A;, resp. B, resp. C) pour une
transition d’'un état Q € G* A un état Q' = A (Q) (resp Q' = A; , resp. Q' € B(Q),
resp. Q' € Ci(Q)).

On remarque que l'ensemble {Lg ¢ : Q € G*, Q' € B(Q)} est borné. En effet,
si Q € G* est tel que B(Q) est non vide, alors il contient un point de C¢, donc :

u(Q) > inf{u(p); p € Cat =t a

et si pg € QN Cg, alors :

Z Lopo < sup Z Lop=:a2

a¢Q PeCe 4ev(Cq)

ce qui donne pour tout Q' € €(Q \ {po}) :
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L’ensemble {|B(Q)|; @ € G*} étant également borné par une constante ag
(grossierement, N + |Cg|), on en déduit :

> Log <
Q'eB(Q)

ao03 . )\

ai

cette constante ne dépendant pas de ()
On observe enfin que pour tout p € N, si ;(p) € Q et pi(p+1) ¢ Q, Q € G*,

alors EZ;Aj(Q) > ﬁ;),p—&-l et ﬁz;),A*(Q) = ﬁ;

p—1-

Nous allons maintenant, grace aux remarques précédentes, construire la famille
(X*,Y, Z%) en empéchant toute transition de type B avant le temps Y, et en forgant
Z' & descendre en cas de transition de type A; ou en imposant une transition de
type A;L si Z% monte, lorsque cela est nécessaire. Bien siir, toute cette construction
se fait uniquement lorsque X;j contient au moins un point de Q);.

Construction de la famille (X*,Y,Z") : Dans le but de se ramener & un
processus de Markov, on va construire (X*, N,Z%), ou N est un processus de
Poisson d’intensité \; Y est alors le premier temps de saut de N. On commence
par simuler X* selon la loi p. Si X5NQ; = @, on arréte la la construction (on laisse
par exemple X* et Z* évoluer indépendamment selon leur générateur respectif et
on tire Y indépendamment). Sinon, on pose Z§ = sup{p € N : ¢;(p) € X} et
Ty = 0.

On suppose (X*, N, Z") construit jusqu’au temps T},, n > 0, et Z}n =pet
X7 = Q.51 Ny > 1, la construction est terminée est on laisse X* et Z évoluer
indépendamment. Sinon, on distingue alors deux cas :

— Premier cas : ¢;(Z} ) ¢ A7 (X7,)

C’est le cas ot Zi, se trouve "au bout' de X7 , et il faut donc faire at-
tention a ce qu’il n’en sorte pas au temps 7T,,1. On tire alors une variable
exponentielle €} de paramétre A et une autre, €2, indépendante de €. et de
parametre :
A= D Log+Loar@ + Lo
Q'eCi(Q)
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On pose T, =T, + €, Ner. Sie), < e, on impose Ny, ,, =1 et on choisit

L5
X7, = Q' avec probabilité T, pour tout Q" € B(Q). La somme de

ces probabilités peut étre strictement inférieur a 1, et si aucun de ces états
n’est choisi, on reste en Q.

1 2 : :
Si €, > €,, on laisse Nr,,, en 0, et on pose :

*

Ly
—2L Qe Gy(Q)

(Q',p) avec probabilité A

Ll
(Q',p+1) avec probabilité i’;“ Q = (Q)

*

) LhH o — L
(X5 . Zh )=<(Q',p) avec probabilité Q’QA PPEL () = AF(Q)

Trnt1) “Thta

Ll —[F
(Q,p—1) avec probabilité —— ! N QA (@

i,
(Q',p—1) avec probabilité Ap2 ! Q' = A7 (Q)

Deuziéme cas : ng(Zl ) € A7 (XT)

Dans ce cas, il n’y a pas besoin de s’assurer que "le bout" de X* reste au-
dessus de Z¢, mais seulement de vérifier si une transition de type B a lieu.
On tire donc une variable exponentielle €. de parameétre A et une autre, €2,
indépendante de €! et de paramétre :

Ai = Z L Q’+£pp 1+£pp 1
Q'eC;(Q)UA;(Q)

On pose Tyy1 = T, + €. Ne. Si €l < €2, on procéde exactement comme
dans le premier cas. Smon, on ch01s1t :

*

L
T 0 e Q) UAQ)

(Q',p) avec probabilité A

(X705 Z1,.) = 1 (Q,p+1) avec probabilité Tp;l

ﬁz
(Q.p—1) avec probabilité ~52-t

Par construction, on a bien X; N ¢;([Z},0]) # @ sit <Y, et Y et Z°
indépendantes, jusqu’au premier temps d’explosion 71 := lim7;,. On vérifie
comme dans le Lemme 3.3 que les processus ont bien les générateurs recher-
chés. Partant du premier temps d’explosion, on recommence la construction
de la méme maniere.
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Lemme 4.7. Pour tout i € I, si Z' est un processus de générateur L', alors le
temps d’explosion de Z' est fini presque sirement si et seulement si la condition

(11) :

[e%¢} ) 7 1
w2 2 < o0 (45)
J'Z; kz=:1 1 (R) Lo (k) i (k1)

est remplie. Sinon, il est non-explosif.
Démonstration. On rappelle que le critéere d’explosion pour Z¢ est :
]] 1 d J 1]
;]1_[1 JJ+1 kzzul_[l 7]*1

(cf [2], section 8.1). C’est-a-dire :

1 j—l) r
o n W ©i(4)>pi(3+1)

OO>ZH<M( )

jﬂ)g .

M(G}) @i(J+1),0i(5)
G DLe) i) 577 Lot

n=1j=1 M(G§‘+1)£%(j+l),%(j) k=11=1 Lo (), i+1)
M(Gz)ﬁ G Lo ~i(5)pi(G—1)

Ziﬁ - vi(3),pi(+1) ZH

1 wi(3+1),0i(5) k=11=1 ﬁ%(]) wi(j+1)
> M(Go) Z 1
0 (gpi(k))ﬁipi(k)v@i(k"rl)

— M(Gé) iui<n+1)i - 1

1(pi(0)) ‘= =t W (R) Loy (k)01 1)

=

—~

AS)

7
=

~

~—

3

I

—_

bl

Il

—_

=

ol les G% sont les sous-ensembles de G* définis en (44). O

L’intérét des générateurs £ est donc de fournir une condition suffisante & 1’ex-
plosion d’un processus X* de générateur L£* le long de chacune des branches @);.
On obtient une condition nécessaire de maniere similaire en définissant, pour tout
1€, pour tout n €« Net p>n:
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in 1(pi(p+1)) .

o+l = (1 + m Loiwr)0i0) = Loi(np)pilinp+1))

in 1(pi(p)) _

pp—1 "= (1 - m Loito-1,0:0) = Li(np)pi(lnp-11)
Ly =—Lopn =Ly

Les matrices (L£37)pg>n définissent des générateurs de processus de vie et de
mort sur [n, +oo]. Exactement comme précédemment, on a les deux lemmes sui-
vants :

Lemme 4.8. Pour chaque i € I, et pour toute mesure de probabilité p sur G*, il
existe un processus X* de générateur L* et de loi initiale p1f et une suite (Z°")pen
de processus de vie et de mort tels que, pour tout n € N, Z*" a pour générateur
Lo et :

P(X; Ni([Z7", 00]) C{oi Z™)} | As ¢ X5, t < T,) =1
pour tout t > 0, avec T, := inf{s > 0; X NG’ = o}.

Démonstration. 11 suffit d’adapter légerement la preuve du lemme 3.3. Cette fois
on laisse X* et chacun des Z%" évoluer indépendamment jusqu’au temps 7 :=
inf{t > 0; In € N: Z" € X}, puis on applique la méme méthode pour forcer
X* arester dans G, .. Lorsque X* sort entierement de G?, les taux de transitions
sont tels qu’il devient impossible de le coupler ainsi avec Z" O

Lemme 4.9. Si Z%" est un processus de générateur L", avec i € I, n € N alors
le temps d’explosion de Z*™ est fini presque stirement si et seulement si :

00 A 7 1
S G Y <o (16)
j=n+1 k=nt+1 M (k:)‘CsDi(k%%(kJrl)

Théoreme 4.10. Soit X* un processus de générateur L*. S’il existe i € I tel que
la condition (11) n’est pas remplie, alors pour toutt > 0 :

P(A € X | A ¢ X)) =0

Réciproquement, si pour tout i € I la condition (11) est remplie alors, presque
surement, il existe T' < oo tel que X; =G, YVt > T.

Démonstration. La premiere partie se démontre a partir des lemmes 4.8 et 4.9.
En effet, soit i € I tel que la condition (11) ne soit pas remplie. On constate
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immédiatement que pour tout n € N, la condition (46) ne I’est pas non plus. Soit
donc une famille de processus (X*, (Z%"),en) comme dans le lemme 4.8, X* ayant
méme loi que X*. On a alors, pour tout ¢t > 0 :

P(Ai € X7 | Ai ¢ X5) =P(Ai € X; | A ¢ X5)
<P((H{XFn@i([Z" +1,00]) # 2} | A ¢ X;)

neN

<P(O{t>T.} | A ¢ Xp)

neN
P(3s <t; X:={A} | A ¢ X})
=P(X; = {A} | A ¢ X))

et cette derniere probabilité vaut 0 d’apres (43).

La deuxieme partie se démontre grace aux lemmes 4.6 et 4.7. Remarquons que
puisque X* a la loi d’un dual de X, lequel est récurrent positif, X* va atteindre Cg
en temps fini presque stirement. On peut donc supposer sans perte de généralité
que le processus commence a cet instant, et donc que X contient au moins un
point de Cg.

Lorsque le processus X* atteint un état contenant un A; (nécessairement apres
un temps d’explosion), celui-ci ne peut sortir de X* qu’en méme temps que tout
le reste de la branche @); et que le point p; de Cg voisin de ;. Cet événement
correspond a une transition de type B (cf démonstration du lemme 4.6). L’idée
est donc de montrer que le processus peut atteindre successivement chacun des A;
sans perdre de points de Cg (et donc sans perdre les A; déja gagnés). Pour cela,
on minore, uniformément sur les conditions initiales, les probabilités d’atteindre
chacun des A; avant une transition de type B. Cette minoration se fait en deux
temps : d’abord, on minore la probabilité d’atteindre ¢;(0) en suivant un chemin
donné, pour ensuite coupler notre processus avec Y et Z¢ comme dans le lemme
4.6.

Pour chaque i € I, on note f; : G* — G* la fonction définie par :

fi(@) = QN (Ca U{pi(0)})

Un moyen de garantir ’absence de transition de type B sur un intervalle de temps
[0,¢] est de demander que f;(X*) soit croissante (au sens de linclusion) sur cet
intervalle.

Soient t > 0,7 € I, C C Cg U {p;(0)} tel que C & {p;(0)} (donc C contient
au moins un point de Cg), @ € G* tel que f;(Q) = C et (qo,--.,qn,) un chemin
avec qo € C, q1,...qno—1 € Cg \ C et ¢, = ¢;(0). Si ng = 0, c’est que ¢;(0) € Q.
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On note C" = CU{q:} U ---U{q}, 0 < n < ng. On note également T}, le
k-eme temps de saut de X*, k € N, avec Ty = 0, (Yi)ren la chaine de saut
sous-jacente : X7, = Yj pour tout k € N et Ty la sous-suite des temps de
sauts de f;(X). Les processus (Tyx)) et (fi(Yow))), traduisant 1'évolution de X*
sur Cg U {p;(0)}, ne sont pas markoviens, mais on peut aisément minorer les
probabilités de transition a 'aide du processus X*. Le premier objectif est de
minorer P(f;(X;) = C™, f;(X*) croissante sur [0,¢] | X} = Q) par une constante
ne dépendant pas de (. On commence grossierement :

P(f:(X;) =C", fi(X") croissante sur [0,¢] | XJ = Q)

no
>P (ﬂ {Tote) — Toge—1) < t/no . [i(Yow) = CF, Totmos1) — Tpme) >t} | X5 = Q)
k=1
no

:k:l:[ P(Ek (- [O, t/nOD Pr X ]P)(Gno-l-l > t/no) (47)

ou pour tout £ < mng+1:

k—1
ex ~ L (Tote) = Toe-1y | N SiVom) = C", Tom) — Ton—1) € [0,t/m0], X5 = Q})
n=1
et pour tout k < ng :
= P(fi(Yow) = C* | ﬂ {Fi:(Yom) = C™, Totnsry — Toimy € [0,/n0], X5 = Q})

(noter que dans la probabilité conditionnelle ci-dessus, Yy = C n’est pas nécessaire
car impliqué par X§ = @, et n’a été laissé que par commodité de notation).
Si en un temps Ty le processus X* passe d'un état Q' a Q" alors on a Q" =

Q' U{p}, pe fi(V(Q)) ou Q" € €(Q\ {p}), p € fi(Q'), et on vérifie facilement a

partir des coefficients de £* que :

rg?é( ) |£q q|

min min L < LhH A < €V(Ca)

(qEV(fi(G))Mq)) (qu(Ccﬂ qq) - T min u(q’)
q'€V(q) q'eCq

On appelle a; < oo le membre de gauche et ay > 0 celui de droite. On vérifie
également que pour un @’ donné, le nombre de Q" possible de la forme @ U {p}
est majoré par |Cql, et |€(Q\ {p})| avec p € f;(Q') est majoré par (|Cq| + 1)

En conditionnant par X{FM _1» 01 obtient donc :
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pr = inf{P(X7, =~ =QU{p} | X7, =@ filQ)#2, peV(Q)NV(Ce)}

L5
— inf QAU Q) # 2, peV(Q)NV(Cq)
Z EQI’Q//
QNGG*
Fi(QM#AF(QN)
Qi

[Cel + (ICa] +1)?)a

Z( =:a9g>0

et, conditionnellement a X}¢< on peut encadrer Typ) — Tyk—1) par deux va-

k—1)
riables exponentielles F; (inférieurement) et Fsy (supérieurement), de parametres

respectifs :

apl Y Lhor: QG Q) £ < (Cal + (Cal + 1)
fi(ég”)i?i(Q')

inf Z E*Q/,Q" : Q/ € G*, fl(@l) # 10) Z (6%)
Q”GG*
Fi(QN#Af;(Q7)

Autrement dit :
P(ep € [0,t/n0]) = P(Ey € [0,t/n]) > 1 — exp(—ast/ng)
et :
P(engs1 > t/no) > P(Ey > t/ng) > exp(—(|Cal + (|Ca| + 1)*)art/ng)

En revenant a (47) et en utilisant le fait que ng < |Cg|, on voit qu’on a minoré la
probabilité d’atteindre ¢;(0) en temps ¢ et avant une transition de type B par une
constante ¢, ne dépendant ni de i, ni de la configuration initiale C'. Nous avons
donc réalisé la premiere étape de la minoration.

Partant de 'état atteint lors de cette premiere étape, on construit (X*,Y, Z%)
comme dans le lemme 4.6. La probabilité d’atteindre un état contenant A; avant
une transition de type B, en temps ¢ est minorée par P(Z; = 00, Y >t | Z} = ;(0))
d’apres la loi du couple (X, Z%), et cette probabilité est strictement positive car Z°
et Y sont indépendants. En réalisant les deux étapes consécutivement (chacune en
temps t/2 par exemple), on obtient donc :

P(A; € X[, fi(X*) croissante sur [0,1] | Xg, XgNCq # @) > ¢!
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constante ne dépendant que de 7 et t. Par markoviannité et homogénéité, il vient :
IED(A € Xy, Viel | XgNCq # 2)

> H Jnf, P(A; € X7, fi(X™) croissante sur [(i — 1)t,4t] | X{; 1), = Q)

=1 anG £

> H Ql&f P(A; € X7, f:(X™) croissante sur [0,t] | Xj = Q)
i=1 Qncg#o

2H€t>0

el

L’ensemble G} des états contenant tous les A; (défini en (41)) est donc récurrent
positif. Il ne reste plus qu’a conclure en remarquant que d'un état Q) € Gy,
peut passer a G en un nombre fini de sauts : si Q1 - -5 qny sont tels que {g;,1i §

no} =Ce\QetqeV(QU{n}tU...U{g_1}), alors
P(X7. =QU{q}U...U{q},Vi<ng) >¢

ol € est une constante strictement positive indépendante de Q) et ng.
G est donc récurrent positif, et le processus X* est absorbé en temps fini presque
slirement. ]

Un dernier lemme technique et nous serons enfin en mesure de montrer le
théoreme 1.1 :

Lemme 4.11. Si X* est un processus stratifié associé au générateur L*, avec

1 1
E — | < +o0, alors E ( " ) < 400 pour toutt > 0.
(M(Xo)> u(X7)
Démonstration. Soient A, := U g;([n,oc]) et
i€l

= inf{t > 0; X; C A,}

On remarque que la suite (A,),en est strictement décroissante et tend vers A, =
{A;,i € I}, tandis que la suite (7,)nen est strictement croissante (a partir du
premier rang n tel que 7, # 0) et tend vers I'infini (car I’ensemble A, ne peut pas
étre atteint en temps fini). Notamment, pour tout ¢ > 0 :

]P) t/\r ,¢_ An+1 ‘ X ,¢_ An+1

De plus, si X§ € A,41, alors pour tout n € N, on a :

1 < 1 K
— < sup —— =K,
:U’(Xt/\'rn) gEG\An 11 N(Q)
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On pose alors, pour tout @) € G*, pour tout n € N :

1
9n(Q) = m N K,

1
Ces fonctions sont continues bornées et pour tout n, g, coincide avec — sur I’en-

U
semble {Q € G*; Q € A,41}. Utilisant le fait que
QF Av=Q ¢ Avpr, VQ' € G tel que Ly > 0

il vient, pour tout n € N, pour tout @ ¢ A, :
£2Q) = ClQ)
-2 (M(%@EQ}) (v @) pegﬁ“’)
R2NP PN (Z(gz)) @~ ) %f)
-y S,y MO sy,

9#Q peQ ooesony M@ i
C(Q\{p})| -1
_ C
,% 1(Q) q% P

Les termes de cette somme sont nuls si p ¢ Cg, on en déduit facilement que cette
somme est majorée par une constante K qui ne dépend pas de n. Donc, pour tout
n € N tel que X§ € A1 presque stirement, le processus :

M, ! ! / " el xeyd
= - — — S
! M(Xz‘/\‘rn) ,U,(Xék) 0
tATh
:gn(xgm)—gn(xg)_/o L5gn(X7)ds

est une martingale, d’ou :
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()t (0t

=F (M(X5)> A

On conclut par convergence dominée que E (

1 1
u(XZ‘)> =" (u(Xa*)) FReE
Preuve du théoréme 1.1. Si la condition (11) est remplie pour tout i € I, alors
de maniere classique on construit un temps fort de stationnarité fini a partir du
temps d’explosion de X*, dual de X ayant pour générateur L*.

Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € I tel que cette condition ne soit pas
remplie. Supposons que la loi initiale oy de X est a support fini. Soit X* un dual
de stationnarité forte de X, de générateur £*. On utilise la fonction de séparation
s, et le théoreme de convergence dominée avec le Lemme 4.11 :

qeG N(Q)
— Sup ]E (1 _ A(Xt 7q>>
qeG N(Q)
] 3, (X))
=1—inf E [+
9<C (u(XE‘))
a0 w(X7)
. Op(o)(XT)
—1— E( lim %(‘1)'5)
(q%o p(Xy)
=1

Or, on sait que si T est un temps fort de stationnarité pour X, alors pour tout
t >0, P(T >t)>s(t). Donc T = oo presque stirement. O
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