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2Ce glossaire est un doument don l'objetif est l'apprentissage de la onstru-tion et de la rédation d'une démonstration mathématique. Certaines explia-tions vous sembleront probablement inutiles, ertains énonés évidents néan-moins nous pensons que haun y trouvera au moins une remarque qui amélio-rera sa apaité à démontrer des résultats mathématiques. Dans haque artile,les mots mis en évidene de ette façon renvoient à d'autres artiles du glos-saire.Bonne leture....
Admis (Résultat). Dans ertains as, des propositions ou desthéorèmes ne sont pas démontrés expliitement. On admet néanmoins qu'ilssont vrais pour pouvoir ontinuer son disours.Les ontextes où l'on admet un résultat sont variables : dans le ours, un ensei-gnant peut, pour une raison ou une autre, admettre un théorème, 'est-à-direl'énoner, sans le démontrer. Dans un exerie, on peut admettre un résultatintermédiaire que l'on a pas réussi à démontrer pour pouvoir ontinuer l'exer-ie. Ce qui est important, 'est de bien distinguer e qui est démontré de equi est admis. C'est l'honnêteté intelletuelle du mathématiien.
Analyse-Synthèse. Ce proédé de démonstration onsiste àsupposer la onlusion vraie et à en tirer le maximum de onséquenes lo-giques : le but est d'aboutir soit à une assertion déjà onnue omme vraie soità un objet bien dé�ni et qui est la seule solution possible du problème. Il fautensuite rédiger la synthèse ( en reprenant le raisonnement � dans l'autre sens �e qui onsiste à partir de ette onséquene vraie ou de et objet solution etd'en déduire la onlusion. Un exemple lassique :Montrons qu'une fontion est la somme d'une fontion paire et d'une fontionimpaire.Soit f une fontion. Dans l'analyse, on suppose que f = p + q où p est unefontion paire et q une fontion impaire. On suppose don que la onlusionest vraie et on essaye d'en tirer des onséquenes permettant d'identi�er lesandidats possibles pour p et q. On a alors pour tout x du domaine de dé�nitionde f les égalités : f(x) = p(x) + q(x) et f(−x) = p(−x) + q(−x) = p(x) − q(x).Il su�t alors de résoudre un système linéaire de deux équations pour obtenir
p(x) = f(x)+f(−x)

2 et q(x) = f(x)−f(−x)
2 . Cei termine l'analyse. On a trouvé desrelations qui permettent de trouver p et q en fontion de f .



3La synthèse qui est la démonstration de la proposition suit alors le shéma dedémonstration d'un il existe :Posons p(x) = f(x)+f(−x)
2 et q(x) = f(x)−f(−x)

2 et véri�ons qu'il ont les pro-priétés requises. La première fontion est paire et la seonde est impaire, ene�et
p(−x) =

f(−x) + f(x)

2
= p(x) et q(−x) =

f(−x) − f(x)

2
= −q(x).On a de plus

p(x) + q(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(−x) − f(−x)

2
= f(x).

Assertion, proposition vraie, proposition fausse.En mathématique, on s'interroge sur le statut des propositions, à savoir, sielles sont vraies ou fausses. En général, lorsqu'on érit une proposition, on sous-entend qu'elle est vraie. C'est e qu'on appelle alors une assertion.Ainsi quand on érit � La fontion f est ontinue �, on sous-entend que 'estvrai pour la fontion f dont on parle. Lorsque la proposition n'est pas établie,mais que vous souhaitez la iter pour une autre raison, vous devrez érire :Dans le as où la fontion f est ontinue, on peut déduire....On a supposé que la fontion f est ontinue, on en déduit....On va montrer que la fontion f est ontinue.L'assertion � pour tout réel x, on a x2 < 0 � est fausse.La proposition � pour tout réel x, on a x2 ≥ 0 � est vraie.
Axiome. L'axiome est une assertion admise à partir de laquelle onva développer une théorie. Les axiomes ne néessitent pas de démonstration.Généralement, nous n'avons auune peine à les admettre ar e qu'il a�rmeorrespond à notre intuition. Par exemple un axiome d'Eulide ditPar un point hors d'une droite d du plan il passe une et une seuledroite parallèle à d.Cette assertion ne peut pas être prouvée. On l'admet pour pouvoir faire lagéométrie. On appelle aussi parfois � axiome � les di�érentes onditions d'unedé�nition. Par exemple,pour tout x, y ∈ R, on a x + y = y + xest l'axiome de la ommutativité de l'addition qui est l'une des onditions de ladé�nition d'un anneau R.



4
Conlusion. Une onlusion est une assertion à laquelle doit abou-tir le disours que l'on tient. Si l'on souhaite expliquer pourquoi il est tentantd'a�rmer que la Terre est ronde, on évoquera le re�et sur la Lune, on onterales di�érents voyages des explorateurs ou enore on s'exlamera de façon pé-remptoire � Mais omment voulez-vous qu'il en soit autrement ! � pour appuyersa onlusion. En mathématiques, la onlusion est l'assertion mathématique àlaquelle vous voulez parvenir. En général dans un exerie, elle vous est imposée.Par exemple, si je vous demande demontrer que si un 6= 0 tend vers l 6= 0 alors 1

un

tend vers 1
l
.Il vous faudra traduire l'hypothèse et la onlusion qui est ii 1

un

tend vers 1
l
.Puis tenir un disours mathématique onvainant pour relier ette hypothèseet ette onlusion.

Conjeture. C'est un énoné que l'on estime vrai pour di�érentesraisons mais qui n'est pas enore démontré : 'est vrai sur tous les exemplesonnus, 'est vrai dans de nombreux as partiuliers ou enore on en a l'intuition.Lorsque la onjeture est démontrée elle aquiert le statut de théorème. Il y ade nombreuses onjetures élèbres en mathématiques :La onjeture de Fermat disaitSoit n > 2 un entier. L'équation xn + yn = zn n'admet pas desolution non-triviale (x, y, z) ∈ Z3.Cette onjeture énonée au XVIIème sièle par Pierre de Fermat n'est devenu unthéorème qu'en 1994. Le mathématiien Andrew Wiles démontra la onjeturede Shimura-Taniyama-Weil trop ompliquée pour être reproduite ii. La onje-ture de Fermat est en e�et un orollaire de l'énoné de Shimura-Taniyama-Weil.
Dé�nition. En mathématique, dé�nir 'est assoier un nom à un objetpossédant une liste de propriétés. L'énoné d'une dé�nition est de la forme :L'objet A qui satisfait à la propriété P est appelé ... .Exemples :Dé�nition



5Soit f une fontion dé�nie en a. Si pour tout réel ε > 0, ilexiste un réel η > 0 tel que pour tout x ∈ ]a − η, a + η[, on a
|f(a) − f(x)| < ε, on dit que f est ontinue en a.Dé�nitionUne fontion monotone sur un intervalle est une fontion qui est,soit roissante, soit déroissante sur et intervalle.On ne onfondra pas théorème et dé�nition. La dé�nition n'a pas besoin d'êtredémontrée, elle n'est ni juste ni fausse, elle ne fait qu'introduire une onvention.A l'extrême, la dé�nition peut ne pas être valide si elle ontient une ontraditionomme dans l'exemple suivant :Dé�nitionOn appelle fontion mystérieuse une fontion dérivable strite-ment roissante sur un intervalle et dont la dérivée est nulle sur etintervalle.Les fontions mystérieuses ainsi dé�nies n'existent pas mais vous êtes tout à faitautorisés à dé�nir un objet qui n'existe pas... bien que ela n'est auun intérêt.Il faut néanmoins véri�er que l'objet de la dé�nition est bien dé�ni, 'est-à-dire,que la dé�nition ne ontient pas d'ambiguïté. Par exemple :Dé�nition Soit Â un angle géométrique aigu. On appelle osinusde Â le rapport sin(Â) = AB

BC
où (ABC) est un triangle retangle en

C et tel que Â = B̂AC.Cette dé�nition n'est valide que si l'on prouve que la quantité AB
BC

ne dépendpas du triangle hoisi mais uniquement de l'angle Â. Ii, 'est une onséquenedirete du théorème de Thales. Si ela n'était pas le as, le osinus ne seraitpas bien dé�ni. Un même angle aurait des osinus di�érent selon les di�érentstriangles retangles dans lesquels il s'insrit !L'expression � Par dé�nition � est utilisé dans un raisonnement pour rappelerqu'une assertion est vrai ar 'est une simple leture de la dé�nition d'un objet :La fontion f étant dérivable en 0, don par dé�nition, l'expres-sion f(x)−f(0)
x

admet une limite quand x tend vers 0.Démonstration. C'est un hemin logique partant d'une assertion- les hypothèses - à une autre assertion - la onlusion -.Enoné. Un énoné est un texte bien délimité portant sur des objetsmathématiques . On parlera ainsi de l'énoné d'un théorème, d'une dé�nition,d'un exerie. Par exemple, l'énoné du théorème de Pythagore estDans un triangle retangle, le arré de la longueur de l'hypoté-nuse est égal à la somme des arrés des des deux autres longueurs.



6La phrase � La fontion x 7→ x2 est n'est pas ontinue � est aussi un énoné.Équivalene : omprendre et démontrer.L'équivalene entre deux assertions a�rme que si l'une est vraie alors l'autreaussi et inversement. Formellement, ela s'érit
A ⇐⇒ B signi�e que A ⇒ B et B ⇒ A.Il est en général déliat de raisonner diretement par équivalene. Aussi pourdémontrer une équivalene, il faut déouper la démonstration en deux : on om-menera par démontrer une impliation puis séparément l'autre. Par exemple,si je vous demande deMontrer qu'en entier est impair si et seulement si son arré estimpair.Le travail de tradution sous forme quanti�ée aboutit à la proposition, ∀n ∈ N

n impair ⇐⇒n2 impair. La tehnique de démonstration d'un pour tout nousamène à rédiger la preuve en ommençant par un soit . Puis, omme il s'agit dedémontrer une équivalene nous allons déouper elle-i en deux. La rédationest donSoit n ∈ N. Montrons la première impliation et supposons don nimpair. Par dé�nition, il existe k tel que n = 2k + 1. Ainsi,
n2 = (2k + 1)

2
= 4k2 + 4k + 1 = 2

(

2k2 + 2k
)

+ 1qui est bien impair. Ce qui prouve la première impliation. Montronsmaintenant l'impliation réiproque et supposons n2 impair. Celasigni�e que 2 divise n2 − 1. Or n2 − 1 = (n − 1) (n + 1) . Don 2divise n− 1 ou 2 divise n + 1, dans tous les as n est impair. Ce quiprouve la seonde impliation et don l'équivalene.
Ensembles. Les mathématiques modernes reposent essentiellementsur la notion d'ensemble. Il est pourtant assez di�ile de dé�nir rigoureusemente dont il s'agit et on se ontentera ii de la notion intuitive de olletion d'objets.Pour une introdution plus omplète on peut onsulter la vidéo du ours de RenéChenon http ://www.ina.fr/arhivespourtous/index.php ?vue=notie&id_notie=CPF88004772sur site de l'Institut national de l'audiovisuel.Les objets qu'il ontient sont alors les éléments de l'ensemble. Si x est un élémentde l'ensemble X , on dit que x appartient à X et on note x ∈ X . Les ensemblespeuvent être dérits de di�érentes manière.



7� En extension : on liste tous ses éléments. Par exemple :
{2, 3, 5, 7} est l'ensemble des inq premiers entiers premiers,
{1, 2, . . . , 7, 8, 9} est l'ensemble des entiers ompris entre 1 et 9.� En ompréhension : on dérit l'ensemble par une propriété qui est satisfaitepar tous ses éléments. Par exemple :
{n ∈ N | 1 ≤ n ≤ 9} est l'ensemble des entiers ompris entre 1 et9,
{

x ∈ R | x2 + x + 1 = 0
} est l'ensemble des solutions réelles del'équation x2 + x + 1 = 0,

{

x2 + x + 1 | x ∈ N
} est l'ensemble des nombres qui sont de laforme x2 + x + 1 où x parourt l'ensemble des entiers naturels.Certains ensembles ont des notations partiulières ; par exemple, les intervallesde R noté {x ∈ R | a < x < b} = ]a, b[, {x ∈ R | a < x} = ]a, +∞[ et {x ∈ R | a < x ≤ b} =

]a, b]. L'ensemble qui ne ontient auun élément est appelé ensemble vide il senote ∅ et non {∅}. Lorsque tous les éléments d'un ensemble A sont aussi deséléments d'un ensemble B, on dit que A est inlus dans B et on note A ⊂ B.On dit aussi que A est un sous-ensemble de B. Par exemple :
{n ∈ N | 1 ≤ n ≤ 9} ⊂ N

{x ∈ R | x2 < 4} ⊂ {x ∈ R | x2 < 8}
[−1, 2] ⊂ ]−∞, 3]Pour montrer que deux ensembles A et B sont égaux, on montre suessivement

A ⊂ B et B ⊂ A et pour démontrer une inlusion du type
{x | P1} ⊂ {x | P2}où P1 et P2 sont deux propriétés, on onsidère x qui véri�e P1 et on montrequ'alors x véri�e aussi P2. En fait ela revient aussi à montrer l'impliation

P1 ⇒ P2.On peut en�n onsidérer des opérations sur les ensembles.� L'intersetion. Soient A et B des ensembles. On note A ∩ B (A inter B)l'ensemble des éléments ommuns à A et à B. Par exemple :
{1, 3, 4, 7} ∩ {1, 2, 3, 8} = {1, 3}
{

x ∈ R | x2 < 4
}

∩ [0, +∞[ = [0, +2[

{1, 3, 4, 7} ∩
{

x ∈ R | x2 ≥ 50
}

} = ∅
A ∩ ∅ = ∅.� La réunion. Soient A et B des ensembles. On note A ∪ B (A union B) l'en-semble dont les éléments sont tous les éléments de A et de B. Par exemple :
{1, 3, 4, 7} ∪ {1, 2, 3, 8} = {1, 2, 3, 4, 7, 8}
{

x ∈ R | x2 < 4
}

∪ [0, +∞[ = ]−2, +∞[

{1, 3, 4, 7} ∪
{

x ∈ R | x2 ≥ 50
} ne peut pas s'érire de manièreplus simple que ela.

A ∪ ∅ = A.
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Et. La liaison � et � entre deux assertions A et B onstruit une nouvelleassertion qui est vraie si et seulement si les deux assertions A et B sont vraies.Par exemple, pour qu'une suite soit positive et onvergente, il faut qu'elle véri�ees deux propriétés en même temps. L'assertion(La fontion f est ontinue et hange de signe) et (f ne s'annule passur son intervalle de dé�nition)est forément une assertion fausse, ar les deux propriétés ne peuvent pas êtrevraies en même temps. C'est une appliation du théorème des valeurs intermé-diaires.Démontrer un Et.Pour démontrer une assertion artiulée autour d'un � et � omme la proposition

A et Bil faut démontrer haque assertion A et B. Par exemple, si je vous demande demontrer le résultat suivant.Soit le polyn�me P (x) = x2 − x − 1. Montrer que P tend vers +∞en +∞ et et qu'il a deux raines réelles.Il s'agit don d'une part de montrer que le polyn�me tend vers +∞ en +∞ enévoquant des équivalents par exemple, et d'autre part, en utilisant le disrimi-nant, d'identi�er les deux raines réelles de P , ii 1±
√

5
2 .

Existe : ∃. Le il existe en mathématique signi�e que l'on énonel'existene d'un objet véri�ant un ertain nombre de propriétés. En français ondirait par exemple,Il existe un �euve du monde sans a�uent.Ce qui se traduit mathématiquement en
∃x ∈ A tel que x ∈ B,où l'on aura dé�ni A omme l'ensemble des �euves du monde et B ommel'ensemble des ours d'eau sans a�uent. Pour démontrer une telle assertion,il faudrait herher sur un planisphère un �euve sans a�uent1. Un exemple unpeu plus mathématique : il existe une fontion dé�nie et ontinue sur R nondérivable en 0, e qui se traduit par
∃f ∈ C0 (R, R) tel que f(x)−f(0)

x
n'a pas de limite en 021Il n'en existe probablement pas si l'on aepte les tous petits a�uents.2Donner un exemple !
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∃ : rédiger et démontrer.En français, la meilleure manière de montrer à son interlouteur qu'un objetvéri�ant une ertaine propriété existe, 'est de le lui désigner. Ii, l'interlouteur,'est le orreteur qui lit votre travail. Si dans un problème, je vous demandede Montrer qu'il existe x tel que blabla'est-à-direMontrer que ∃x tel que blabla,la première hose que vous devez faire, 'est de me le désigner en rédigeantvotre démonstration de la façon suivantePosons x = . . . et véri�ons qu'il satisfait les propriétés

blabla.Un exemple :Soit un une suite non nulle qui pour n assez grand est toujoursnulle. Montrer qu'il existe N tel que uN−1 6= 0 et pour tout n ≥ N
un = 0.On ommene par traduire les hypothèses : ∃n0 tel que un0

6= 0 et ∃M tel que
un = 0 ∀n ≥ M . L'entier M a presque la bonne propriété mais on est passûr que uM−1 6= 0. On omprend bien que le M qui aurait la bonne propriétéest le plus petit qui a la propriété préédente. Comment onstruire un pluspetit ? Un prenant le minimum d'un ensemble non vide. On va don utiliserl'ensemble suivant {P ∈ N |∀n ≥ P, un = 0}. On peut maintenant ommenerla rédation.Posons N = min {P ∈ N |∀n ≥ P, un = 0}. L'entier N existe bienar l'hypothèse assure que l'ensemble onsidéré est non vide ontenudans N. Véri�ons que N a les propriétés souhaité. Comme N appar-tient à l'ensemble, il est lair que ∀n ≥ N un = 0. De plus, ommela suite n'est pas nulle, N 6= 0.Ensuite on fait un petit raisonnement par l'absurde.Par ailleurs, si uN−1 = 0 alors on aurait N − 1 qui appartient aussià l'ensemble, e qui est une ontradition ave le hoix de N ommeminimum de l'ensemble. Don uN−1 6= 0. L'entier N a don toutesles propriétés requises.Hypothèse. Une hypothèse est une assertion sur laquelle on se fondepour faire avaner son disours. A priori, la question n'est pas de savoir sil'hypothèse est intéressante, pertinente, valide, à rejeter ou quoi que e soit,son r�le est uniquement d'être un point de départ supposé. Un exemple de lavie ourante : il arrive souvent que dans les derniers maths de poules d'unhampionnat de football - pensez à l'Euro ou au Mondial - , les ommentateurs,



10vous et moi émettent des hypothèse farfelues pour savoir si la Frane a ou nonune hane de passer en 1/8. Rappelez-vous :- Bien... si les Pays Bas et la Roumanie font math nul trois partout,et que pendant e temps l'Italie bat la Russie ave au moins deuxbut d'éart mais pas plus que six et qu'en�n la Frane fait au moinsmath nul ontre l'Italie en marquant au moins sept buts, alors laFrane sera en 1/8 ontre la Suède ou l'Estonie selon que l'Argentinepasse ou ne passe pas en 1/8 !Pendant un moment, un ourt moment, il n'est pas question de savoirsi es hypothèses sont raisonnables mais seulement d'en déterminerles onséquenes.Un exemple un peu plus mathématique :si f est une fontion ontinue qui hange de signe sur son intervallede dé�nition, alors elle s'y annule.Comprenez bien qu'ii on ne dit pas que f est ontinue ni qu'elle hange designe, mais on observe seulement e qui se passerait si tel était le as.
Image des objets mathématiques. Une manièrede faire de mathématiques onsiste à disposer d'un ertain nombre d'imagesmentales des objets mathématiques. Il est important que es objets que vousmanipulez ne restent pas trop abstraits pour vous mais, au ontraire, que lorsquej'évoque une fontion, une suite, une fontion ontinue, disontinue, dérivable... une image de et objet vous vienne immédiatement à l'esprit. Lors de l'ap-prentissage de votre ours, pensez à imaginer un exemple de l'objet dont vousapprenez la dé�nition. Pour vous donner une idée, voila e qui me vient à l'espritquand je pense à
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Une fontion sanslimiteImpliation : omprendre et démontrer.Une impliation est une assertion onstituée de deux membres : l'hypothèse
A et la onlusion B. L'impliation A ⇒ B porte sur le lien qu'il existe entrees deux propositions et signi�e que si A est vraie alors automatiquement Best vraie. Dans une impliation, on ne herhe pas à savoir si A ou B est vraie,



11fausse, pertinente, absurde mais on observe seulement le lien de ause à e�etentre A et B. Par exemple dansSi l'on plonge un orps dans l'eau alors le téléphone sonne.3on demande pas d'établir que l'on plonge un orps dans l'eau ni même que letéléphone sonne mais on demande d'établir la relation de ausalité. Un exempleun peu plus mathématiqueSi le disrimant d'un polyn�me du seond degré est stritementpositif alors il a deux raines réelles distintes.Notez que ette assertion ne signi�e pas que le disriminant d'un polyn�me esttoujours stritement positif.
Négation. Nier une phrase ou enore érire la négation d'une phrase,'est érire une nouvelle phrase qui est vraie si et seulement si la phrase d'origineest fausse. Par exemple, la négation deIl existe un oéan.est la phraseIl n'existe pas d'oéan.Ii, on ne se demande pas laquelle de es deux phrases est vraie mais on s'assureseulement que si la première est vraie alors la seonde est fausse et inversement.� Négation de ET et OUPour nier une phrase ontenant un � et � ou un � ou �, on ommene par érirela négation des assertions qui sont de part et d'autre du onneteur � et � ou� ou �. Puis on remplae le � et � par un � ou � et le � ou � par un � et �. Parexemple la négation deIl existe un oéan et une merest Il n'existe pas d'oéan ou il n'existe pas de mer.En e�et, pour que la première phrase soit fausse, il faut et il su�t que soit iln'y ait pas d'oéan soit il n'y ait pas de mer, e que signi�e la seonde phrase.La négation deIl existe un oéan ou une merest Il n'existe pas d'oéan et il n'existe pas de mer.Mathématiquement, les négation de

A et B et A ou B3Le fameux prinipe d'Arhimède-Desproges



12sont respetivement( négation de A ) ou ( négation deB ) et ( négation de
A ) et ( négation deB ).� Négation de ∀ et de ∃Pour nier une phrase ontenant un pour tout, il su�t de le remplaer par unil existe puis d'érire la négation de la suite de la phrase. De même, pour nierune phrase ontenant un il existe, il su�t de le remplaer par un pour tout puisd'érire la négation de la suite de la phrase. Par exemple, pour nier la phrasePour tout �euve, il existe un a�uenton dira Il existe un �euve qui n'a pas d'a�uent.Mathématiquement, la négation des phrases

∀x ∈ A, x ∈ B ∃x ∈ A, x ∈ Bsont respetivement
∃x ∈ A tel que x /∈ B ∀x ∈ A, x /∈ B� Négation de ⇒Pour nier une impliation A ⇒ B, il su�t d'a�rmer que sont vrai en mêmetemps l'hypothèse A et la négation de onlusion B. Par exemple la négationde la phraseSi j'ai mon année, je me rase la tête.qui s'érit aussi
A ⇒ Bave A l'assertion � j'ai mon année � et B l'assertion � je me rase la tête �, estJ'ai mon année et, pourtant, je garde mes heveux.Formellement, la négation d'une impliation
A ⇒ Best
A et ( négation de B ).

Ou. La liaison � ou � entre deux assertions A et B onstruit une nouvelleassertion qui est vraie si et seulement si l'une ou l'autre des deux assertions Aet B est vraie. Par exemple, pour qu'une suite soit positive ou onvergente, ilfaut qu'elle véri�e seulement l'une de deux propriétés. L'assertion(La fontion f est ontinue et hange de signe) ou (f ne s'annulepas sur son intervalle de dé�nition)



13est une assertion vraie.Démontrer un OU.Pour démontrer une assertion artiulée autour d'un � ou � omme la proposi-tion
A ou Bil faut démontrer que au moins l'une des deux assertions est vraie quelle quesoit la situation. Dans la pratique, on proédera souvent de la façon suivante :Si A est vrai la proposition est démontrée. Si A n'est pas vraie,nous allons montrer B. Si bien que dans tous les as l'une ou l'autredes propositions sera véri�ée.Par exemple, si je vous demande de montrer le résultat suivant :Soit f une fontion ontinue sur l'intervalle [0, 1]. Montre que fne hange pas de signe ou s'annule sur [0, 1].On rédigera alors de la façon suivante.Si la fontion de ne hange pas de signe alors la proposition estdémontrée. Si elle hange de signe, alors il existe a et b tel que

f (a) ≥ 0 et f (b) ≤ 0. D'après le théorème des valeurs intermédiairesque l'on peut appliquer ar f est supposée ontinue, il existe c ∈ [a, b]tel que f (c) = 0. Don la fontion f s'annule sur [0, 1] . Don laproposition est démontrée.
Poser En mathématiques, � on pose � permet d'introduire une notationintermédiaire sous la forme d'une égalité. C'est une sorte de dé�nition. Parexemple, Soit (ABC) un triangle, on pose h = AB × BC.Dans e as, évidemment, h ne désigne rien d'autre et ne doit en auun ashanger de dé�nition dans un même énoné ou dans une même démonstration.Par exemple, on ne peut pas érire :Soit (ABC) un triangle de hauteur h, on pose h = AB × BC.
Pour tout. Le pour tout en mathématiques signi�e que l'on va énonéune propriété valable pour tous les objets d'un ertain ensemble. Il se note ∀.En français, on dirait par exemple



14 Tout étudiant de L1 qui réussit son année présente aumoins une note au dessus de la moyenne.Ce qui se traduit mathématiquement en
∀x ∈ A, x ∈ Boù l'on a dé�ni les ensembles A et B par : A est l'ensemble des étudiants deL1 qui ont réussi leur année et B est l'ensemble des étudiants qui ont eu aumoins une note au-dessus de la moyenne. Pour démontrer l'assertion, il faudraitpendre un listing des étudiants qui ont obtenu leur L1 et véri�er si haund'entre eux admet une note supérieure à 10. L'exemple suivant est un peu plusmathématique :Tout intervalle ompat de R non vide et non réduit à un pointontient au moins un rationnel.Cela se traduit en
∀ (a, b) ∈

{

(x, y) ∈ R2 |x < y
}

, [a, b] ∩ Q 6= ∅.

∀ : Rédiger et démontrer un.En français, la meilleure manière de montrer à son interlouteur que tous leséléments d'un ensemble véri�ent ertaines propriétés, onsiste à un hoisir un,puis à véri�er qu'il a les propriétés souhaitées ; à en hoisir un autre et fairela même opération ; et ainsi de suite jusqu'à parourir tous les éléments del'ensemble. Conrètement, si je vous demande de montrer que tous les étudiantsde et amphithéatre sont majeurs, vous parourerez la liste devant moi en medésignant à haque fois sa date de naissane et en faisant le petit alul mentalassoié. Le mot magique pour hoisir un élément dans un ensemble est soit.Ainsi si je vous demande deMontrer que pour tout x élément de A, blablaou enoreMontre que ∀x ∈ A, blablala première hose que vous devez érire pour rédiger votre démonstration estSoit x ∈ A. Véri�ons qu'il satisfait les propriétés blabla.Par exemple, si je vous demande deMontrer que la di�érene des arrés de deux entiers suessifs estimpair.On ommene le travail de tradution. Deux entier suessifs s'érivent n et
n + 1 pour n un entier. Il s'agit don de montrer que ∀n ∈ N, (n + 1)

2 − n2 estimpair. Comme il s'agit de montrer un pour tout, on ommene la rédationpar Soit n ∈ N. La di�érene à onsidérer s'érit (n + 1)
2 − n2, 'est-à-dire

(n + 1)
2 − n2 = n2 + 2n + 1 − n2 = 2n + 1qui est bien impair. Don la propriété est vraie.



15Proposition. Le mot proposition désigne une ou plusieurs phrasesportant sur des objets mathémaiques. Attention, le mot peut aussi être employéomme variante de théorème. Par exemple � la fontion x 7→ x2 est n'est pasontinue � est une proposition tout omme � L'entier 2n+1 est impair pour tout
n ∈ N �. Dans l'exemple suivant on utilise le mot dans deux sens di�érents :PropositionSoit x ∈ R et α ∈ R+. Les deux propositions suivantes sontéquivalentes :1. |x|2 ≤ α.2. x ∈ [−α, α].
Quanti�ation : rédiger et démontrer unephrase quanti�ée. Phrase quanti�ée et dépen-dane.Une phrase quanti�ée est une assertion mathématique qui a la forme suivante

∀ǫ > 0, ∀x ∈ A ∃y ∈ B tel que ∀η > 0∃n ∈ N tel que blablaoù les symboles, ∀, ∃ ou ∈ apparaissent. Elles onstituent toujours l'abrévationd'une phrase française qu'il est toujours possible d'énoner. Il est importantde savoir passer failement de l'expression quanti�ée à l'expression françaiseet inversement ar elles ont toutes les deux des intérêts di�érents. L'exemplei-dessus s'énone ainsiPour tout ǫ striement positif et pour tout élément de l'ensemble
A, il existe un élément de l'ensemble B tel que pour tout η strite-ment positif, il existe un entier naturel ayant la propriété blabla.L'ordre dans lequel apparaissent les quanti�ateurs dans l'assertion quanti�éen'est pas du tout anodin et une permutation de es quanti�ateurs modi�eonsidérablement le sens de l'assertion. Par exemple, supposons que j'a�rmeToutes les personnes de e groupe ont une date de naissane.Sous forme quanti�ée, ette assertion s'érit

∀x ∈ A, ∃y ∈ B x est né le jour yoù A est l'ensemble des personnes du groupe et B l'ensemble des dates denaissane. Dans ette expression, la date y dépend de la personne x. Maintenantpermutons les quanti�ateurs :
∃y ∈ B, ∀x ∈ A x est né le jour y.En français, ette phrase a�rme qu'il existe une date telle que toute personnedu groupe soit née à ette date. En somme, ette assertion signi�e que tous lesgens du groupe sont nés le même jours ! Dans ette dernière assertion, il faut



16que la date de naissane y ne dépende pas de la personne x. Notez don quel'ordre des quanti�ateurs modi�e le sens de l'assertion mais aussi la dépen-dane des variables les unes par rapport aux autres. Un exemple un peu plusmathématique : la suite un tend vers 0. Quanti�ée, ette phrase s'érit
∀ǫ > 0, ∃N ∈ N, ∀k ∈ N, k ≥ N =⇒ |uk| ≤ ǫ.Ce qui se dit aussi, pour tout ǫ > 0 , il existe un rang N tel que pour tout rang

k supérieur à N le terme de la suite uk est en valeur absolue plus petit que ǫ.Notez que dans ette expression, N dépend de ǫ : quitte à aller assez loin dansla suite, elle-i devient plus petit que ǫ mais que ǫ diminuant il faudra aller deplus en plus loin, 'est-à-dire, hoisir un entier N de plus en plus grand.Démontrer une phrase quanti�ée.Supposons maintenant qu'il sagisse de démontrer une phrase quanti�ée plusompliquée qu'un simple ∃ ou ∀. Alors l'armature de la rédation de la dé-monstration ainsi que l'armature de la façon à laquelle vous devez y penser doitsuivre l'armature de l'assertion quanti�ée en suivant les règles élémentaires du
∀ et ∃. Exemple : imaginons que je vous demande de montrer que

∀ǫ > 0, ∀x ∈ A ∃y ∈ B tel que ∀η > 0 ∃n ∈ N tel que blabla.L'armature de la rédation doit êtreSoit ǫ > 0 et soit x ∈ A.Posons y = . . . et véri�ons qu'il véri�e la propriétésouhaitée.Soit η > 0.Posons alors n = . . . et véri�ons qu'ilvéri�e la propriété blabla.Il vous faut aussi prendre garde aux dépendanes entres les variables ǫ, x, η, . . .induite par l'armature de la phrase quanti�ée.Raisonnement par ontraposée. Le raisonnementpar ontraposée est un type de raisonnement généralement peu employé ou em-ployé sans que l'on s'en rende ompte. Il permet de démontrer une impliation.Par exemple, supposons que l'on veuille véri�er queSi la tartine tombe, alors 'est du oté de la on�ture.que l'on érit
A ⇒ Boù A est l'assertion � la tartine tombe � et B � la tartine est du oté on�ture �.On pourrait alors se ontenter de véri�er que si la tartine est du �té pain 'est-à-dire n'est pas du oté on�ture, alors 'est qu'elle n'est pas tombée : en e�et,si elle était tombée, elle serait du �té on�ture. Formellement, on véri�e donque



17( négation B )⇒( négation A ).Le raisonnement par ontraposée utilise ainsi l'équivalene
A ⇒ B est équivalent à ( négation B )⇒( négation A ).Il faut bien faire la di�érene entre la ontraposée et la négation d'une implia-tion. Un exemple un peu plus mathématique :Si n2 − 1 n'est pas divisible par 8, alors n est pair.La tradution quanti�ée de la ontraposée de ette impliation s'érit, ∀n ∈ N

n impair ⇒n2 − 1 divisible par 8. Comme il s'agit de prouver un pour tout, larédation donneSoit n ∈ N. Supposons n impair. Alors il existe k tel que n = 2k +1.Ainsi
n2 − 1 = 4k2 + 4k = 4k (k + 1) .Or parmi, k et k+1 il y en a un des deux qui est pair. Don k (k + 1)est toujours divisible par 2. Si bien que d'après la relation i-dessus

n2 − 1 est divisible par 4 × 2 = 8. Ce qui prouve la ontraposée dela proposition et don la proposition.Raisonnement par l'absurde. Le raisonnement parl'absurde onsiste à supposer vraie la négation de l'assertion à prouver et sousette hypothèse essayer d'aboutir à une ontradition. Voii un exemple inspiréd'un exemple élèbre.Montrons que 1 6= 2.La démonstration par l'absurde onsiste maintenant à supposer lanégation de ette proposition. On érit donSupposons que 1 = 2. Le père noël et moi-même sommes deux. Oromme 1 = 2, nous ne faisons en fait qu'un. Ce qui est absurdepuisque je ne suis pas le père noël. Don, l'hypothèse 1 = 2 aboutità une ontradition et ainsi 1 6= 2.Un exemple un peu plus mathématique et très élèbre aussi4.Montrons que √
2 est un irrationnel. Supposons que e n'est pasle as et don que √

2 est rationnel. Dans e as, il existe deuxentiers premiers entre eux tels que √
2 = p

q
, 'est-à-dire, p2 = 2q2.Dans e as, 2 divise p2et don divise p. En érivant p = 2p′, ilvient 4p′2 = 2q2'est-à-dire 2p′2 = q2. Cette égalité implique que 2divise q. Ainsi 2 divise p et q. Ce qui est absurde puisque p et q sontpremiers entre eux. Don √

2 est irrationnel.4Des gens sont morts à ause de ette démonstration !



18Rédiger. Les mathématiques sont un disours. Rédiger des mathéma-tiques onsiste à mettre e disours par érit pour qu'il puisse être lu et omprispar une autre personne. Une bonne rédation ne doit être ni trop longue, ni tropourte. Il s'agit de dérire le plus préisément possible le raisonnement suivi enjusti�ant aux maximum les impliations.Par ailleurs, la rédation est purement un exerie d'érit. Il di�ère notammentde e que l'on peut érire quand on prend des notes de ours ou quand on faitun ours au tableau où l'oral et l'érit se mélangent. Même si l'on utilise desnotations mathématiques dans le texte, on évitera d'utiliser trop d'abréviationset on essaiera de faire des phrases. En�n on n'est pas autorisé, sous prétexte demathématiques, à malmener la grammaire et l'orthographe de la langue danslaquelle on s'exprime. Par exemple supposons que l'on veuille résoudre l'exer-ie : Montrez qu'une fontion dérivable stritement roissante sur unintervalle a une dérivée positive sur et intervalle.Si au brouillon on peut érire :
f ր f(x) − f(y)

x − y
> 0 =⇒ f ′(x) = lim

y→x

f(x) − f(y)

x − y
≥ 0Le raisonnement se rédigera de la manière suivante :Soit f une fontion dérivable stritement roissante sur l'inter-valle I. Comme f est stritement roissante, son taux d'aroisse-ment est stritement positif :

∀x, y ∈ I
f(x) − f(y)

x − y
> 0En passant à la limite, on obtient

lim
x→y

f(x) − f(y)

x − y
≥ 0.Et don, par dé�nition de la dérivée, on a bien f ′(y) ≥ 0 pourtout y ∈ I.Même des questions plus simples néessite un peu de rédation. Par exemple s'ils'agit de résoudre l'équation x2−3x+1 = 0 dans R on ne se ontentera pas de :

x2 − 3x + 1 = 0 ∆ = 32 − 4 = 5 x =
3 ±

√
5

2Mais on érira :On alule le disriminant du trin�me et on trouve ∆ = 32 −
4 = 5. On en déduit que l'équation a deux solutions x1 = 3+

√
5

2 et
x2 = 3−

√
5

2 .



19ou enore :L'équation a pour solutions x1 = 3+
√

5
2 et x2 = 3−

√
5

2 obtenuesen alulant le disriminant du trin�me.Quelques onseils supplémentaires quant à la rédation d'exeries ou de pro-blèmes en partiulier d'examens.� Il est inutile de reopier l'énoné. Le orreteur le onnaît en général.� Il est inutile de reopier et d'enadrer enore une fois le résultat obtenu ou laonlusion à la �n de la question. C'est une répétition sans intérêt.� Evitez les abréviations omme bp, d, fo : vous ne parlez pas au tableau.� Lorsque vous traitez un as ave un long alul ou ave un raisonnement etqu'un autre as se résout de manière très analogue, vous pouvez simplementérire : Le as suivant est résolu par des aluls analogues et on trouve... ouLe as suivant se traite de la même manière à ei près que... ( Evidemmentil ne s'agit pas de triher assurez-vous que 'est bien le as ! )� En général lorsque des aluls sont longs, essayez de ne donner que les étapesimportantes.� Erivez de manière lisible et propre.� De manière général expliquez e que vous faîtes lorsque vous utilisez uneméthode de alul ou de raisonnement partiulière. Par exemple : On vaéhelonner la matrie à l'aide de l'algorithme du pivot de Gauss : (suivent lesaluls) ou On détermine les oe�ients de Bezout à l'aide de l'algorithmed'Eulide : (suivent les aluls) ou On va raisonner par l'absurde ou On vafaire un raisonnement par réurrene sur k.Soit � Soit � ( le verbe être onjugué au subjontif présent) introduit unnouvel objet mathématique et généralement sa notation. Par exemple :Soit A un point du plan. Soit x un réel. Soient d et d′ deux droitesparalléles du plan.On peut remplaer � Soit � par � Étant donné �. Il ne faut pas le onfondreave la onjontion qui permet de distinguer des as, omme dans : une fontionmonotone est, soit roissante, soit déroissante.Théorème Un théorème est une assertion mathématique qui possèdeun aratère général important que l'on souhaite distinguer. Le théorème estpresque obligatoirement aompagné de sa démonstration ou dans ertains asadmis.Les théorèmes jouent le r�le entral dans les mathématiques. On pourrait presqueréduire les mathématiques à la prodution de théorèmes. Suivant leur impor-tane dans la théorie, on peut aussi les appeler Propositions ( théorèmes moinsimportants qui sont néanmoins enore généraux ), lemmes ( théorèmes généra-lement moins importants et isolés, qui ne servent qu'à un résultat permettant



20de démontrer un ou plusieurs théorèmes), orollaires ( théorèmes onséquenesimmédiates, par exemple un as partiulier d'un autre théorème).Les théorèmes portent souvent des noms : théorème du point �xe, théorème desvaleurs intermédiaires, théorème de Thales, lemme de Gauss.... L'énoné d'unthéorème peut être shématisé omme suit :
P1 alors P2où P1 et P2 sont une ou plusieurs assertions mathématiques. P1 est appelél'hypothèse et P2 la onlusion. Par exemple :Soit f une fontion ontinue sur un intervalle [a, b] et dérivablesur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b), alors il existe c ∈ ]a, b[ telle que

f ′(c) = 0.Traduire. La tradution est une tehnique fondamentale de la démons-tration. Lorsque que l'on a reperé les hypothèses et la onlusion d'un pro-blème, on doit dans un premier e�etuer une tradution de es hypothèses etde la onlusion : la tradution proprement dite onsiste à érire en termes ma-thématiques le sens des hypothèses et de la onlusion. Le meilleur moyen deomprendre est un exemple :Montrons que la limite d'une somme de deux suites onvergentesest la somme des limites.Une première tradution onsiste à érire :Montrons que si un → l et vn → l′ alors un + vn → l′On repère ainsi les hypothèses et la onlusion. On e�etue une tradution plus�ne des hypothèses
∀ǫ > 0 ∃A ∈ N tel que n ≥ A ⇒ |un − l| ≤ ǫ et ∀ǫ > 0 ∃A ∈
N tel que n ≥ A ⇒ |vn − l′| ≤ ǫet de la onlusion
∀ǫ > 0 ∃A ∈ N tel que n ≥ A ⇒ |un + vn − (l + l′)| ≤ ǫ.On peut développer enore un peu en se débarrassant des valeurs absolues enérivant par exemple pour la onlusion
∀ǫ > 0 ∃A ∈ N tel que n ≥ A ⇒ l + l′ − ǫ ≤ un + vn ≤ l + l′ + ǫ.Une fois que l'on traduit aussi loin que possible les hypothèses et la onlusion,il est temps de repérer omment relier les assertions auxquelles on est parvenu :seule ette étape onsiste à faire des mathématiques. Un autre exemple :montrer que le degré de P ′ où P est un polynome de degré n est
n − 1.La quanti�ation du problème donne : ∀P ∈ R [X ] , deg (P ) = n ⇒ deg

(

P
′

)

=

n−1. Il s'agit don de démontrer un pour tout. La rédation débutera don par



21� Soit P ∈ R [X ] �. On suppose ensuite � le polyn�me de degré n �. Commenttraduire ette information ? En érivant que P s'érit ∑n

k=0 akXk ave an 6= 0.Voilà pour les hypothèses. La onlusion a�rme que P
′est de degré n − 1.Il faut don parvenir à montrer que P

′s'érit ∑n−1
k=0 bkXk ave bn−1 6= 0. Onré�éhit un peu, � on fait des maths �... et on se lane dans la rédation.Soit P ∈ R [X ]. Supposons P degré n. Il s'érit alors∑n

k=0 akXk ave
an non nul. Le polyn�me dérivé s'érit alors P

′

=
∑n

k=0 kakXk−1 =
∑n−1

k=0 (k + 1) a(k+1)X
k. Comme nan 6= 0 ar an 6= 0, ette éritureassure que P

′ est de degré n − 1. Ce qui prouve l'assertion.


