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Introduction.

Les objets étudiés dans cette thèse sont les germes de feuilletages holomorphes dans C2. En
substance, les invariants d’un feuilletage se divisent en les invariants des feuilles analytiques
d’une part et le pseudo-groupe d’holonomie d’autre part. Nous nous proposons de construire
des outils permettant d’étudier l’indépendance des premiers vis à vis du second. L’objet central
de ce travail est la notion de déformation isoholonomique qui est le pendant local non-linéaire
des déformations isomonodromiques de la théorie linéaire classique. Après avoir construit cet
outil, nous l’utilisons pour comparer les deux classes de modules analytiques et pour étudier
un certain nombre de problèmes de classification.

Position du problème.

A. Seidenberg a montré qu’un germe de feuilletage singulier à singularité isolée dans C2 ad-
met une réduction de sa singularité : c’est un processus constitué d’une suite finie d’éclatements
standards centrés sur des points aboutissant à un feuilletage holomorphe au voisinage d’un di-
viseur ne présentant que des singularités réduites [38]. La donnée de cette réduction détermine
les premiers invariants d’une singularité :

1. la combinatoire du processus d’éclatements est incarnée par l’arbre dual de la réduction
et correspond à la donnée du type topologique de l’inclusion du diviseur exceptionnel
dans son voisinage. Cet invariant est bien compris pour une large classe de singularités
[2][31][44].

2. Le type analytique du diviseur exceptionnel de la réduction est un invariant qui rend
compte de la position des singularités du feuilletage réduit. En dépit de son apparente glo-
balité, c’est un invariant semi-local. Lorsque l’arbre dual est fixé, c’est-à-dire le type topo-
logique de la réduction, l’espace des modules du diviseur est de la forme CN , l’équivalence
analytique de deux diviseurs topologiquement conjugués s’exprimant en termes de birap-
ports des points singuliers.

3. Le type analytique de l’inclusion du diviseur dans son voisinage est un invariant stricte-
ment plus riche que les deux précédents. Son espace de module analytique à type topolo-
gique fixé s’avère généralement très singulier et difficile à décrire : en effet, ce problème
contient celui des modules d’un germe de courbe ; or en dehors de cas très particuliers
traités par exemple dans [46], on ne sait pas construire de famille complète relative à ce
problème de module.

9
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Pour mettre en évidence la différence critique entre le type analytique du diviseur exceptionnel
et de son inclusion dans son voisinage, considérons l’exemple du germe de courbe S de C2 défini
par une équation de la forme

(x3 + y3)(x− y + · · · ) = 0.

La courbe S est une réunion de trois droites transverses deux à deux et d’un doublon de
la composante d’équation {x− y = 0} où l’on perturbe l’ordre de contact. Soit Sδ la courbe
d’équation

(x3 + y3)(x− y + δx2) = 0, δ ∈ C∗.

On montre que deux germes de courbes Sδ et Sδ′ sont analytiquement conjugués si et seulement
si δ = δ′.

Deux voisinages de diviseurs Dn
0 ⊂ Mn

0 et Dn
1 ⊂ Mn

1 ayant pour arbre dual le graphe représenté
par la figure 1 présentent des diviseurs biholomorphes car le groupe des transformations pro-
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Fig. 1 – Mn
0 et son arbre dual.

jectives agit transitivement sur les triplets de points de P1. Il suffit que chaque couple de
composantes irréductibles pointées par les singularités des diviseurs et se correspondant dans
l’arbre dual soient biholomorphes pour que les diviseurs soient globalement biholomorphes : il
s’agit ici du caractère semi-local des modules d’un diviseur que nous avons évoqué. En revanche,
en faisant varier uniquement la position d’un point singulier v sur la composante D privé des
autres points singuliers u et c (voir la figure 1), on obtient une famille de voisinages (Mn

0 (v))v
deux à deux non biholomorphes. En effet, fixons sur chaque composante extrémale de l’arbre
un germe de courbe lisse transverse au diviseur. La réunion de ces germes de courbes descend à
l’origine de C2 en un germe de courbe analytique. Ce germe de courbe Sv admet une équation
de la forme

(x3 + y3)(x− y + ψ(v)x2) = 0

où ψ(v) est une fonction injective de C∗ dans lui-même. On sait montrer que, pour n assez
grand, si les voisinages Mn

0 (v) et Mn
0 (v′) sont analytiquement équivalents alors les germes de

courbes Sv et Sv′ le sont aussi ; ce qui implique précisément que v et v ′ sont égaux. Ainsi,
l’espace des modules du diviseur Dn

0 s’identifie à un point tandis que l’espace des modules de
son voisinage Mn

0 contient une composante isomorphe à C∗.

Beaucoup plus complexes que les invariants déjà introduits, le pseudo-groupe transverse et le
pseudo-groupe d’holonomie sont des invariants analytiques intimement liés au feuilletage lui-
même. En substance, le pseudo-groupe d’holonomie est engendré par toutes les transformations
qui envoient une feuille du feuilletage sur elle-même. Il est toujours de dimension infinie. Aussi
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définit-on le pseudo-groupe transverse qui est la restriction du pseudo-groupe d’holonomie
sur une transversale complète, c’est-à-dire, une famille de germes de courbes transverses au
feuilletage qui rencontrent toutes les feuilles. Ces pseudo-groupes contiennent une bonne partie
de l’information dynamique du feuilletage. Leur étude aboutit par exemple à un dictionnaire
établissant un lien entre le type de transcendance d’une éventuelle intégrale première et une
propriété lisible sur le pseudo-groupe transverse [33].

Lorsque l’on s’intéresse aux problèmes de classifications, il est naturel de se demander dans
quelle mesure les invariants introduits ci-dessus sont idépendants les uns des autres :

quelles sont a priori les données de ces invariants effectivement atteintes par un
germe concret de feuilletage singulier ?

Un théorème classique de Alcides Lins Neto constitue une première réponse [19]. Au voisi-
nage d’un diviseur irréductible, il est aisé de réaliser un feuilletage à pseudo-groupe transverse
déterminé d’avance. En recollant une famille de tels feuilletages le long des coins d’un divi-
seur, A.L. Neto montre le théorème suivant sous certaines hypothèses génériques portant sur
le pseudo-groupe transverse :

Théorème (A.L.Neto). Ayant prescrit le type topologique du processus de réduction des singu-
larités -invariant de type (1)- et le pseudo-groupe transverse, il existe un germe de feuilletage
singulier qui présente ces invariants.

Si l’on veut désormais modifier la position des singularités du feuilletage, c’est-à-dire, faire
varier le type analytique du diviseur sans toucher au pseudo-groupe transverse ou au pseudo-
groupe d’holonomie, il est naturel de s’intéresser aux déformations intégrables de feuilletages
qui laissent invariants ces pseudo-groupes. A cet effet, la notion de germes de déploiements
équisinguliers a été introduite par J.F. Mattei dans [27] pour étudier les modules locaux de
feuilletages, c’est-à-dire, les types analytiques voisins de feuilletages dans une même classe de
conjugaison topologique. Dans le contexte des déformations intégrables à espace de paramètres
compact, nous appelons déformation intégrable de feuilletage de (C2, 0) tout feuilletage de
codimension 1 dans (C2+p,C2 × K) où K est un compact de Cp. Cette déformation est iso-
holonomique dès lors qu’elle est équisingulière, c’est-à-dire, lorsqu’elle admet une réduction
des singularités en famille. Ce type de déformations de feuilletage s’avère en effet topologique-
ment trivial et à pseudo-groupe d’holonomie constant. Dans [27], J.F. Mattei donne un algo-
rithme de calcul de la dimension de l’espace des modules de germes déploiements équisinguliers
d’un feuilletage. En particulier, il retrouve la lissité de la strate à µ constant dans l’espace
des déploiements d’une courbe établie par J. Wahl [42] et calcule la dimension de celle-ci. Il
n’existe cependant pas actuellement de méthode constructive pour décrire une famille univer-
selle pour les déformations intégrables isoholonomiques d’un feuilletage donné. Pour autant,
dans sa thèse M.Seguy [37] obtient le résultat suivant pour une classe de feuilletage que nous
décrirons facilement par la suite :

Théorème (M.Seguy). Soit G le pseudo-groupe d’holonomie d’un feuilletage F . Ayant prescrit
un type analytique de diviseur -invariant de type (2)- dans la classe topologique de la réduction
de F -invariant de type (1)-, il existe un germe de feuilletage singulier qui réalise cet invariant
et admet un pseudo-groupe d’holonomie équivalent à G, en un sens que nous expliciterons par
la suite.
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La démonstration consiste à déplacer les singularités de F le long du diviseur vers la position
recherchée à l’aide d’une déformation intégrable isoholonomique. M. Seguy montre que pour une
classe générique de feuilletages, cette dernière construction est toujours possible. Ce résultat et
le théorème de A.L. Neto permettent ainsi la réalisation d’un feuilletage où l’on fixe d’avance la
position des singularités du feuilletage obtenu après réduction et le pseudo-groupe transverse.

Présentation des résultats.

Le premier chapitre de cette thèse est consacré à l’exposition des définitions et pro-
priétés des objets que nous manipulerons dans cette thèse. Nous y présentons la notion de
déformation isoholonomique qui est l’élément central de ce travail : un de nos objectifs est
de montrer finalement la souplesse de l’outil déformation isoholonomique malgré sa relative
non-constructiblité. Dans cette optique, l’interprétation cohomologique des déformations iso-
holonomiques infinitésimales sera exposée à partir des résultats de [27]. Pour une classe très
particulière de déformations isoholonomiques à espaces de paramètres compacts, on retrouve
une interprétation cohomologique qui initie en fait, la majorité des constructions présentées
dans les chapitres suivants.

Le premier résultat de cette thèse dont la preuve constitue l’essentiel des deuxième et

troisième chapitres est le théorème suivant :

Théorème (Réalisation). Soit F0 un germe de feuilletage singulier à singularité isolée de type
courbe généralisée non-dicritique et E0 : (M0,D0) → (C2, 0) la réduction de ses singularités.
Pour toute application holomorphe E : (M,D) → (C2, 0) ayant le même type topologique que
E0, il existe un germe de feuilletage F fibre d’une déformation isoholonomique de F0 dont E
est exactement la réduction des singularités.

Dans un premier moment, nous développons un formalisme attaché à une classe très spéciale de
germes de variétés. Introduisant une construction dite de collage, les propriétés des catégories de
variétés ainsi définies incarnent du point de vue géométrique leurs éventuelles relations cohomo-
logiques. Au sein de ces catégories, le théorème de réalisation se laisse démontrer par récurrence
sur la longueur du processus d’éclatements. Le schéma de la preuve est le suivant : on filtre M
par les voisinages infinitésimaux de son diviseur exceptionnel. On établit d’abord le résultat
sur le premier voisinage. Un cocycle de collage étant ensuite préparé, on effectue une double
induction sur la longueur des processus de réduction et sur l’ordre du voisinage dans la filtra-
tion. On développe alors un algorithme de normalisation fondé sur deux éléments : l’équation
cohomologique associée au résultat infinitésimal (III.2.2) et la formule de Campbell-Hausdorff.
Cet algorithme termine grâce à un théorème de stabilité des voisinages de diviseurs exception-
nels. Un corollaire du résultat d’A.L. Neto et du théorème précédent répond définitivement au
problème initialement posé :

Théorème. Soit G le pseudo-groupe d’holonomie d’un feuilletage F . Ayant prescrit le type
analytique de la réduction -invariant de type (3)- dans la classe topologique de la réduction de
F , il existe un germe de feuilletage singulier qui présente cet invariant et admet un pseudo-
groupe d’holonomie équivalent à G.
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On peut ainsi réaliser tout pseudo-groupe transverse par un feuilletage dont on fixe d’avance
le processus de réduction.

Le quatrième chapitre est consacré à la preuve du théorème principal de cette thèse qui
est une version à paramètres du théorème de réalisation.

Soit K un compact de Stein de Cp, c’est-à-dire admettant un système de voisinages de Stein,
et C un sous-ensemble analytique de K.

Théorème (Réalisation à paramètres). Soit F0 une déformation isoholonomique au-dessus de
K d’une courbe généralisée non-dicritique. Notons S une déformation équisingulière au-dessus
de K de germes de courbes telle que S et Sep(F0) sont conjuguées au-dessus de C. Alors il
existe une déformation isoholonomique F de base K avec Sep(F) = S telle que F0 et F sont
reliées d’une déformation isoholonomique de base D×K analytiquement triviale le long de tout
sous-ensemble analytique D × {t}, t ∈ C.

La démonstration de ce résultat s’appuie sur celle de l’énoncé sans paramètre. Nous expliquons
comment une large majorité des arguments de l’algorithme de normalisation se laisse généraliser
sans difficulté au contexte à paramètres. L’essentiel des difficultés associées à l’introduction
d’un paramètre est surmonté grâce aux propriétés géométriques et cohomologiques du compact
K liées à sa nature Stein : en particulier, toute fonction holomorphe sur un sous-ensemble
analytique est de K la restriction d’une fonction holomorphe sur K tout entier.

La classe de cobordisme Cob(F0) d’un feuilletage introduite au cinquième chapitre est
l’ensemble des feuilletages qui sont dans la fibre d’une déformation isoholonomique du feuille-
tage F0. Nous montrons que pour une classe générique de feuilletages, Cob(F0) se surjecte
naturellement sur la classe d’équisingularité des séparatrices de F0, c’est-à-dire l’ensemble des
courbes topologiquement conjuguées à F0.

Théorème. Soit F0 un germe de feuilletage de type courbe généralisée non-dicritique. Tout
germe de courbe topologiquement conjugué aux séparatrices de F0 est la réunion des séparatrices
d’un feuilletage dans la classe de cobordisme de F0.

En fait, nous démontrons un résultat plus précis dont l’énoncé fait appel à la notion de marquage
développée dans les premiers chapitres. La démonstration de ce résultat repose d’abord sur un
théorème de C. Camacho, A.L. Neto et P. Sad [2] qui assure l’égalité de la réduction des
singularités d’un feuilletage de type courbe généralisée et de celle de ses séparatrices. Dès
lors, une propriété de type détermination finie pour les familles équisingulières de courbes dont
l’usage est couplé au théorème de réalisation permet de ramener le problème sur les séparatrices
à un problème sur les voisinages des diviseurs.

Dans un second moment, on s’intéresse au problème de la classification analytique des feuille-
tages quasi-homogènes. C’est une classe à laquelle il est naturel de s’intéresser en premier
lieu car ces feuilletages présentent une réduction des singularités très simple. En utilisant une
propriété de rigidité établie par J.F. Mattei [28] concernant les déformations isoholonomiques
de feuilletages quasi-homogènes, nous avons obtenu un résultat de classification à séparatrices
fixées comme corollaire du théorème de réalisation à paramètres :
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Théorème. Soit F et F ′ deux feuilletages quasi-homogènes ayant des séparatrices analyti-
quement conjuguées (resp. formellement conjuguées). Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. F et F ′ sont analytiquement conjugués (resp. formellement conjuguées).

2. Les représentations d’holonomies des composantes centrales de F et F ′ sont analytique-
ment conjuguées (resp. formellement conjugueés).

Ce résultat a été prouvé par D. Cerveau et R. Moussu dans le cas de certaines singularités
nilpotentes [7] et par D. Cerveau et P. Sad dans le cas d’une singularité homogène [8]. Depuis les
travaux de F. Loray [21], de H. Żoladek et de E. Stróżyna [41] dans le cas nilpotent et les travaux
plus récent de E. Paul [34], on sait construire des formes normales formelles uniques pour les
feuilletages quasi-homogènes. Les travaux de M. Canalis-Durand, J.P. Ramis, R. Schäfke et Y.
Sibuya [5] permettent même le calcul du degré Gevrey de ces formes normales. Le théorème
précédent stipule que la donnée de cette forme normale formelle est équivalente à la donnée
d’un élément dans l’espace des représentations d’un groupe libre dans le groupe D̂iff(C, 0). Le
sens de cette correspondance reste encore à établir. Enfin, ce résultat est à rapprocher des
résultats obtenus par D. Marin [23] sur l’espace des modules d’un feuilletage quasi-homogène.
La technique de démonstration employée dans les cas cités précédemment consiste à prolonger
comme dans [32] une conjugaison des holonomies le long d’une fibration transverse en dehors
d’un certain nombre de courbes. Malheureusement, cette technique semble difficile à mettre
en œuvre dans le cas général : l’obstruction résulte de ce qu’il est possible de réaliser des
déploiements de courbe quasi-homogène en dehors de la classe quasi-homogène. Ici précisément
intervient le résultat de réalisation à paramètres qui permet de lever cette obstruction.

Dans le sixième et dernier chapitre de cette thèse, nous construisons une notion de
feuilletage formel de deuxième espèce incluant le cas des feuilletages dicritiques. Il s’agit d’une
classe générique de feuilletages relativement facile à présenter. Définissant une notion d’équation
équilibrée des séparatrices d’un feuilletage dicritique, nous sommes en mesure de généraliser
les critères standards établis dans [31] pour qu’un feuilletage soit de deuxième espèce. En
particulier, nous établissons le résultat suivant :

Théorème. Soit F̂ un germe de feuilletage formel et F̂ une équation équilibrée de ses séparatrices.
Les propositions suivantes sont équivalentes

1. F̂ est de deuxième espèce.

2. ν0(F) = ν0(dF̂ ).

3. La suite de faisceaux

0 −→ X̂ bF −→ X̂ bN
E∗ bω

bF
(·)

−−−−→ Î≥3 −→ 0

est exacte où X̂ bF ⊂ X̂ bN sont les faisceaux des champs transversalement formels tangents

respectivement au feuilletage F̂ et aux zéros de F̂ . Le faisceau Î≥3 est le faisceau des

fonctions nulles le long des pôles de F̂ .

Ce théorème ouvre une voie vers l’étude des obstructions au théorème de réalisation pour les
feuilletages dicritiques. Nous exhibons un exemple de feuilletage dicritique de deuxième espèce
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qui ne satisfait pas le théorème de réalisation, du moins, à l’échelle infinitésimale. Les obs-
tructions se concentrent sur les composantes dicritiques de valence supérieure à trois. Elles
sont à rapprocher de la notion de points de fugues introduite dans [6] par F. Cano et N. Cor-
ral qui sont les obstructions à la réalisation d’un modèle logarithmique pour les feuilletages
dicritiques. Il semble cependant envisageable de lever ces obstructions par un théorème de
réalisation faible aboutissant à un feuilletage dominant le feuilletage initial qui pourrait en
particulier, remontrer l’existence du modèle logarithmique dominant de F. Cano et N. Cor-
ral : soit F0 un feuilletage dicritique de deuxième espèce, F0 une équation équilibrée de ses
séparatrices et E0 : (M0,D0) → (C2, 0) le processus de réduction de F0. On démontre alors le
résultat suivant :

Théorème. Soit (M,D) une variété topologiquement conjuguée à (M0,D0). Il existe un feuille-
tage F sur M tel que S désignant l’ensemble des singularités non-réduites de F , les feuilletages
restreints

F0|(M0,D0\{F0=∞}) et F|(M,D\S)

sont reliés par une déformation isoholonomique.
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Chapitre I

Déformation isoholonomique d’un
feuilletage de C2.

De façon générale, un feuilletage holomorphe F de dimension p sur une variété complexe
M de dimension n est la donnée d’un atlas

{
ψi : Ui ⊂M → Cp × Cn−p

}

tel que les changements de cartes soient holomorphes et de la forme

(x, t) 7→ (ψ(x, t), φ(t)), x = (x1, . . . , xp), t = (t1, . . . , tn−p)

C’est aussi la donnée d’un recouvrement par des ouverts {Ui}i∈J équipés de submersions

(Hi : Ui → Cn−p)i∈I

satisfaisant, sur chaque intersection Ui ∩ Uj , la condition de recollement

Hj = ψij ◦Hi

pour un biholomorphisme ψij : Hi(Ui ∩ Uj) → Hj(Ui ∩ Uj). Sur l’ouvert Ui, la relation x et y
appartiennent à la même composante connexe par arcs d’une fibre de Hi définit une relation
d’équivalence Ri. Toute classe d’équivalence de la relation d’équivalence sur M engendrée par la
famille de relations (Ri)i∈I est appelée feuille du feuilletage F . Les conditions de recollements
assurent que les relations Ri et Rj cöıncident sur Ui ∩ Uj.

I.1 Germe de feuilletage de C2.

Un germe de feuilletage F holomorphe singulier dans C2 correspond à la donnée d’un germe
de 1-forme holomorphe

a(x, y)dx + b(x, y)dy (I.1)

à action près du groupe des germes d’unités O∗2. Ici, les fonctions a et b sont des germes de
fonctions holomorphes s’annulant à l’origine de C2. Le lieu singulier du feuilletage est le lieu
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20 I. Déformation isoholonomique d’un feuilletage de C2.

des zéros communs à a et b. Lorsque ce lieu est de codimension 1, a et b possèdent un facteur
commun non-trivial dans C{x, y}. Le feuilletage associé à la 1-forme

a(x, y)

pgcd(a, b)
dx +

b(x, y)

pgcd(a, b)
dy

prolonge le feuilletage (I.1) en un feuilletage régulier en dehors de l’origine. Aussi désormais,
la singularité de (I.1) sera supposée isolée, ce qui revient à demander que a et b soient sans
facteur commun dans C{x, y}.

I.1.1 Singularité réduite.

Un germe de feuilletage est dit réduit s’il existe un système de coordonnées dans lequel il
est défini par une 1-forme s’écrivant

λxdy + µydx+ · · · , µ 6= 0,
λ

µ
6∈ Q<0. (I.2)

Le quotient λ
µ

est un invariant important de ce feuilletage. Il est appelé indice du feuilletage.
On adopte le vocabulaire suivant : cette singularité de feuilletage est dite de type

1. hyperbolique si λ
µ
6∈ R,

2. nœud si λ
µ
∈ R−∗,

3. selle si λ
µ
∈ R+∗,

4. selle-nœud si λ = 0.

5. résonnante si λ
µ
∈ Q

La littérature traitant de ces singularités est vaste et les résultats les concernant ont atteint une
grande précision. Lorsque la singularité est hyperbolique, le caractère linéarisable, c’est-à-dire
l’existence de coordonnées pour lesquelles le feuilletage est donné par la 1-forme

λxdy + µydx,

remonte aux travaux de H. Poincaré. Les singularités résonnantes et de type selle-nœud sont
complètement classifiées depuis les travaux de J.-P. Ramis et J. Martinet [25][24]. On sait
de plus caractériser les valeurs λ

ν
6∈ Q<0 pour lesquelles toute singularité de type (I.2) est

linéarisable [43]. Lorsque la singularité est une selle dont l’indice est irrationnel, les travaux
de Brjuno-Yoccoz ont mis en évidence un ensemble B ayant la propriété suivante : toute selle
d’indice α est linéarisable si et seulement si α est dans B. Le critère d’appartenance à l’ensemble
B porte sur le développement en fraction continue de l’indice de la singularité ; de plus, B est
de mesure totale dans R+∗.

Les singularités réduites constituent les singularités les plus simples pour les différentes pers-
pectives adoptées ici : une singularité réduite reste réduite après éclatement standard centré sur
la singularité et elle est rigide pour le type de déformations que nous utiliserons. Nous allons
expliciter maintenant le principe de réduction des singularités non-réduites.
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I.1.2 Réduction des singularités d’un feuilletage.

Dans l’optique de la réduction des singularités non-réduites, la notion de singularité réduite
relativement à un germe de courbe spécifie celle de singularité réduite. Elle aboutit à une
réduction des singularités plus fine que celle associée à la simple notion de singularité réduite.

Définition I.1.1. Soit F un germe de feuilletage et S un germe de courbe. Le couple (F , S) est
dit réduit lorsque l’une des conditions suivantes est vérifiée

1. F est réduit et singulier et S est invariant.

2. F est régulier, S est non-invariant et toutes les feuilles de F sont transverses à S.

Pour énoncer la réduction des singularités, nous appelons ici processus d’éclatements au-dessus
de 0 ∈ C2 la donnée d’un diagramme commutatif

Mh Eh

→ · · · → Mj Ej

→ Mj−1 → · · ·
E1

→ M0 = C2
⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Σh → · · · → Σj → Σj−1 → · · · → Σ0 = {0}⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Sh → · · · → Sj → Sj−1 → · · · → S0 = {0}

où Mj est une variété analytique complexe lisse de dimension 2 ; Σj, appelé ensemble des
singularités, est un ensemble fini de points contenu dans la courbe

Dj := (E1 ◦ · · · ◦Ej)−1(S0)

appelée jieme diviseur exceptionnel de l’éclatement ; Ej+1 est l’éclatement standard de centre
Sj , appelé jieme centre d’éclatement. L’application composée Eh := E1 ◦ · · · ◦ Eh est appelée
morphisme total du processus. On note Comp(Dj) l’ensemble des composantes irréductibles de
Dj. L’entier h est appelé hauteur du processus d’éclatements et le triplet

(
Mh,Dh,Σh

)
l’arbre

cime du processus d’éclatements. Le triplet
(
M0,D0,Σ0

)
est le socle du processus d’éclatement.

Étant donné un germe de feuilletage F , le théorème de Seidenberg est l’énoncé suivant

Théorème I.1.1 ([38][29]). Il existe un processus d’éclatements de hauteur h tel que

1. pour tout j = 0, . . . , h, le centre Sj est l’ensemble des singularités non-réduites de E j∗F
relativement au diviseur Dj,

2. pour tout j = 0, . . . , h, le centre Σj est l’ensemble des singularités du feuilletage E j∗F ,

3. Sh = ∅.

La condition (2) de la définition (I.1.1) évite la situation d’un feuilletage localement régulier
dont une feuille serait tangente au diviseur. Lorsque le processus d’éclatements considéré est
le processus minimal parmi ceux qui vérifient les propriétés du théorème (I.1.1), on parle du
processus de réduction de F et l’arbre

(
Mh,Dh,Σh

)
est appelé arbre de réduction de F . Cet

arbre est unique ainsi que son morphisme total à permutation près de l’ordre de certaines
applications d’éclatements intermédiaires.
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Une séparatrice est une composante irréductible de l’adhérence d’une courbe invariante du
feuilletage régulier induit par F en dehors de la singularité dont l’adhérence est une courbe
analytique. L’existence d’un processus de réduction est à l’origine de la démonstration du
théorème classique :

Théorème I.1.2 ([4]). Tout germe de feuilletage holomorphe singulier admet au moins une
séparatrice.

Comme toute séparatrice se relève dans l’arbre de réduction en une courbe transverse au divi-
seur devenant ainsi une séparatrice lisse d’une singularité réduite, le processus de réduction du
feuilletage désinguralise les singularités des séparatrices. La stratégie adoptée pour la preuve
de (I.1.2) consiste, par un argument combinatoire, à montrer l’existence d’une singularité
réduite pour le feuilletage réduit admettant une séparatrice transverse au diviseur de l’arbre de
réduction. Cette courbe descend alors à l’origine en un germe de courbe analytique constituant
une séparatrice.
Lorsque le diviseur de l’arbre de réduction n’est pas une courbe invariante, le feuilletage est dit
dicritique et non-dicritique dans le cas contraire. Cette alternative correspond à la présence ou
non d’un nombre infini de séparatrices. L’hypothèse de dicriticité est source d’obstructions à la
majeure partie des résultats présentés dans cette thèse ; cependant, nous essaierons d’analyser
cette difficulté sur l’exemple d’un feuilletage admettant une intégrale première méromorphe
(VI.5.1).

Si le feuilletage réduit sur l’arbre de réduction ne présente aucune singularité selle-nœud, il est
dit de type courbe généralisée. On ne demande pas que le feuilletage soit non-dicritique. Les
feuilletages de type courbe généralisée admettent un processus de réduction qu’il est aisé de
décrire :

Théorème I.1.3 ([2]). Les processus de réduction d’un germe de feuilletage de type courbe
généralisée et de ses séparatrices sont égaux.

Ce résultat explique la terminologie courbe généralisée.
Pour décrire la topologie de l’arbre de réduction, on définit un invariant combinatoire contrôlant
le type topologique du processus de réduction : ainsi, en utilisant les notations du (I.1.1), l’arbre
dual A∗(F) du feuilletage F est défini par la donnée d’un graphe pondéré fléché dont l’ensemble
des sommets est l’ensemble Comp(Dh) ; les sommets D et D′ sont reliés par une arête si et
seulement si D · D′ = 1 ; les sommets sont pondérés par l’auto-intersection D · D ; à chaque
sommet D correspondant à une composante non-dicritique du feuilletage E ∗hF sont attachées
autant de flèches que de transformées strictes de séparatrices transverses à D.

I.1.3 Marquage de feuilletage.

La notion d’arbre marqué a été introduite dans [37] pour comparer les invariants semi-locaux
des germes de feuilletages qui possèdent des arbres de réduction similaires.
Soit F0 et F deux germes de feuilletages dont les arbres cimes des processus de réduction sont
respectivement notés (M0,D0,Σ0) et (M,D,Σ). Une indexation de F0 par F est la donnée de
deux bijections

σ : Σ0
∼
−→ Σ et κ : Comp(D0)

∼
−→ Comp(D)
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telles que pour toute composante irréductible D de D0, on ait

σ(D ∩ Σh
0) = κ(D) ∩ Σ.

Un système complet de lacets de (M,D,Σ) est la donnée d’une collection

Γ = {γs,D}(s,D)∈Σ×̌D , Σ×̌D =
{

(s,D)
∣∣ s ∈ D

}
⊂ Σ × Comp(D)

où γs,D est un lacet à image compacte dans D\Σ tel que, pour toute composante D, les lacets
γs,D ont même origine et engendrent le groupe fondamental de D privé des points de Σ∩D. Le
groupe Homéo+(D,Σ) des homéomorphismes préservant l’orientation, préservant D et laissant
fixe chaque point de Σ agit sur l’ensemble des systèmes complets de lacets. On dit que deux
systèmes complets de lacets Γ et Λ sont isotopes, s’il existe un chemin continu t 7→ ht, t ∈ [0, 1]
dans Homéo+(D,Σ) tel que h0 soit l’identité et Λ = h∗1Γ.

Définition I.1.2. On appelle marquage de F par F0 la donnée d’un triplet (σ, κ,Γ) constitué
d’une indexation (σ, κ) de F0 par F et d’une classe d’isotopie Γ de système complet de lacets
pour chaque composante du diviseur D telle que κ respecte les intersections des composantes :

κ(D) · κ(D′) = D ·D′, D,D′ ∈ Comp(D).

Si le feuilletage F est marqué par F0, les processus de réduction de ces deux feuilletages ont
même type topologique. La notion de marquage permet en somme de numéroter les séparatrices
et les points singuliers d’un feuilletage et d’éviter ainsi les symétries exceptionnelles du feuille-
tage. Par exemple, le feuilletage donné par la 1-forme exacte d(x2 − y3)(x3 − y2) admet un
automorphisme s’écrivant

(x, y) 7→ (y, x)

qui permute les deux composantes irréductibles des séparatrices. Il ne peut donc respecter
aucun marquage. Tandis que les automorphismes de la forme

(x, y) 7→ (αx, βy), α3 = β2, β3 = α2

laissent invariant le feuilletage et chaque séparatrice et respectent tout marquage.

I.2 Holonomie projective et pseudo-groupe d’holonomie.

Soit F un germe de feuilletage réduit singulier en 0 ∈ C2 tel que, dans des coordonnées
adaptées (x, y) la courbe {x = 0} est une séparatrice. Les fibres de la projection

(x, y) 7→ (0, y), y 6= 0

sont transverses au feuilletage. Traçons sur (x = 0) un lacet γ d’origine (0, ε) tournant une fois
autour de la singularité. Soit i : (C, 0) ↪→ T un germe de paramétrisation de la transversale
T = {y = ε}. Pour tout x ∈ C assez petit, le lacet γ admet un relèvement dans la feuille passant
par (i(x), ε) qui respecte la fibration (x, y) 7→ (0, y). L’extrémité hγ(x) de ce relèvement définit
une application

x ∈ (C, 0) 7→ i−1(hγ(x)) ∈ (C, 0)
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γ
hγ

x

y

T

Fig. I.1 – Holonomie de γ calculée sur la transversale T

appelée holonomie du lacet γ. Cette application est un germe d’automorphisme de (C, 0) dont
la classe à conjugaison intérieure près ne dépend ni de la transversale T ni du chemin γ dans
sa classe d’homotopie.
La réduction E d’un feuilletage F permet de faire la construction suivante : sur chaque com-
posante D du diviseur exceptionnel invariante par F , on peut comme ci-dessus calculer sur
une courbe transverse au diviseur en un point de D\Sing(E∗F) l’holonomie de tout lacet tracé
dans D privé des points singuliers de F . On obtient ainsi un morphisme de groupe

Π1(D\Σ, a) −→ Diff(C, 0).

La classe analytique de cette représentation est appelée représentation d’holonomie projective.

La famille des représentations d’holonomie projective
(

Π1(D\Σ, x) −→ Diff(C, 0)
)
D∈Comp(D)

se trouve être contenue dans un objet plus complexe : le pseudo-groupe d’holonomie. Ce pseudo-
groupe est engendré par tous les automorphismes locaux qui agissent dans la feuille locale.
Précisément, si les feuilles sont localement les fibres d’une submersion s’écrivant (x, y) 7→ y,
alors la fibre du pseudo-groupe d’holonomie est l’ensemble des automorphismes de la forme

(x, y) 7→ (φ(x, y), y) .

Dans [20], F. Loray explique comment ce pseudo-groupe contient toutes les représentations
d’holonomies et la façon dont celles-ci se recollent le long des coins par les applications de Dulac
des singularités réduites. Ces applications sont multiformes. Par exemple, pour une singularité
linéaire s’écrivant en coordonnée

λxdy + µydx,
λ

µ
6∈ R<0

l’application de Dulac D s’écrit

D : {(1, u)||u| < ε} 7→ (u
λ
µ , 1).
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Celle-ci fait correspondre à un point de la transverse {x = 1} un point de la transverse {y = 1}
dans la même feuille. En général, on peut trouver une description exhaustive des pseudo-groupes
d’holonomie et des applications de Dulac des singularités réduites dans [22].
Pour définir l’équivalence de pseudo-groupes d’holonomie, on décrit un système de générateurs
de ces pseudo-groupes lorsque l’on considère leur trace sur une transversale complète T : une
transversale complète est la donnée d’une famille de germes de courbes transverses au feuilletage
tel que toute feuille rencontre au moins l’une de ces courbes. Pour constituer une famille
complète, il suffit donc de se donner :

– un germe de courbe lisse TD transverse au feuillatage pour chaque composante irréductible
D invariante par le feuilletage ;

– la famille des composantes irréductibles du diviseur qui sont transverses au feuilletage ;
– des tranversales supplémentaires nécessaires à la complétude dûes à la présence de sin-

gularités réduites de type nœud et selle-nœud qui disconnectent le feuilletage.
Suivant [22], le pseudo-groupe d’holonomie est engendré sur la transversale T par :

– les générateurs de l’holonomie projective représentés sur les tranversales TD ;
– les applications de Dulac pour chaque point singulier du diviseur intersection de deux

composantes invariantes par le feuilletage ;
– les plongements d’identifications ψD,D′ : TD → D′ pour chaque intersection entre une

composante invariante D et composante transverse D ′ ;
– les générateurs des pseudo-groupes d’holonomie de chaque singularité réduite du feuille-

tage.
Soit F et F ′ deux germes de feuilletages singuliers marqués par F0.

Définition I.2.1. Nous disons que les pseudo-groupes d’holonomie de F et F ′ sont équivalents
lorsqu’il existe une transversale complète T pour F , une transversale complète T ′ pour F ′ et
un biholomorphisme H : T → T ′ tels que H conjugue les générateurs des pseudo-groupes tels
que décrits ci-dessus.

L’équivalence des pseudo-groupes d’holonomie correspond intuitivement à l’équivalence analy-
tique des espaces de feuilles.
Le pseudo-groupe d’holonomie est un objet difficile à appréhender ; aussi définit-on un pseudo-
groupe plus accessible ne retenant que l’information transverse du pseudo-groupe d’holonomie :
on considère un système de submersions {Hi : Ui → Vi ⊂ C}i∈I définissant localement le feuille-
tage où {Ui}i∈I est un recouvrement de la partie régulière du feuilletage. La réunion disjointe
T =

∐
i∈I Vi est le support du pseudo-groupe engendré par les applications de transitions,

c’est-à-dire les applications ψij telles que sur Ui ∩ Uj , l’égalité suivante soit vérifiée

ψij ◦Hi = Hj.

Ce pseudo-groupe est appelé pseudo-groupe transverse du feuilletage.
Un résultat dû à A.L. Neto couplé aux travaux de J.-C Yoccoz et R. Pérez-Marco [35] assure
qu’il est possible de réaliser la donnée a priori de « tout pseudo-groupe transverse » par un
feuilletage de C2. Son énoncé étant assez conséquent, nous en donnons ici une version concise
et donc nécéssairement incomplète. Nous renvoyons à [19] ou à [22] pour toute précision :

Théorème I.2.1 (A.L.Neto [19]). Il existe un feuilletage holomorphe de C2 à arbre dual de
réduction, à composantes dicritiques et à pseudo-groupe transverse prescrits.
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I.3 Déformation isoholonomique.

La notion de déformation isoholonomique est centrale dans cette thèse. Elle permet de
déformer un feuilletage sans toucher aux invariants basiques que sont la réduction et le pseudo-
groupe d’holonomie. L’interprétation cohomologique des déformations isoholonomiques exa-
minée dans [27] est présentée ici. Elle contourne la difficulté liée à l’absence de méthode
constructive produisant des déformations isoholonomiques non-triviales.

I.3.1 Définitions.

Soit K un compact de Cp. Nous appelons ici déformation intégrable de base K la donnée d’un
germe de feuilletage FK de codimension 1 dans (C2+p, {0} × K) le long de {0} × K de lieu
singulier {0} ×K tel que les feuilles de FK soient transverses aux fibres de π

π : (C2+p, {0} ×K) → (Cp,K), π(x, t) = t.

De façon équivalente, c’est la donnée d’un germe de 1-forme holomorphe au voisinage de {0}×K

Ω(x, y, t) = a(x, y, t)dx + b(x, y, t)dy +

p∑

i=1

c(x, y, t)dti

où (x, y) ∈ C2, t = (t1, . . . , tp) telle que

1. a, b et c1, . . . , cp sont des germes de fonctions holomorphes aux voisinages de {0} ×K,

2. Ω est intégrable, i.e. Ω ∧ dΩ ≡ 0

3. {a = 0, b = 0, c1 = 0, . . . , cp = 0} = {0} ×K,

4. (c1, . . . , cp) est un sous-idéal de
√

(a, b).

Cette dernière condition correspond à la transversalité des feuilles et des fibres.
Deux déformations intégrables FK et F ′K de base K sont dites conjuguées lorsqu’il existe un
germe d’automorphisme Φ de (C2+p, {0} ×K) vérifiant

Φ∗FK = F ′K et πΦ = π.

On notera, de manière abrégée,
FK ' F ′K .

Le feuilletage produit F × (Cp,K) au voisinage de {0}×K où F est un feuilletage au voisinage
de 0 dans C2 est appelé déformation triviale de base K de F . Une déformation est dite ho-
lomorphiquement (resp. Ck) triviale si elle est holomorphiquement (resp. Ck) conjuguée à une
déformation triviale.

L’équiréductibilité d’une déformation intégrable correspond à l’existence d’une réduction des
singularités en famille pour les feuilletages F|π−1(t), t ∈ K ; précisément, on adopte la définition
suivante :

Définition I.3.1. La déformation FK est dite équisingulière s’il existe une suite d’éclatements
EiK : Mi

K → Mi−1
K telle que
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1. le morphisme Ei
K est un éclatement de centre C i−1

K ⊂ Mi−1
K lisse et de codimension 2 .

2. Notons Ei,K := E1
K ◦ . . . ◦ Ei

K, Di
K := E−1

i,K(K) et πi := π ◦ Ei,K. Le lieu singulier du
feuilletage E∗i,K(FK) est lisse et étale au-dessus de K via πi, c’est-à-dire πi induit un
isomorphisme entre chaque composante connexe de Sing(E∗i,K(FK)) et K,

Sing(E∗i,K(FK))
πi
' K ×H0(Sing(E∗i,K(FK))).

3. Les feuilletages E∗i,KFK sont transverses aux fibres de πi en tout point régulier.

4. Pour tout t ∈ K, la succession d’éclatements obtenue par restriction de chaque Ei,K aux
fibres de πi et πi−1 est exactement la succession d’éclatements du processus de réduction
du feuilletage fibre i∗tFK où it désigne le plongement it(x) = (x, t), x ∈ C2.

Deux feuilletages F et F ′ sont reliés par déformations intégrables équisingulières lorsqu’il existe
une famille finie de déformations intégrables équisingulières F i, 1 ≤ i ≤ N de base D telle que

1. F1|−1∈D
' F et FN |1∈D

' F ′,

2. pour tout 1 ≤ i ≤ N − 1, F i|1∈D
' F i+1|−1∈D

.

I.3.2 Cohomologie et isoholonomie des déformations intégrables équisingulières.

Comme déjà évoqué, en dehors de certains cas particuliers, il n’existe pas de méthode
constructive systématique pour obtenir une déformation intégrable équisingulière d’une 1-forme
qui ne soit pas analytiquement triviale. Par exemple, étant donnée une 1-forme ω holomorphe
à l’origine de C2, on ne sait pas décrire l’espace des germes de fonctions c telles qu’il existe une
déformation intégrable équisingulière s’écrivant

Ω = ω + cdt + · · · .

Cet inconvénient nous amène à décrire nos déformations par un moyen détourné : la cohomolo-
gie. Le cas du compact K = {0} ∈ Cp correspondant aux germes de déploiements équisinguliers
a été étudié dans [27]. Soit GF le faisceau en groupes de base D dont la fibre est le groupe des
germes d’automorphismes de M× (Cp, 0) vérifiant :

1. φ|D×{0} = IdD×{0},

2. φ est un germe d’automorphisme local de la déformation triviale de F × (Cp, 0) qui laisse
invariante chaque feuille locale.

Théorème I.3.1 (J.F.Mattei[27]).

1. Tout germe de déformation intégrable équisingulière d’un germe de feuilletage réduit est
holomorphiquement trivial.

2. Tout germe de déformation intégrable équisingulière d’un germe de feuilletage est C∞

trivial.

3. L’espace des modules de germes de déformations intégrables équisingulières de base (Cp, 0)
du feuilletage F est en bijection avec H1(D,GF ).
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Comme les sections du faisceau GF laissent invariante la feuille locale, la famille de feuilletages
i∗tFK admet des pseudo-groupes transverses et pseudo-groupes d’holonomies équivalents. Pour
une classe générique de germes de feuilletages singuliers, cette propriété semble caractériser ces
déformations. Pour cette raison, nous adoptons le vocabulaire suivant :

Définition I.3.2. Nous appelons déformation isoholonomique toute déformation intégrable
et équisingulière de germe de feuilletage.

Cette définition est pertinente dans la mesure où, pour un feuilletage générique, toute déformation
isoholonomique au sens usuel et équisingulière doit être intégrable.
L’interprétation cohomologique pour les déformations isoholonomiques à espace de paramètres
compacts persiste dès lors que l’on considère des déformations qui laissent invariante la classe
analytique du diviseur, autrement dit qui ne touchent pas à la position des singularités. Soit
GF×K le faisceau en groupes de base D ×K dont la fibre est le groupe des germes d’automor-
phismes de M× (Cp,K) vérifiant :

1. φ|D×K = IdD×K ,

2. φ est un germe d’automorphisme local de la déformation triviale de F×(Cp,K) qui laisse
invariante chaque feuille.

En calquant les arguments de la preuve de I.3.1, on montre le résultat suivant :

Théorème I.3.2. L’espace des modules de déformations isoholonomiques de base K à diviseur
constant du feuilletage F est en bijection avec H 1(D ×K,GF×K)

En dehors de ces deux cas, l’interprétation cohomologique n’est pas cohérente. Néanmoins, de
façon générale, une variété M feuilletée par un feuilletage F au voisinage d’une sous-variété D
donne naissance à trois faisceaux en groupes de base D : le faisceau AutD(M) des germes d’au-
tomorphismes locaux de M qui sont l’identité en restriction au sous-espace D, AutD(F) le sous-
faisceau des automorphismes préservant le feuilletage et FixD(F) le sous-faisceau des automor-
phismes préservant chaque feuille locale. Un 1-cocycle (φss′) appartenant à Z1(Us,AutD(M))
définit une variété modelée sur M au voisinage de D par recollement

D′ ⊂ M′ =
∐

Us
/
φss′

.

Si le cocycle est cohomologue à un cocycle de FixD(F) alors M′ admet un feuilletage fibre d’une
déformation isoholonomique de F . Cette remarque est à l’origine de la construction présentée
dans les chapitres suivants.

I.3.3 Marquage d’une déformation isoholonomique.

Par trivialité C∞, le marquage d’un feuilletage fibre d’une déformation isoholonomique
induit un marquage de tous les feuilletages fibres de cette déformation. Aussi, est-il cohérent
de définir le marquage d’une déformation isoholonomique comme le marquage d’un de ces
feuilletages fibres.
L’intérêt de la notion de déformation isoholonomique marquée est illustré par l’exemple suivant :
considérons un feuilletage de type courbe généralisée F dont les séparatrices admettent pour
équation

(x2 − y3)(x3 − y2) = 0.
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D

3 x − y =02 
x − y =03 2 

D’

Fig. I.2 – Arbre de réduction du double-cusp.

Le marquage permet de formaliser la question intuitive suivante : existe-t-il une déformation qui
échange les deux composantes irréductibles des séparatrices ? Dans le formalisme du marquage,
ce problème s’énonce ainsi : soit F1 le feuilletage F marqué trivialement par lui-même et F2 le
feuilletage F où le marquage permute les séparatrices ; F1 et F2 sont-ils les feuilletages fibres
d’une déformation isoholonomique marquée ? Lorsque F est le feuilletage admettant l’intégrale
première holomorphe

(x2 − y3)(x3 − y2)

la réponse est définitivement positive, la déformation étant réalisée par une isotopie reliant
les applications identité et (x, y) 7→ (y, x) dans Diff(C2, 0). Pour un feuilletage de type courbe
généralisée quelconque, cette construction est visiblement impossible dès que les représentations
d’holonomie au-dessus des composantes D et D ′ de la figure (I.2) ne sont pas conjuguées, ce
qui est génériquement le cas.
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Chapitre II

Les catégories Coln(M, Z,U).

L’objectif de cette partie est de décrire une famille de sous-catégories de la catégorie des
arbres marqués (II.1) construites à partir d’un principe de collage puis de démontrer un certain
nombre de règles de calcul au sein de ces sous-catégories (II.3.4).

II.1 La catégorie des arbres marqués.

Nous appelons arbre un triplet (M,D,Σ) où M est un germe de variété holomorphe de di-
mension deux voisinage tubulaire d’une hypersurface fermée D à croisements normaux tel que
chaque composante irréductible de D soit biholomorphe à P1 ; Σ est un sous-ensemble fini
de D contenant le lieu singulier de D. L’ensemble Comp(D) désigne toujours l’ensemble des
composantes irréductibles de D. On appelle matrice d’intersection de l’arbre la matrice

[M] =
[
D ·D′

]
D,D′∈Comp(D)

où D · D′ désigne la multiplicité d’intersection des composantes D et D ′. Cette matrice ca-
ractérise le type topologique de l’inclusion [12]

D ⊂ M.

En particulier, chaque coefficient diagonal est la classe de Chern d’une composante irréductible
D qui est le seul invariant topologique et même holomorphe du plongement D ⊂ M.

Soit (Mh
0 ,D

h
0 ,Σ

h
0) l’arbre cime d’un processus d’éclatements. Une indexation de (M,D,Σ) par

(Mh
0 ,D

h
0 ,Σ

h
0) est la donnée de deux bijections

σ : Σh
0
∼
−→ Σ, κ : Comp(Dh

0 )
∼
−→ Comp(D)

telles que pour toute composante irréductible D de Dh
0 , la relation de compatibilité suivante

est satisfaite

σ(D ∩ Σh
0) = κ(D) ∩ Σ.

31
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Définition II.1.1. Un marquage de (M,D,Σ) par (Mh
0 ,D

h
0 ,Σ

h
0) est une indexation (σ, κ) de

(M,D,Σ) par (Mh
0 ,D

h
0 ,Σ

h
0) telle que κ conjugue les matrices d’intersection des arbres :

[
κ(D) · κ(D′)

]
D,D′∈Comp(Dh

0 )
=
[
Mh

0

]

En particulier, l’arbre cime du processus de réduction d’un feuilletage marqué hérite natu-
rellement d’un marquage : il suffit d’oublier la donnée du système complet de lacets dans le
marquage du feuilletage.
On dit que deux arbres (M,D,Σ) et (N , E ,∆) de marquages respectifs (σ, κ) et (ρ, θ) sont
conjugués s’il existe un germe H de biholomorphisme défini au voisinage de D vérifiant :

1. H(D) = E H(Σ) = ∆

2. H∗σ = ρ H∗κ = θ

La condition (2) traduit la compatibilité de la conjugaison aux marquages. La notation

A

(
Mh

0 ,D
h
0 ,Σ

h
0

)

désigne la catégorie des arbres marqués par
(
Mh

0 ,D
h
0 ,Σ

h
0

)
dont les flèches sont les conjugaisons

d’arbres compatibles aux marquages.
Tout arbre marqué par l’arbre cime d’un processus d’éclatements est en fait lui-même l’arbre
cime d’un processus d’éclatements. Précisément, on dispose de la proposition suivante :

Proposition II.1.1. Soit (M,D,Σ) un arbre marqué par la cime d’un processus d’éclatements
(Mh

0 ,D
h
0 ,Σ

h
0) de marquage (σ, κ). Alors il existe un processus d’éclatements

N h Eh

→ . . . N j Ej

→ . . .
E1

→ N 0
⋃ ⋃ ⋃

∆h → . . . ∆j → . . . → ∆0
⋃ ⋃ ⋃

Ch → . . . Cj → . . . → C0

et un diagramme commutatif

M = Mh Fh

→ . . . Mj F j

→ . . .
F 1

→ M0
⋃ ⋃ ⋃

Σ = Σh → . . . Σj → . . . → Σ0
⋃ ⋃ ⋃

Sh → . . . Sj → . . . → S0

tels que pour tout j = 1, . . . , h, le triplet (Mj ,Dj ,Σj) est un arbre marqué conjugué à l’arbre
(N j , Ej ,∆j) muni d’un marquage ad hoc.

Démonstration: La démonstration est une récurrence sur la hauteur h de l’arbre. Supposons
h = 1. La variété M est alors le voisinage d’un diviseur D plongé biholomorphe à P1 avec
D2 = −1. D’après le théorème de Grauert [3], le germe M est, au voisinage de D, biholomorphe
à la variété N 1 obtenue par éclatement standard de l’origine dans un voisinage de C2. Notons
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Θ un biholomorphisme entre M et N 1, Σ1 = Θ(Σ) et (σ1, κ1) = (Θ∗σ,Θ∗κ). L’arbre marqué
(N 1,D1,Σ1) de marquage (σ1, κ1) est alors conjugué à (M,D,Σ).
Supposons h > 1. Soit {Di}i=1...m la famille des composantes de D telles que D2

i = −1.
Comme pour l’initialisation, le théorème de Grauert assure que M est biholomorphe à la
variété obtenue par l’éclatement simultané d’une famille de points {si}i=1...m sur un arbre
(M′,D′,Σ′) marqué par (Mh−1

0 ,Dh−1
0 ,Σh−1

0 ). D’après l’hypothèse de récurrence, il existe un
biholomorphisme Θ compatible aux marquages entre (M′,D′,Σ′) et la cime d’un processus
d’éclatements (N h−1,Dh−1,Σh−1). L’arbre cime du processus d’éclatements obtenu au-dessus
de N h−1 en éclatant simultanément les points {Θ(si)}i=1...m est un arbre marqué conjugué à
(M,D,Σ).

�

La proposition (II.1.1) permet de prolonger naturellement à la catégorie des arbres marqués la
plupart des invariants basiques associés à un processus d’éclatements. On peut, par exemple,
parler de la hauteur d’un arbre marqué. Nous allons utiliser cette remarque pour définir la
multiplicité d’une composante irréductible du diviseur d’un arbre.
On note O le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur Mh

0 . Soit iDh
0

l’inclusion du

diviseur Dh
0 dans son voisinage Mh

0 . Nous posons

OMh
0

= i−1
Dh

0
(O).

Le faisceau OMh
0

est obtenu par restriction du faisceau O au-dessus diviseur. Soit D une
composante irréductible du diviseur. Nous notons

ID ⊂ OMh
0

le sous-faisceau en idéaux des germes de fonctions nulles le long de la composante D. Considérons
le sous-faisceau M ⊂ OMh

0
image réciproque de l’idéal maximal en 0 ∈ C2 par le morphisme

total Eh. Le faisceau M est localement libre de rang 1 engendré par deux sections globales. De
plus, il admet une décomposition selon les puissances des faisceaux ID. Précisément, on dispose
d’une relation

M =
∏

D∈Comp(D)

I
ν(D)
D , ν(D) ∈ N∗.

L’entier ν(D) est appelé multiplicité de la composante D. Il est entièrement déterminé par la
matrice d’intersection de l’arbre. Si (M,D,Σ) est un arbre marqué par l’arbre

(
M0,D

h
0 ,Σ

h
0

)

et D une composante de D, la multiplicité de D sera alors naturellement définie comme la
multiplicité de la composante dans Dh

0 correspondante par l’indexation.

II.2 Les faisceaux GnZ, n ≥ 0.

Pour définir les sous-catégories de A (M0,D0,Σ0) qui nous intéressent, nous introduisons
une famille de faisceaux en groupes de base D dont l’intérêt sera illustré par la propriété clé
(II.2.1).
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Pour contourner une difficulté certes technique mais inhérente à la stratégie finale d’induction
(III.2.3), l’arbre est enrichi de la donnée d’une croix : soit (M,D,Σ) un arbre et (N h, Eh,∆h)
l’arbre cime d’un processus d’éclatements conjugué à (M,D,Σ) donné par la proposition
(II.1.1). Définissons l’application E par E := φ ◦ Eh où Eh est le morphisme total du pro-
cessus aboutissant à N h et φ une conjugaison entre N h et M.

Définition II.2.1 (Germe de croix). Un germe de croix sur M est la transformée stricte E ∗Z
d’un germe de courbe lisse Z = {Z1} ou d’une paire de germes de courbes lisses transverses
Z = {Z1, Z2} à l’origine de C2. Les points de E∗Z ∩ D sont appelés les points d’attache de la
croix.

Désormais, on fixe un arbre marqué (M,D,Σ) dans la catégorie A (M0,D0,Σ0)
et une croix Z sur cet arbre.

La croix se relève sur l’arbre en deux germes de courbes lisses en deux points distincts.
Tout système de coordonnées à l’origine de C2 induit une famille de systèmes de coordonnées
algébriques canoniques sur des ouverts ad hoc du diviseur le recouvrant entièrement. Le lemme
suivant est obtenu en utilisant ces systèmes algébriques de coordonnées associés à un système
de coordonnées qui redresse, à l’origine de C2, la croix sur les axes.

Lemme II.2.1. Les points d’attache de la croix sont des points réguliers sur des composantes
de multiplicité 1 de D. De plus, il existe des coordonnées dans M, (x1, y1) et (x2, y2) aux
voisinages respectifs des points d’attache de la croix telles que

– {y1 = 0} et {x2 = 0} sont des équations locales de la croix dans M ;
– l’application E s’écrit

E(x1, y1) = (x1, y1x
N1
1 ) et E(x2, y2) = (x2y

N2
2 , y2)

où N1 et N2 sont des entiers strictement positifs.

À plusieurs reprises, nous aurons besoin de décrire en coordonnées les objets que nous ma-
nipulons. A cet effet, nous parlerons ici de coordonnées locales adaptées (x, y) dans les cas
suivants :

– au voisinage d’un point régulier c du diviseur, {x = 0} est une équation locale de D et
x(c) = y(c) = 0 ;

– au voisinage d’un point singulier s de D, {xy = 0} est une équation locale de D et x(s) =
y(s) = 0 ;

– au voisinage d’un point d’attache z de la croix, {x = 0} est une équation locale de D et
{y = 0} une équation locale de Z.

Considérons Aut(M, Z) le faisceau en groupes de base D des germes Φ d’automorphimes de
M définis au voisinage de D et qui vérifient

Φ|D = Id et Φ|Z = Id.
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Examinons l’écriture des sections de Aut(M, Z). Au voisinage d’un point régulier c de D ∪ Z
et dans un système de coordonnées locales adaptées (x, y) , la fibre Aut(M, Z)c est l’ensemble
des germes d’automorphismes de la forme

(x, y) 7→ (x(α +A), y + xB) ,

où A et B appartiennent à C{x, y}, A(0, 0) = 0 et α ∈ C∗.

En un point singulier s de D∪Z et dans un système de coordonnées adaptées (x, y), l’expression
des éléments de Aut(M, Z)s est

(x, y) 7→ (x(1 + yA), y(1 + xB))

où A et B appartiennent à C{x, y}.

Au cours de ce travail, nous serons naturellement amenés à considérer les voisinages infi-
nitésimaux du diviseur dans son arbre. Pour prendre en compte la présence de la croix, nous
considérons la filtration {Mn

Z}n≥1 du faisceau OM définie par

Mn
Z := IZ · Mn, n ≥ 1,

où IZ désigne le sous-faisceau de OM des fonctions nulles le long de Z. Nous notons de même
I et IZ les sous-faisceaux de OM définis par

I :=
∏

D∈Comp(D)

ID,

IZ := IZ · I.

Considérons le diagramme d’éclatements aboutissant à M donné par la proposition (II.1.1)

M = Mh Eh

→ . . .Mj E
j

→ . . .
E1

→ M0.

Définition II.2.2 (Arbres infinitésimaux munis d’une croix). Nous appellons j ieme arbre infi-
nitésimal d’ordre n ≥ 1, l’espace analytique suivant

Mj [n],Z
:=
(
Dj ,OMj /Mn

Z

)
, 1 ≤ j ≤ h.

Le voisinage d’ordre 0 est l’espace analytique

Mj [0],Z :=
(
Dj,OMj /IZ

)
.

Nous considèrons aussi les espaces annelés suivants :

Mjn,Z :=
(
Dj, IZ /IZMn

Z

)
et

Mj0,Z :=
(
Dj, IZ

/
I2
Z

)
.
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Les applications du diagramme de la proposition (II.1.1) se factorisent en morphimes d’espaces
analytiques et l’on obtient le diagramme commutatif suivant :

Mh[n],Z Eh

→ . . .
Ej+1

→ Mj [n],Z Ej

→ . . .
E1

→ M0[n],Z

⋃ ⋃ ⋃

Σh → . . . → Σj → . . . → Σ0
⋃ ⋃ ⋃

Sh → . . . → Sj → . . . → S0

.

Par ailleurs, la suite de plongements canoniques

. . .M[p],Z ↪→ M[p−1],Z ↪→ . . . ↪→ M[1],Z ↪→ M[0],Z ↪→ M

induit une filtration naturelle du faisceau Aut(M, Z) :

Définition II.2.3. On note Autn(M, Z) le sous-faisceau de Aut(M, Z) des germes d’automor-
phismes qui cöıncident avec l’identité en restriction au voisinage infinitésimal d’ordre n.

Maintenant, la suite d’inclusions distinguées

. . . / Autp(M, Z) /Autp−1(M, Z) / . . . / Aut0(M, Z) / Aut(M, Z)

suggère qu’il est possible de définir, comme en une variable, une application partie principale
pour la filtration

{Autn(M, Z)}n≥0 .

Pour cela, nous allons examiner l’écriture en coordonnées des germes de sections de Autn(M, Z).
En un point régulier c du diviseur : soit p la multiplicité de la composante contenant c.
Dans un système (x, y) adaptées, les éléments de Autn(M, Z)c s’écrivent

φ(x, y) = (x+ xpnA, y + xpnB)

où A et B appartiennent à C{x, y}. Nous définissons alors l’application dont l’écriture est

φ ∈ Autn(M, Z)c
Jn7−→ xpn−1A(x, y) ∈ (OM[n],Z )c .

On vérifie que cette application est un morphisme de groupes qui ne dépend pas des coordonnées
choisies.
En un point singulier s de D : on note p et q les multiplicités des composantes locales. Les
éléments de Autn(M, Z)s s’écrivent

φ(x, y) = (x+ xpnyqnA, y + xpnyqnB) .

Nous définissons, de même, un morphisme intrinsèque de groupes par

φ ∈ Autn(M, Z)s
Jn7−→ xpn−1yqn−1 (yA(x, y) + xB(x, y)) ∈ (OM[n],Z )s .

En un point d’attache z de Z : l’écriture des éléments de Autn(M, Z)z est

φ(x, y) = (x+ xpnyA, y + xpnyB)
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et le morphisme est défini par

φ ∈ Autn(M, Z)z
Jn7−→ xpn−1 (yA(x, y) + xB(x, y)) ∈ (OM[n],Z )z .

La description locale des sections de Autn(M, Z) met ainsi en évidence un morphisme de

faisceaux en groupes Autn(M, Z)
Jn−→ OM[n],Z . On dispose, de même, d’un morphisme de

faisceaux en groupes

Aut0(M, Z)
J0−→ OM[0],Z .

Définition II.2.4. On note GnZ le sous-faisceau en groupes de Autn(M, Z) noyau du morphisme
de faisceaux Jn.

Visiblement au voisinage d’un point singulier de D dont les composantes locales sont de mul-
tiplicité p et q, les germes de sections de GnZ , n ≥ 1 sont de la forme

(x, y) 7−→
(
x+ xpn+1yqnA, y + xpnyqn+1B

)

et pour le faisceau G0
Z , de la forme

(x, y) 7−→
(
x + x2yA, y + xy2B

)
.

En outre, l’action des sections de Aut(M, Z) sur les voisinages infinitésimaux induit une ca-
ractérisation intrinsèque des germes de sections du faisceau GnZ :

Lemme II.2.2. Soit φ un germe de section de Aut(M, Z). Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1. φ est une section de GnZ .

2. φ est l’identité en restriction à l’espace analytique M[n],Z et à l’espace annelé Mn,Z.

Démonstration: Nous effectuons la démonstration pour le cas d’un point singulier du diviseur ;
dans les autres cas, la preuve est sensiblement similaire. Soit donc s un point singulier de D et p
et q les multiplicités des composantes locales de D. Soit φ vérifiant (2). Comme φ est l’identité
en restriction à l’espace M[n],Z , il admet en coordonnées adaptées l’écriture

(x, y) 7→ (x+ xpnyqnA, y + xpnyqnB).

En évaluant le co-morphisme de Mn,Z induit par φ sur la fonction xy, il vient

(x+ xpnyqnA)(y + xpnyqnB) ≡ xy [IZMn
Z ]

d’où l’on tire que xy divise yA + xB. Ainsi x et y divisent respectivement A et B. Le germe

d’automorphisme (x, y) → (x + xpn+1yqn
A

x
, y + xpnyqn+1B

y
) est une section de GnZ .

�



38 II. Les catégories Coln(M, Z,U).

De manière générale, si X est un champ de vecteurs holomorphe singulier en 0 ∈ C2 alors le
flot de X est défini au voisinage de 0 pour n’importe quel temps pourvu que l’on réduise le
domaine de définition ; en particulier, X induit un semi-groupe

t ∈ C 7−→ e(t)X ∈ Diff(C2, 0).

Cette remarque triviale rend cohérent l’énoncé de la propriété qui suit. Celle-ci illustre a poste-
riori la pertinence des faisceaux GZn ; ces faisceaux sont les groupes de Lie associés à certaines
algèbres de Lie naturelles dans notre contexte :

Propriété II.2.1 (Propriété clé). Soit X un germe de champ de vecteur tangent au diviseur
et à la croix et f un germe de section de Mn

Z . Alors le flot du champ fX au temps 1 est un
germe de section de GnZ.

Démonstration: À nouveau, nous ne présentons la preuve que pour un point singulier du diviseur.
La propriété se lit sur une écriture du flot en coordonnées adaptées (x, y). Étant donné le germe
de champ Y = fX, on note Y (k) la puissance k-ième de Y en tant qu’opérateur différentiel sur
l’anneau O2

2 :

Y.(g, h) = (LY g, LY h).

Pour x et y assez petits et t ∈ [0, 1], le flot à l’instant t de Y se développe en

e(t)Y =

∞∑

k=0

tk

k!
Y (k)(x, y).

Or, une récurrence sur l’entier k montre que pour tout k, il existe Ak et Bk des sections de
Mn+k

Z telles que Y (k)(x, y) = (xAk(x, y), yBk(x, y)). Ainsi, au temps 1, le flot s’écrit

(x, y) 7−→ (x, y) + xpnyqn(xA, yB),

ce qui est l’expression d’un germe de section de GnZ .

�

II.3 Les collages d’arbres.

Equipés du faisceau Aut(M, Z), nous introduisons une opération dite de collage sur des
recouvrements de l’arbre M permettant la construction d’une classe très particulière d’arbres
marqués relative à l’arbre M. Les arbres de cette classe hériteront canoniquement d’une croix
et d’un marquage induits par ceux de M. En particulier, toute la classe partagera le même
arbre dual et la même classe analytique de diviseur pointé.
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II.3.1 Les recouvrements distingués.

Nous allons d’abord construire des systèmes remarquables de recouvrements ouverts du
diviseur d’un arbre dont les ouverts seront les briques du collage.

Soit un recouvrement de D s’écrivant U = {Ui}i∈I=I0∪I1
constitué de deux types d’ouverts :

– si i appartient à I0, Ui est la trace sur D d’un polydisque conforme contenant un unique
point singulier de D.

– si i appartient à I1, Ui est une composante irréductible de D privée des points singuliers
de D.

Définition II.3.1. Tout recouvrement de ce type est dit distingué lorsque

Ui ∩ Uj = ∅, pour i, j ∈ I0

Les recouvrements distingués sont visiblement constitués d’ouverts de Stein admettant des
systèmes fondamentaux de voisinages de Stein dans M (voir [39]). Dans la suite, un recou-
vrement noté U sera toujours supposé distingué. Pour un faisceau en groupes G, les notations
Z0 (U , G) et Z1 (U , G) désignent, de façon usuelle, l’ensemble des 0-cocycles et 1-cocycles au
sens de Cech pour le faisceau G et le recouvrement U . Considérons l’ensemble

I0×̌I1 = {(i, j) ∈ I0 × I1|Ui ∩ Uj 6= ∅}

et l’ensemble des 1-cocycles non-redondants défini par

Z̃1(U , G) :=
∏

(i,j)∈I0×̌I1

Z0 (Ui ∩ Uj , G) .

Comme les recouvrements distingués ne présentent pas d’intersection trois à trois, Z̃1(U , G) et
Z1
(
U , G

)
sont canoniquement isomorphes.

Si aucune confusion n’est possible, la notation Z 1 désigne désormais l’en-

semble des cocycles non-redondants.

II.3.2 Collage.

Muni d’un recouvrement distingué, nous sommes en mesure d’opérer un collage des ou-
verts de ce recouvrement selon un 1-cocycle du faisceau Aut(M, Z). Soit (φij) un 1-cocycle de
Z1 (U ,Aut(M, Z)). Nous posons

M[φij ] =
∐

i∈I0∪I1

Ui

/
(x ∼ φijx)

où Ui est un voisinage de Ui dans M tel que la composante φij du cocycle soit un automor-
phisme le long de Ui ∩ Uj. Cette construction est cohérente car, en restriction au diviseur, les
composantes du cocycle cöıncident avec l’identité. De plus, la variété obtenue est munie d’un
plongement

D ↪→ M[φij ] (II.1)
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dont nous notons l’image D[φij ]. C’est à nouveau la trivialité de l’action du cocycle le long
du diviseur qui permet de définir le plongement (II.1). La variété M[φij ] définit dés lors un
germe de variété au voisinage de D[φij ] qui est le seul objet qui nous intéresse ici. Nous le
notons encore M[φij ]. Les diviseurs D et D[φij] sont visiblement analytiquement conjugués. Le
faisceau structural de M[φij ] s’identifie au collage par le cocycle (φij) des faisceaux restrictions
du faisceau structural de M à chaque ouvert du recouvrement :

OM[φij ] '
∐

i∈I0∪I1

OM|Ui

/
(
f ∈ OM|Ui

∼ f ◦ φij ∈ OM|Uj

)
. (II.2)

Définition II.3.2. Le germe de variété M[φij ] au voisinage de D[φij ] est appelé collage de M
le long de U par le cocycle (φij).

Le collage d’un arbre marqué muni d’une croix est naturellement un arbre marqué muni d’une
croix : le marquage est l’image du marquage de M par l’injection (II.1) et la croix est obtenue
en considérant l’image de Z par l’application de passage au quotient pour la relation de collage.
On obtient ainsi, un arbre (M[φij ],D[φij ],Σ[φij ]) muni d’une croix Z[φij ] et d’un marquage
σ[φij ]. Enfin, l’image du recouvrement U par l’application de passage au quotient fournit un
recouvrement distingué du nouvel arbre noté U [φij ].

Nous allons enrichir le collage de la donnée de morphismes sur les voisinages infinitésimaux
généralisant l’injection (II.1). Supposons (φij) dans la classe GnZ . La description du faisceau
structural de M[φij ] (II.2) montre que l’on dispose de deux morphismes de faisceaux surjectifs

OM[φij ] � OM[n],Z et (II.3)

OM[φij ] � OMn,Z (II.4)

définis chaque fois par l’application passage au quotient f → f̄ . La description intrinsèque
des germes de sections de GZn (II.2.2) assure que cette application est bien définie. Les mor-

phismes (II.3) et (II.4) se factorisent au travers des quotients respectifs OM[φij ]

/
Mn

Z[φij ]
et

IZ[φij ]

/
IZ[φij ]M

n
Z[φij ]

. Ces factorisations sont des isomorphismes. Nous obtenons ainsi la pro-

priété suivante :

Propriété II.3.1. Notons N = M[φij ] . Les morphismes (II.3) et (II.4) sont les co-morphismes
d’espaces analytiques et d’espaces annelés notés

ρ
[n]
N : M[n],Z ↪→ N et

ρ
n
N : Mn,Z ↪→ N .

Ce sont des plongements d’images respectives N [n],Z[φij ] et N n,Z[φij ].

II.3.3 Les catégories Coln(M, Z,U).

Soit n un entier. Considérons l’arbre marqué et muni d’une croix obtenu par une succession
de collages

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] (II.5)

où
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–
(
φ1
ij

)
appartient à Z1(U ,GnZ) ;

– pour k = 2, . . . , p,
(
φkij

)
appartient Z1

(
U [φ1

ij ] · · · [φ
k−1
ij ],Gn

Z[φ1
ij ]···[φ

k−1
ij ]

)
.

On rappelle que par construction on dispose d’une inclusion de faisceaux

Gn
Z[φ1

ij ]···[φ
k−1
ij ]

⊂ Aut
(
M[φ1

ij ] · · · [φ
k−1
ij ], Z[φ1

ij ] · · · [φ
k−1
ij ]

)
.

Le marquage et la croix sont construits comme pour (II.3.2) par récurrence sur l’entier p.
D’après le lemme (II.3.1), on dispose de plongements canoniques obtenus par compositions
successives des plongements de la propriété (II.3.1) à chaque étape du collage (II.5) :

ρ
[n]

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][··· ][φ

p
ij ]

: M[n],Z ↪→ M[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] et (II.6)

ρ
n

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][··· ][φ

p
ij ]

: Mn,Z ↪→ M[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] (II.7)

Définition II.3.3 (Catégorie Coln(M, Z,U)). La catégorie Coln(M, Z,U) est la catégorie dont
les objets sont les triplets

(
M[φ1

ij ][φ
2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] , ρ

[n]

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][··· ][φ

p
ij ]
, ρ

n

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][··· ][φ

p
ij ]

)

constitués d’un arbre construit comme en (II.5) auquel on a adjoint les morphismes (II.6) et
(II.7). Les flèches entre deux triplets dont les arbres sont

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] et M[ψ1

ij ][ψ
2
ij ][· · · ][ψ

q
ij ]

sont les conjugaisons d’arbres H compatibles aux marquages respectifs

σ[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] et σ[ψ1

ij ][ψ
2
ij ][· · · ][ψ

q
ij ]

telles que

1. H conjugue les croix,

H · Z[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] = Z[ψ1

ij ][ψ
2
ij ][· · · ][ψ

q
ij ];

2. H commute aux morphismes (II.6) et (II.7),

H ◦ ρ
[n]

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][··· ][φ

p
ij ]

= ρ
[n]

M[ψ1
ij ][ψ

2
ij ][··· ][ψ

q
ij ]

et

H ◦ ρn
M[φ1

ij ][φ
2
ij ][··· ][φ

p
ij ]

= ρ
n

M[ψ1
ij ][ψ

2
ij ][··· ][ψ

q
ij ]
.

Si M et N sont isomorphes dans Coln(M, Z,U), on note

M
Cn
' N .

Des inclusions Gk+1
Z ⊂ GkZ , on tire la filtration

· · · ⊂ Colk(M, Z,U) ⊂ Colk−1(M, Z,U) ⊂ · · · ⊂ Col1(M, Z,U) ⊂ Col0(M, Z,U),

cadre de la stratégie de récurrence que nous adoptons. De plus, toute propriété fonctorielle d’un
arbre obtenu par collage élémentaire M[φ1

ij ] se propage naturellement aux collages multiples

M[φ1
ij ][φ

2
ij ][· · · ][φ

p
ij ] par induction sur l’entier p.
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II.3.4 Calculs dans Col0(M, Z,U).

Les trois propriétés énoncées ci-après permettent d’effectuer des calculs dans la catégorie
de collage en manipulant les objets de la catégorie de collage par l’intermédiaire des cocycles
les définissant.

Propriété II.3.2. Soit N et P appartenant à Coln(M, Z,U) définis respectivement par les 1-
cocycles de collage (ρij) et (γij). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. il existe un 0-cocycle (φi) à valeurs dans GnZ tel que ρij = φjγijφ
−1
i , c’est-à-dire

[ρij ] = [γij ] dans H1(D,GnZ).

2. N et P sont isomorphes dans Coln(M, Z,U).

Démonstration: Considérons la famille d’applications suivante

Ui
φ−1

i−−−→ φ−1
i (Ui). (II.8)

Le recouvrement {Ui} est un recouvrement distingué sur lequel le cocycle
{
φ−1
j ρijφi

}
est bien

défini. On peut donc considérer l’application induite par la famille (II.8) :

∐

i∈I0∪I1

Ui
{φ−1

i }
−−−−→

∐

i∈I0∪I1

φ−1
i (Ui) � M[φ−1

j ρijφi] = P.

Par construction, cette application passe au quotient à la source pour la relation

x ∼ ρij(x).

Le quotient obtenu est par définition M[ρij ] = N et l’application induite est visiblement un
Coln(M, Z,U)-isomorphisme. Ce qui prouve le sens direct. L’implication réciproque résulte de
la définition des catégories de collage.

�

Comme les composantes des cocycles cöıncident avec l’identité le long du diviseur, la famille
d’applications

{
Ii : Ui ⊂ M → M[φij ]

}
i∈I

induit un isomorphisme canonique entre les espaces
de 0-cocycles par

ζ0 :

{
Z0
(
U ,Aut(M, Z)

)
−→ Z0

(
U [φij ],Aut(M[φij ], Z[φij ])

)

(φi) 7−→
(
IiφiI

−1
i

) .

Pour obtenir un tel isomorphisme ζ1 pour les 1-cocycles, on observe que l’application

Z̃1 → Z̃1[φij ] :=
∏

(i,j)∈I0×̌I1
Z0 (Ui ∩ Uj [φij ],Aut(M[φij ], Z[φij ]))

(φij) 7→
(
IjφijI

−1
j

)

utilisant les espaces de 1-cocycles non-redondants est aussi un isomorphisme. La composition

Z1
(
U ,Aut(M, Z)

) ∼
→ Z̃1 ∼→ Z̃1[φij ]

∼
→ Z1

(
U [φij ],Aut(M[φij ], Z[φij ])

)

constitue l’isomorphisme ζ1 recherché.
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Propriété II.3.3. Soit (φij) et (ψij) appartenant à Z1
(
U ,GZn

)
. Alors on dispose de l’isomor-

phisme

M[φij ][ζ
1ψij ]

Cn
' M[φijψij ].

Démonstration: Considérons la famille de plongements canoniques Ui
Ii−−−−−→ M[φij ]. Si y et x

sont deux points identifiés dans le collage par (φijψij), alors on a Ii(y) = Iiφijψij(x). Or par
construction du recollement M[φij ], la relation de compatibilité s’écrit Iiφij = Ij. D’où l’on
tire l’égalité

Ii(y) = Ijψij(x) = IjψijI
−1
j︸ ︷︷ ︸

ζ1ψij

(Ij(x)).

Ainsi, les applications {Ii} se factorisent en un isomorphisme de la catégorie Coln(M, Z,U)
pour les relations définies à la source par (φijψij) et au but par

(
ζ1ψij

)
.

�

II.3.5 Propriété de stabilité.

La propriété de stabilité identifie au sein de la catégorie de collage des classes d’arbres
isomorphes entre eux : sommairement, lorsque le cocycle de collage admet un ordre de tangence
au diviseur assez grand, le collage obtenu est isomorphe à l’arbre modèle.

Propriété II.3.4 (Stabilité). Pour n assez grand, l’image de l’inclusion naturelle

Coln(M, Z,U) ↪→ Col0(M, Z,U)

est constituée d’arbres isomorphes entre eux dans la catégorie Col0(M, Z,U).

Cette propriété s’énonce aussi de la façon suivante : la flèche naturelle

H1 (D,GnZ) −→ H1
(
D,G0

Z

)

est constante égale à [Id]G0
Z

.

Lemme II.3.1. Soient M et N deux arbres marqués munis de croix, tous deux cimes de pro-
cessus d’éclatements de hauteur h (au sens de II.1.1). Soit Φ0 un germe de biholomorphisme
entre les socles M0 et N 0 conjuguant les croix. Supposons que l’isomorphisme induit sur le
voisinage infinitésimal Φ0|M0[n+h+1],Z se relève en un isomorphisme Ψ = (Ψj) des processus
d’éclatements infinitésimaux d’ordre n+h+ 1, c’est-à-dire, pour 1 ≤ j ≤ h− 1 les diagrammes
suivants commutent :

Mj+1[n+h+1],Z Ψj+1
−−−−→ N j+1[n+h+1],Z

Ej+1

y Ej+1

y

Mj [n+h+1],Z Ψj
−−−−→ N j [n+h+1],Z
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et la relation suivante est vérifiée

Ψ0 = Φ0|M0[n+h+1],Z .

Alors Φ0 se relève en un isomorphisme Φ = (Φj) d’arbres marqués munis d’une croix vérifiant
pour tout j,

Φj|Mj [n],Z = Ψj |Mj [n],Z .

Démonstration: La démonstration est une récurrence sur la hauteur de l’arbre. Le biholomor-
phisme Φ0 se relève en un biholomorphisme Φ1 entre M1 et N 1 qui conjugue les croix. Comme
par hypothèse on dispose de l’égalité

Φ0|M1[n+h+1],Z = Ψ0,

la restriction de Φ1 au voisinage infinitésimal d’ordre n+ h vérifie la relation

Φ1|M1[n+h],Z = Ψ1|M1[n+h],Z .

En particulier, la restriction de Φ1 au diviseur D1 est égale à la restriction de Ψ1 sur D1.
Comme (Ψj) est un isomorphisme d’arbre marqué, Φ1 comme Ψ1 conjugue les points singuliers
et les centres d’éclatements de M et N . Ceci démontre le lemme pour h = 1. Lorsque h > 1,
on applique l’hypothèse de récurrence à chaque germe de Φ1 au voisinage de chaque point du
centre d’éclatement S1.

�

Ce lemme a pour conséquence immédiate l’analogue de l’assertion (II.3.4) pour les faisceaux
Autn(M, Z) :

Lemme II.3.2. Il existe une suite d’entiers δ(n) tendant vers l’infini lorsque n tend vers l’infini
tel que le morphisme naturel

H1(D,Autδ(n)(M, Z)) → H1(D,Autn(M, Z))

est identiquement égal à [(φij)] 7→ [Id].

Démonstration: La preuve se calque sur celle de [31]. On peut supposer que M est un arbre
cime d’un processus d’éclatement. Soit p ≥ n et (φij) un élément de Z1

(
D,GpZ

)
. Il existe

un germe de biholomorphisme θ entre M[φij ] et la cime M′ d’un processus d’éclatements.
Notons Z ′ la croix image de la croix Z[φij ] par le biholomorphisme θ. Le morphisme θ induit
un isomorphisme θ|

M[φij ]
[p],Z[φij ] entre les voisinages infinitésimaux d’arbres M[φij ]

[p],Z[φij] et

M′[p],Z′
. Ainsi, l’application entre les voisinages infinitésimaux d’arbres définie par

θ|
M[φij ]

[p],Z[φij] ◦ ρ
[p],Z

est un biholomorphisme de cimes de processus d’éclatements infinitésimaux, ρ [p],Z désignant le
plongement attaché à M[φij ] comme élément de la catégorie Colp(M, Z,U). D’après le lemme
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(II.3.1), pour p = δ(n) assez grand cette application se relève aux arbres en un germe de
biholomorphisme T tel que

T |M[n],Z = θ|
M[φij ]

[n],Z[φij ] ◦ ρ[n],Z.

Ainsi, l’application H := T−1 ◦θ est un germe de biholomorphisme entre M[φij ] et M vérifiant

H|M[n],Z ◦ ρ[n],Z = Id,

ce qui signifie la trivialité du cocycle (φij) dans H1(D,Autn(M, Z)).

�

Nous sommes désormais en mesure d’établir la propriété de stabilité équivalente à (II.3.4) :

Corollaire II.3.1. 1 Il existe un entier n0 minimal tel que pour tout n ≥ n0, le morphisme
naturel

H1(D,GnZ) → H1(D,G0
Z)

est trivial. De plus, cet entier n0 ne dépend que de la hauteur de l’arbre.

Démonstration: À nouveau, on peut supposer grâce à (II.1.1) que l’arbre M est l’arbre cime

d’un processus d’éclatements. Soit (φij) un 1-cocycle à valeurs dans G
δ(n)
Z . Considérons sa

trivialisation donnée par le lemme (II.3.2) à valeurs dans le faisceau Autn(D,Z)

φij = φi ◦ φ
−1
j (II.9)

Notons z1 et z2 les points d’attache de la croix et φ1 et φ2 les composantes du cocycle définies
au voisinage de z1 et z2. D’après le lemme (II.2.1), il existe deux systèmes de coordonnées
adaptées (x1, y1) et (x2, y2) définis aux voisinages respectifs de Z1 et Z2 tels que l’application
E s’écrivent en coordonnées

E(x1, y1) = (x1, y1x
N1
1 ) et E(x2, y2) = (x2y

N2
2 , y2).

Développons φ1 et φ2 en coordonnées :

φ1(x1, y1) = (x1 + xn1y1U1(x1, y1), y1 + xn1y1V1(x1, y1))

φ2(x2, y2) = (x2 + yn2x2U2(x2, y2), y2 + yn2x2V2(x2, y2))

Soit φ0 le germe de biholomorphisme à l’origine de C2 défini par

φ0(x, y) = (xey
nU2(0,y), yex

nV1(x,0))

Pour n assez grand, φ0 se relève en un germe φ d’automorphisme d’arbre marqué fixant les
points du diviseur et ceux de la croix. Au voisinage du point z1, l’action de φ sur la coordonnée
y1 s’écrit

y1e
xn
1 V1(x1,0)−N1y

n
1 x

N1n

1 U2(0,y1x
N1
1 ) = y1 + xn1y1V1(x1, 0) + xn1y

2
1(· · · ).

1Celui-ci est pour toi Johanna.
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La relation précédente assure qu’en évaluant l’automorphisme φ1 par le morphisme J0 (II.2.4),
on trouve

J0(φ1)z1 ≡ J0(φ)z1 .

De même, en considérant l’expression de la première composante de φ au voisinage z2, on trouve
que J0(φ2)z2 ≡ J0(φ)z2 . De plus, pour tout point c autre que z1 et z2, il vient

J0(φ−1)c ≡ 0.

Finalement, le 0-cocycle
(
φi ◦ φ

−1
)

est une trivialisation de (φij) qui vérifie

J0(φi ◦ φ
−1) ≡ 0.

Par définition, cette dernière relation signifie que la trivialisation est à valeurs dans G 0
Z .

�

Comme évoqué précédemment, ce corollaire est équivalent à la propriété de stabilité énoncée
en début de section.



Chapitre III

Théorème de réalisation.

Nous supposons désormais l’arbre marqué M feuilleté par un feuilletage F . Nous allons
introduire une notion permettant de détecter sur tout élément de Col0(M, Z,U) l’existence
d’un feuilletage cobordant à F au sens des déformations isoholonomiques.

III.1 Cobordismes dans Coln(M, Z,U).

Nous supposons que les singularités de F sont réduites. De même qu’un arbre marqué est
biholomorphe à la cime d’un processus d’éclatements, un arbre marqué feuilleté par un feuille-
tage réduit est issu d’un processus d’éclatements dominant l’arbre de réduction d’un germe de
feuilletage sur (C2, 0). En effet par (II.1.1), considérons un processus d’éclatements de cime
Mh biholomorphe à M et de morphisme total Eh. Le feuilletage transporté sur Mh descend
par l’application Eh|Mh\Dh en un feuilletage holomorphe sur C2∗ . D’après le théorème de Har-
togs, celui-ci se prolonge en un feuilletage F0 holomorphe sur un voisinage de 0. Maintenant,
comme E∗hF0 est réduit, par minimalité du processus de réduction, il existe un éclatement E◦
factorisant Eh au travers de EF0 , c’est-à-dire un diagramme commutatif

(
Mh,Dh

) E◦
//

Eh

''N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

(MF0 ,DF0)

EF0

��(
C2, 0

)

(III.1)

où EF0 désigne naturellement le morphisme total du processus de réduction de F0. Cette identi-
fication permet en particulier de parler des séparatrices de F en les identifiant aux transformées
strictes des séparatrices de F0. Nous pouvons dés lors spécifier la notion de germe de croix en
tenant compte de la présence des séparatrices et du feuilletage.

Définition III.1.1 (Germe de croix adapté à F). Soit Z un germe de croix sur M. On dit que
Z est adapté à F si pour chaque composante Zi, au moins l’une des deux propriétés suivantes
est vérifiée :

1. Zi est une séparatrice de F .

47
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2. Zi est attachée au diviseur en un point régulier de F .

Dans le dernier cas, Zi est transverse au feuilletage.

L’introduction des faisceaux suivants est suscitée à la fois par la cohomologie des déformations
isoholonomiques (I.3.2) et par la propriété clé (II.2.1) :

– XS,Z le faisceau de base D des germes de champs de vecteurs dans M qui sont tangents
à D, aux séparatrices et à la croix Z.

– XF ,Z ⊂ XS,Z le sous-faisceau des germes de champs de vecteurs tangents au feuilletage
F .

De ces deux faisceaux, nous dégageons la définition de cobordisme élementaire et général : soit
N un élément de la catégorie Col0(M, Z,U),

Définition III.1.2 (Cobordisme élémentaire). Nous disons ici que l’arbre N est élémentairement
F-cobordant à M si il existe un 1-cocycle (Tij) appartenant à Z1

(
U , IZXF ,Z

)
tel que N et

M[eTij ] soient isomorphes dans Col0(M, Z,U).

Si N est F -cobordant à M alors N hérite canoniquement d’un feuilletage défini par

F [eTij ] :=
∐

i∈I0∪I1

F|Ui

/
x∼eTij x

.

Les identifications du collage sont cohérentes car les flots eTij agissent dans les feuilles locales.
Le feuilletage F [eTij ] est obtenu par déformation isoholonomique du feuilletage F . En effet,
considérons la famille d’ouverts {Ui} définie par Ui = Ui × D, i ∈ I. Les ouverts Ui sont
naturellement feuilletés par les feuilletages produits F|Ui

×D. Soit Φij l’application définie par
le flot de Tij à l’instant t

Φij(x, t) =
(
etTijx, t

)
.

La variété suivante obtenue par recollement des ouverts Ui selon Φij

M
D

=
∐

i∈I0∪I1

Ui

/
(
(x,t)∼Φij(x,t)

)

admet un feuilletage global F
D

obtenu comme recollement des feuilletages produits :

F
D

=
∐

i∈I0∪I1

F|Ui

/
(
(x,t)∼Φij (x,t)

) .

Le couple (M
D
,F

D
) est une déformations isoholonomiques du feuilletage marqué F et de

paramètres D. La fibre en 0 de la projection naturelle M
D
→ D est l’arbre marqué M feuilleté

par F et la fibre en 1 est l’arbre marqué M[eTij ] feuilleté par F [eTij ].
La relation de cobordisme général est la relation d’équivalence induite par le cobordisme
élémentaire.

Définition III.1.3 (Cobordisme général). Nous disons ici que arbre N est F-cobordant à M

si il existe une suite finie de 1-cocycles
(
T kij

)
k=1,...,N

telle que

N
C0
' M[eT

1
ij ][· · · ][eT

N
ij ],
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où pour tout p = 1, . . . , N − 1, le 1-cocycle
(
T pij

)
est défini de la façon suivante : soit XFp,Zp

le faisceau de base D[eT
1
ij ][· · · ][eT

p
ij ] des germes de champs de vecteurs qui sont respectivement

tangents à la croix et au feuilletage

Zp = Z[eT
1
ij ][· · · ][eT

p
ij ] et Fp = F [eT

1
ij ][· · · ][eT

p
ij ].

Le 1-cocycle
(
T p+1
ij

)
est supposé être à valeurs dans XFp,Zp. On note alors

M
F1,Z1

//___ M2

F2,Z2
//___ · · ·

FN−1,ZN−1
//___ MN

C0
' N .

Comme pour le cobordisme élémentaire, la relation de cobordisme général permet de pousser
de proche en proche le feuilletage initial sur la variété finale et ainsi de détecter l’existence d’un
feuilletage relié par une déformation isoholonomique. Dans la suite, nous allons montrer que
tout arbre obtenu comme collage d’un arbre feuilleté jouit de cette propriété.

III.2 Construction des cobordismes.

Désormais, on suppose l’arbre (M,D,Σ) feuilleté par un feuilletage de

type courbe généralisée non-dicritique marquée F muni d’une croix Z
adaptée à F .

L’objectif de cette partie est d’établir le résultat suivant :

Proposition III.2.1. Tout élément N de Col0(M, Z,U) est F-cobordant à M.

La démonstration consiste en trois étapes.

1. Nous établissons d’abord le résultat à l’échelle infinitésimale, ce qu’énonce précisément la
proposition (III.2.1). Seule cette étape dépend de l’hypothèse de type courbe généralisée
non-dicritique.

2. Une proposition analogue à (III.2.1) est ensuite établie pour la catégorie Col1(M, Z,U).
Ici, le principe est un algorithme reposant sur le formule de Campbell-Hausdorff. Ayant
fixé un 1-cocycle de G1

Z , à chaque pas de l’algorithme, on met en évidence le flot d’un
1-cocycle de champ tangent au feuilletage cohomologue au jet du 1-cocycle fixé à des
ordres de plus en plus grands. Le théorème de stabilité permet alors de terminer cette
étape.

3. La dernière étape de la preuve est une récurrence sur la hauteur des arbres et la longueur
des cobordismes. Cette récurrence permet de casser en deux le cocycle définissant N : on
traite une partie à l’aide de l’hypothèse de récurrence, l’autre à l’aide du résultat établit
dans Col1(M, Z,U). L’intérêt et la nécessité de la notion de croix apparaissent clairs dans
cette étape.
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III.2.1 étape 1 : le problème infinitésimal.

Soit H un biholomorphisme entre M et l’arbre cime Mh d’un processus d’éclatements
de morphisme total Eh. D’après la remarque (III.1), le feuilletage F h = H∗F est le relevé
d’un feuilletage donné par une 1-forme holomorphe ω0 à l’origine de C2. La 1-forme globale
Ω = E∗ω0, E = Eh ◦H induit un morphisme de faisceaux :

X ∈ XS,Z → Ω(X) ∈ OM.

Notons f une équation réduite des séparatrices du feuilletage associé à ω0.

Lemme III.2.1. Il existe une suite exacte de faisceaux

0 −→ Mn
ZXF ,Z −→ Mn

ZXS,Z
Ω(·)
−−→ Mn

Z (f ◦ E) −→ 0

où (f ◦E) désigne le faisceau en d’idéaux de OM engendré par la fonction f ◦ E.

Démonstration: Les arguments sont similaires à ceux qu’on pourrait trouver dans [31]. Nous les
adaptons ici. Montrons d’abord qu’il existe une suite exacte de faisceaux

0 → XF ,Z → XS,Z
Ω(.)
−−→ (f ◦ E) → 0. (III.2)

Visiblement XF ,Z est le noyau de Ω(.). Déterminons l’image de Ω(·). Comme F est un feuilletage
de type courbe généralisée non-dicritique, au voisinage d’un point singulier s pour le feuilletage,
il existe des coordonnées adaptées (x, y) et des unités U et V telles que f ◦ E et Ω s’écrivent

f ◦ E = Uxp+1yq+1 et Ω = V xpyq(λx(1 +A)dy + y(1 +B)dx).

Soit X appartenant à la fibre de faisceau (XS,Z)
s
. Le champ de vecteurs X s’écrit en coordonnées

X = xα(x, y)∂x + yβ(x, y)∂y

où α et β sont des germes de fonctions au voisinage de s. En évaluant par Ω, il vient

Ω(X) = xp+1yp+1(· · · ) = f ◦E(· · · )

qui est une section de (f ◦ E) au voisinage de s. De plus, pour tout g dans (OM)s, le champ

de vecteurs X = yg
U

V
∂y appartient à (XS,Z)

s
et vérifie Ω(X) = gf ◦ E. Ainsi, l’image de

l’opérateur Ω(·) satisfait l’égalité

Ωs

(
(XS,Z)

s

)
= (f ◦ E)s .

En un point c régulier pour le feuilletage, il existe des coordonnées adaptées (x, y) et des unités
U et V telles que f ◦ E = Uxp+1 et Ω = V xpdx. Un germe de champ de vecteurs de (XS,Z)

c

s’écrit xα∂x + β∂y et visiblement, Ω envoie (XS,Z)
c

sur (f ◦ E)c. À nouveau, pour tout g dans

(OM)c, le champ X = xg
U

V
∂x appartient à (XS,Z)

c
et vérifie Ω(X) = gf ◦E.

Ainsi, l’image par Ω(.) du faisceau XS,Z est le sous faisceau (f ◦ E) ⊂ OM et la suite (III.2)
est exacte.
Maintenant, le faisceau en idéaux Mn

Z étant localement libre de rang 1, la suite exacte obtenue
en multipliant (III.2) par Mn

Z reste exacte.
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�

Pour analyser la cohomologie des faisceaux de la suite exacte précédemment établie, il convient
de comprendre comme la cohomologie au-dessus d’un ouvert du diviseur D est liée à celle de
ses voisinages dans M, ce qu’explicite le lemme suivant :

Lemme III.2.2. Soit MW un voisinage de D définissant le germe d’arbre M. Soit S un faisceau
de OMW

-modules cohérents de base MW . Soit U un ouvert de Stein de D et S|U le faisceau
de base U dont le fibre en p est la fibre Sp. Alors

H1(U,S|U ) = 0.

Démonstration: D’après un théorème de Siu [39], il existe V un système fondamental de voisi-
nages ouverts de U dans MW constitué d’ouverts de Stein. Comme S est cohérent, pour tout
V ∈ V, H1(V, S|V ) = 0 [12]. D’après [11], il existe un isomorphisme

lim
V ∈V→U

H1(V, S|V ) −→ H1(U, S|U )

induit par le morphisme de restriction sur U des sections de S au-dessus de V. Ce qui prouve
le lemme.

�

Nous sommes désormais en mesure d’étudier la cohomologie des faisceaux en jeu :

Lemme III.2.3.

1. Le module H1(D,OM) est nul.

2. Pour tout n ≥ 1, H1(D,Mn
Z) = 0.

Démonstration: La démonstration du point (1) est une récurrence sur la hauteur de l’arbre M.
Supposons que h = 1. Il existe deux cartes (x1, y1) et (x2, y2) aux voisinages de deux ouverts
de Stein U1 et U2 recouvrant D = P1 telles que le changement de cartes s’écrivent

x1 = y2x2 et y1 =
1

x2
.

Les sections du faisceau OM au-dessus l’ouvert U1 ∩ U2 s’écrivent
∑

(i,j)∈N×Z

aijx
i
1y
j
1.

Dans les coordonnées (x1, y1), les sections de OM au-dessus de U2 sont de la forme

∑

(i,j)∈N×N

cijx
i
1y
j−i
1 .

Comme les ouverts U1 et U2 sont de Stein, on dispose de l’isomorphisme

H1(D,OM) = OM(U1 ∩ U2)/OM(U1)+OM(U2).
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Aussi, l’équation cohomologique associée au calcul de H 1(D,OM) devient

∑

(i,j)∈N×Z

aijx
i
1y
j
1 =

∑

(i,j)∈N×N

bijx
i
1y
j
1 +

∑

(i,j)∈N×N

cijx
i
1y
j−i
1 .

Cette équation admet toujours une solution en bij et cij définie par

{
i ≥ 0, j ≥ 0 bij = aij
i ≥ 0, j < 0 ci(i−j) = aij

.

Ainsi, le module H1(D,OM) est trivial. Supposons maintenant le résultat prouvé pour les
arbres de hauteur h − 1 et supposons M de hauteur h. Le morphisme total Eh du processus
d’éclatements se décompose en Eh = E0 ◦E

′ où E0 correspond au premier éclatement et E ′ =
E1 ◦ . . . ◦Eh. Soit U0 et U1 le recouvrement de D1 où : U0 est la réunion des disques voisinages
des points du centre d’éclatement S1 = {c1, . . . , cm} ; U1 est le voisinage d’un complémentaire
de U0 dans D1. On note U ′0 et U ′1 les ouverts E ′−1(U0) et E′−1(U1) qui constituent alors un
recouvrement de D. La suite exacte de Mayer-Vietoris relative à ce recouvrement s’écrit

0 −→ N −→ H1(D,OM) −→ H1(U ′0,OM)⊕H1(U ′1,OM) −→ H1(U ′0 ∩U
′
1,OM) −→ 0 (III.3)

où N est donné par la suite exacte

H0(U ′0,OM) ⊕H0(U ′1,OM)
δ

−→ H0(U ′0 ∩ U
′
1,OM) −→ N −→ 0

δ(X0, X1) = X1 −X0.

Comme les ouverts U ′1 et U ′0 ∩ U
′
1 sont de Stein, on trouve d’après (III.2.2) que

H1(U ′1,OM) = 0 et H1(U ′0 ∩ U
′
1,OM) = 0.

De plus, l’application E ′ induit les isomorphismes de modules suivants

H0(U ′ε,OM) ' H0(Uε,OM), ε = 0, 1, et

H0(U ′0 ∩ U
′
1,OM) ' H0(U0 ∩ U1,OM).

Ainsi, la suite exacte (III.3) se réduit à

0 −→ H1(D0,OM) = 0 −→ H1(D,OM) −→ H1(U ′0,OM) −→ 0 (III.4)

Le passage à la limite inductive sur les voisinages U0 lorsque le rayon des disques tend vers 0
fournit l’isomorphisme suivant

H1(U ′0,OM) '
m⊕

r=1

H1(Dr,OM)

où Dr désigne le diviseur exceptionnel E ′−1(cr). Finalement, l’hypothèse de récurrence ap-
pliquée à chaque arbre de hauteur h− 1 voisinage de Dr et la suite exacte (III.4) assurent que
le module H1(D,OM) est nul.
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Pour montrer le point (2), observons que le faisceau en idéaux Mn
Z est un sous-faisceau de Mn.

À la suite exacte courte de modules

0 → Mn
Z → Mn → Mn/Mn

Z → 0

est associée la suite exacte longue en cohomologie [11]

· · · → H0(D,Mn)
δ
→ H0(D,Mn/Mn

Z) → H1(D,Mn
Z) → H1(D,Mn) → · · · . (III.5)

Le faisceau Mn est engendré par ses sections globales : précisément, il existe des sections
globales de Mn notées S1, . . . , Sm telles que pour tout point s de D, on ait

(Mn)s =

{
m∑

l=1

f l (Sl)s | f l ∈ (OM)s

}
.

Aussi, pour tout (fij) appartenant à Z1(U ,Mn), il existe une famille
(
f lij

)
l=1...m

vérifiant

f lij ∈ Z0(Uij ,OM) et pour tout i et j,

fij =
m∑

l=1

f lijSl.

Comme le recouvrement distingué U ne présente pas aucune 3-intersection et qu’implicitement
nous travaillons dans l’espace des 1-cocycles non-redondants, la condition de 1-cocycle est vide.

Aussi, chaque famille
(
f lij

)
pour l = 1, . . . ,m est naturellement un élément de Z 1(U ,OM).

Comme H1(D,OM) est trivial, chaque 1-cocycle
(
f lij

)
admet une trivialisation. La famille des

trivialisations obtenues
(
f lij

)
=
(
f lj − f li

)
induit une trivialisation du cocycle initial définie par

fij =

(
m∑

l=1

f ljSl

)
−

(
m∑

l=1

f liSl

)
.

Le module H1(D,Mn) est donc nul. D’après la suite exacte (III.5), pour conclure à la nullité
de H1(D,Mn

Z), on doit établir la surjectivité de la flèche δ. En dehors des points d’attache p1

et p2 de Z, les faisceaux OM et IZ cöıncident ; la fibre du faisceau Mn/Mn
Z y est donc triviale.

Nous allons expliciter les quotients (Mn/Mn
Z)

pi
pour i = 1, 2. Considérons les deux systèmes de

coordonnées locales aux voisinages des points d’attache de Z donnés par la propriété (II.2.1).
Ces coordonnées induisent les isomorphismes suivants :

(Mn/Mn
Z)p1 ' xn1C{x1, y1}/x

n
1y1C{x1, y1} ' xn1C{x1}.

De même, (Mn/Mn
Z)

p2
est isomorphe à yn2 C{y2}. Ainsi, l’espace des sections globales du faisceau

Mn/Mn
Z s’identifie à l’espace

xn1C{x1}
⊕

yn2 C{y2}.
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Soit, donc, S = xn1a1(x1)⊕ yn2 a2(y2) une section globale de Mn/Mn
Z . L’application E s’écrit en

coordonnées respectivement

E(x1, y1) = (x1, y1x
N1
1 ) et E(x2, y2) = (x2y

N2
2 , y2).

Ainsi, le germe de fonction holomorphe défini à l’origine de C2 par

s(x, y) = xna1(x) + yna2(y)

se relève en une section globale du faisceau Mn qui s’écrit au points p1 et p2 respectivement

xn1a1(x1) + yn1x
nN1
1 a2(y1x

n1
1 ) ≡ xn1a1(x1) [Mn/Mn

Z ]p1

xn2y
nN2
2 a1(x2y

N2
2 ) + yn2 a2(y2) ≡ yn2 a2(x2) [Mn/Mn

Z ]p2 .

Les relations précédentes expriment précisément que δ(s◦E) = S. Ce qui prouve la surjectivité
de δ et achève la démonstration du lemme.

�

La propriété prédécente est minimale dans le sens où, si l’on ajoute une composante irréductible
lisse de plus à la croix Z, la propriété devient fausse.

Nous pouvons désormais énoncer la version infinitésimale de la proposition (III.2.1).

Proposition III.2.2 (Cobordisme infinitésimal). Soit F un feuilletage de type courbe généralisée
marquée non-dicritique sur M et Z une croix adaptée à F . L’application canonique

H1(D,Mn
ZXF ,Z) −→ H1(D,Mn

ZXS,Z)

est surjective.

Démonstration: La suite exacte longue en cohomologie associée à la suite exacte courte de
faisceaux du lemme (III.2.1) s’écrit

· · · → H1(D,Mn
ZXF ,Z) → H1(D,Mn

ZXS,Z) → H1(D,Mn
Z(f ◦E)) → · · · (III.6)

Or, le faisceau (f ◦E) est par définition engendré par une section globale. Résoudre l’équation
cohomologique du faisceau Mn

Z(f ◦ E) revient donc à résoudre celle du faisceau Mn
Z . Comme

H1(D,Mn
Z) est nul, H1(D,Mn

Z(f ◦E)) l’est aussi et le dernier terme de la suite (III.6) est nul.
Ainsi l’application de la proposition est surjective.

�
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III.2.2 étape 2 : cobordisme dans Col1(M, Z,U).

Cette étape est consacrée à la preuve de la proposition suivante :

Proposition III.2.3 (Cobordisme dans Col1(M, Z,U)). Soit F un feuilletage de type courbe
généralisée marquée non-dicritique sur M et Z un croix adaptée à F .

Tout élément de Col1(M, Z,U) est élémentairement F-cobordant à M.

La démonstration consiste à obtenir le cobordisme sur un voisinage d’ordre assez grand pour
pouvoir appliquer le théorème de stabilité (II.3.4). De manière précise, nous commençons par
établir le lemme suivant :

Lemme III.2.4. Soit (φij) appartenant à Z1(U ,G1
Z). Alors, pour tout n ≥ 1, il existe des

cocycles (Tij) appartenant à Z1
(
U ,MZXF ,Z

)
, (φi) appartenant à Z0

(
U ,G1

Z

)
et φ̃ij appartenant

à Z1(U ,GnZ) tels que

φ−1
j ◦ φij ◦ φi = eTij ◦ φ̃ij (III.7)

Avant de montrer le lemme ci-dessus, on observe que la famille (Mn
ZXS,Z)

n≥1 jouit d’une
propriété de filtration graduée en regard du crochet de Lie des champs de vecteurs. On dispose
en fait du résultat suivant

Propriété III.2.1. Pour tout r et s,

[Mr
ZXS,Z ,M

s
ZXS,Z ] ⊂ Mr+s

Z XS,Z .

Démonstration: C’est un calcul en coordonnées. Nous allons l’effectuer au voisinage d’un point
lisse du diviseur, les autres cas étant similaires. Soit X et Y des germes de sections des faisceaux
respectifs Mr

ZXS,Z et Ms
ZXS,Z au-dessus d’un point lisse du diviseur. Dans des coordonnées

adaptées écrivons

X = xpr+1a∂x + xpsb∂y et Y = xpr+1u∂x + xpsv∂y,

où p désigne la multiplicité de la composante locale du diviseur. Il vient

[X,Y ] =
(
xpr+1xpsa(· · · ) + xprxps+1b(· · · )

)
∂x +

(
xpr+1xps−1u(· · · ) + xprxpsv(· · · )

)
∂y

Ainsi, [X,Y ] est un germe de section du faisceau M
r+s
Z XS,Z .

�

Démonstration:(III.2.4)- La démonstration est une récurrence sur l’entier n. Supposons, ainsi,

la propriété vérifiée au rang n. Soit
(
φ̃ij

)
∈ Z1(U ,GnZ) donné par l’hypothèse au rang n. Soit

(xij , yij) un système de coordonnées au voisinage de Ui ∩ Uj tel que xij = 0 soit une équation
locale du diviseur. Dans de telles coordonnées, le germe φ̃ij s’écrit

φ̃ij : (xij, yij) 7→ (xij , yij) +
(
Aij(xij , yij), Bij(xij, yij)

)
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où Aij et Bij sont des fonctions holomorphes sur Ui ∩ Uj . Soit (Xij) le 1-cocycle de champ de
vecteurs dont la composante Xij s’écrit

Xij = Aij∂xij
+Bij∂yij

.

D’après l’écriture en coordonnées des sections de GnZ , la famille
(
X̃ij

)
est un 1-cocycle à va-

leurs dans Mn
ZXS,Z . Le lemme (III.2.2) assure l’existence d’un 0-cocycle

(
X̃i

)
appartenant à

Z0 (U ,Mn
ZXS,Z) et d’un 1-cocycle

(
T̃ij

)
de Z1 (U ,Mn

ZXF ,Z) tels que l’équation cohomologique

s’écrive

X̃ij = X̃j − X̃i + T̃ij .

Un développement du flot eX̃ij montre que l’automorphisme défini par

φ1
ij := e−X̃ij ◦ φ̃ij = (Id − X̃ij + . . .) ◦ (Id + X̃ij + . . .)

appartient à la classe Gn+1
Z . Les équations précédentes et l’hypothèse de récurrence fournissent

les égalités suivantes :

e−X̃j ◦ φ−1
j ◦ φij ◦ φi ◦ e

X̃i = e−X̃j ◦ eTij ◦ φ̃ij ◦ e
X̃i

= e−X̃j ◦ eTij ◦ eX̃ij ◦ eX̃i ◦ φ1
ij ◦

[
φ1
ij , e

X̃i

]

où [a, b] désigne le commutateur a−1b−1ab. On trouve dans [36] ou [40] le résultat suivant :

Propriété III.2.2 (Formule de Campbell-Hausdorff). Soit X et Y deux germes de champs de
vecteurs nuls le long du diviseur. Il existe une série ρ(X,Y ) =

∑∞
k=1 ρk (X,Y ) convergente

pour la topologie de Krull dans l’espace des champs de vecteurs formels telle que

eρ(X,Y ) = eX ◦ eY .

On dispose de plus du développement partiel

ρ (X,Y ) = X + Y +
1

2
[X,Y ] + · · · . (III.8)

La formule de Campbell-Hausdorff permet d’écrire

e−X̃j ◦ eTij ◦ eX̃ij ◦ eX̃i = eρ(ρ(ρ(−X̃j ,Tij),X̃ij),X̃i).

La relation (III.8) fournit alors le développement

ρ(ρ(ρ(−X̃j , Tij), X̃ij), X̃i) =

Tij + T̃ij +
1

2

[
Tij , X̃j

]
+

1

2

[
Tij, X̃ij

]
+

1

2

[
Tij , X̃i

]
+ · · ·

︸ ︷︷ ︸
Yij

. (III.9)
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On obtient ainsi les relations suivantes

e−X̃j ◦ φ−1
j ◦ φij ◦ φi ◦ e

X̃i = eTij+T̃ij+Yij ◦ φ1
ij ◦

[
φ1
ij, e

−X̃i

]
(III.10)

= eTij+T̃ij ◦ φ2
ij ◦ φ

1
ij ◦

[
φ1
ij, e

−X̃i

]
. (III.11)

D’après la propriété (III.2.1), le cocycle (Yij) appartient à Z1
(
U ,Mn+1

Z XS,Z
)
. De plus, la

formule de Campbell-Hausdorff montre la relation

φ2
ij = e−Tij−T̃ij ◦ eTij+T̃ij+Yij = eYij−

1
2 [Yij ,Tij+T̃ij ]+···.

La propriété (II.2.1) assure alors que le cocycle
(
φ2
ij

)
est à valeurs dans Gn+1

Z . Un argument

similaire montre que le commutateur dans l’équation (III.11) appartient à Z 1(U ,Gn+1
Z ). Au

final, l’équation (III.11) constitue l’hypothèse de récurrence au rang n+ 1.

�

Démontrons maintenant la proposition (III.2.3). À cet effet, écrivons N ' M[φij ] avec (φij)
dans Z1(U ,G1

Z). Soit un entier n tel que la propriété de stabilité soit vraie dans la catégorie
Col0(M, Z,U). Le lemme III.2.4 assure qu’il existe (Tij) appartenant à Z1 (U ,MZXF ,Z), (φi)

appartenant à Z0
(
U ,G1

Z

)
et
(
φ̃ij

)
appartenant à Z1(U ,GnZ) tels que

φ−1
j φijφi = eTij φ̃ij.

Dès lors, les propriétés (II.3.2) et (II.3.3) montrent les isomorphismes successifs

M[φij ]
C1
' M[φ−1

j φijφi] = M[eTij φ̃ij ]
C1
' M[eTij ][ζφ̃ij ].

Le théorème de stabilité appliqué au cocycle
(
ζφ̃ij

)
dans Coln(M[eTij ], Z[eTij ],U [eTij ]) montre

que M[eTij ][ζφ̃ij ]
C1
' M[eTij ]. Ainsi, il vient l’isomorphisme

M[φij ]
C1
' M[eTij ]

ce qui est exactement la propriété recherchée.

On aurait pu éventuellement, au prix de longues estimations, remplacer l’argument de stabilité
par un argument de convergence. Cette alternative laisse entrevoir la possibilité d’une construc-
tion similaire pour des feuilletages aux voisinages de diviseurs ne provenant pas nécessairement
d’un processus d’éclatements.

III.2.3 étape 3 : cobordisme dans Col0(M, Z,U).

La démonstration de la proposition (III.2.1) repose sur une récurrence sur la hauteur de
l’arbre permettant de se ramener au résultat démontré dans l’étape (2) énoncé dans la catégorie
Col1(M, Z,U).
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Démonstration:(III.2.1)- Soit un 1-cocycle (φij) tel que N ' M[φij ]. Désignons par D0 la
composante irréductible de D obtenue après le premier éclatement. Soit {c1, . . . , cN} les points
singuliers de D sur D0. Notons Dl la branche de D attachée à cl et Ml un voisinage de Dl dans
M. Le recouvrement distingué de Dl obtenu par restriction du recouvrement U à Ml est noté
Ul. Convenons que U0 ∈ U désigne l’ouvert D0\ {c1, . . . , cN} et Ul ∈ U les voisinages respectifs
de cl. On note Fl la restriction du feuilletage F à Ml et Zl le germe de croix défini par la trace
de D0 et de la transformée stricte de Z dans Ml. La croix Zl peut être éventuellement réduite
à une seule composante irréductible.

D
cN

F

Z

Z

U

D
0

c

c1

N
N

F

F

Z1

ZN

U

Z1

ZN

U

,M

,1

,D
NN

c1

1

N

1M D
1

M

Fig. III.1 – Construction de la récurrence.

Considérons
(
φlij

)
∈ Z1(Ul,G

0
Zl

) le 1-cocycle restriction à Ul de (φij) ∈ Z1(U ,G0
Z), c’est-à-dire,

φlij = φij, Ui, Uj ∈ Ul.

On vérifie que Fl est un feuilletage de type courbe généralisée marquée non-dicritique et que
Zl est adaptée à Fl. Comme chaque arbre (Ml,Dl,Σl) est de hauteur plus petite que h − 1,
l’hypothèse de récurrence assure que chaque arbre Ml[φ

l
ij ] est Fl-cobordant à Ml dans la

catégorie Col0(Ml, Zl,Ul).

Supposons, dans un premier temps que chaque Fl-cobordisme obtenu soit élémentaire. Par

définition, il existe une famille de 1-cocycles
(
T lij

)
, l = 1, . . . , N de Z1(Ul, IZl

XFl,Zl
) telle que,

Ml[φ
l
ij ]

C0
' Ml[e

T l
ij ]
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D’après le lemme (II.3.2), il existe une famille
(
ψli
)
l=1,...,N

de 0-cocycles à valeurs dans G0
Zl

telle
que

φlij = ψlje
T l

ijψli
−1
. (III.12)

Convenons que ψl1 désigne la composante du 0-cocycle
(
ψli
)

définie sur l’ouvert Ul. Soit
(
eTij
)
ext

le 1-cocycle
(
eTij
)
ext

=

{
Id sur Ul ∩ U0

eT
l
ij sinon

.

Notons φl0 la composante du 1-cocycle φij définie sur Ul ∩ U0. Soit le 1-cocycle défini par

κij =

{
ψl1φl0 sur Ul ∩ U0

eT
l
ij sinon

.

Les relations (III.12) induisent le Col0(M, Z,U)-isomorphisme suivant

M[κij ]
C0
' M[φij ]. (III.13)

Soit, désormais, le 1-cocycle suivant

κ̃ij =

{
ψl1φl0 sur Ul ∩ U0

Id sinon
.

Soit M̃ ∈ Col0(M, Z,U) défini par M̃ = M[e
Tij

ext]. Il vient

M̃[ζ1κ̃ij ] = M[e
Tij

ext][ζ
1κ̃ij ] (III.14)

C0
' M[e

Tij

extκ̃ij ] (III.15)

= M[κij ]. (III.16)

En dehors des Ul∩U0, les composantes du cocycle
(
ζ1κ̃ij

)
sont égales à l’identité. La composante

de 0-cocycle ψl est un germe d’automorphisme dans la classe G0
Zl

. Or par construction, la réunion

des croix Zl de Ml cöıncide avec la réunion de la croix Z[e
Tij

ext] et de la famille des germes induits
par D0 au voisinage de chaque point cl. Ainsi, chaque composante de cocycle ζ1κ̃l0 = ζ1ψl1φl0
est un germe d’automorphisme le long de Ul ∩U0 appartenant à la classe G0

Z[e
Tij
ext ]

1. Maintenant,

les faisceaux d’idéaux IZ̃ et M1
Z̃

cöıncident aux points réguliers de D̃0. Dès lors, les faisceaux

G1
Z̃

et G0
Z̃

sont égaux aux points réguliers de D̃0. Le 1-cocycle
(
ζ1κ̃ij

)
est en fait à valeurs

dans G1
Z̃

. L’arbre M̃[ζ1κ̃ij] appartient donc à Col1(M̃, Z̃, Ũ). Le corollaire (III.2.3) assure alors

qu’il existe un F [e
Tij

ext]-cobordisme élémentaire entre M̃ et M̃[ζ1κ̃ij ] défini par un 1-cocycle(
eT̃ij

)
∈ Z1(Ũ , IZ̃XF [e

Tij
ext ],Z̃

). De plus, d’après les propriétés (III.13) et (III.16), on dipose de

l’isomorphisme

N
C0
' M̃[ζ1κ̃ij ].

1C’est cette propriété qui fait fonctionner la récurrence et qui explique l’utilisation d’un germe de croix dans

nos constructions.
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Finalement, on obtient un cobordisme entre N et M défini par

N
C0
' M̃[eT̃ij ]

M̃
C0
' M[e

Tij

ext].

Si, maintenant, les Fl-cobordismes ne sont pas élémentaires, on les décompose en suites de
cobordismes élémentaires. On peut supposer, quitte à prolonger par des cobordismes triviaux,
que tous les cobordismes sont de mêmes longueurs. On obtient donc le diagramme

M1 = M1
1

F1
1 ,Z1

1
//___ M2

1 · · ·M
p−1
1

F
p−1
1 ,Z

p−1
1

//___ Mp
1

C0
' N1,

M2 = M1
2

F1
2 ,Z1

2
//___ M2

1 · · ·M
p−1
2

F
p−1
2

,Z
p−1
2

//___ Mp
2

C0
' N2,

...

MN = M1
N

FN 1,Z1
1
//___ M2

N · · ·Mp−1
N

F
p−1
N

,Z
p−1
N

//___ Mp
N

C0
' NN ,

où les Fk
l et Zkl pour l ≥ 1 désignent naturellement les feuilletages et germes de croix images

par les cobordismes successifs. Soit
(
eT

k,l
ij

)
le cocycle définissant le cobordisme élémentaire

Mk
l

Fk
l

,Zk
l

//___ Mk+1
l

où
(
T k,lij

)
appartient à Z1(Ukl , IZk

l
XFk

l
,Zk

l
). Pour 1 ≤ k ≤ p − 2, on considère les arbres Ṁk

définis par Ṁ1 = M et

Ṁk+1 = Ṁk[eT
k
ij
ext]

avec (
eT

k
ij

)
ext

=

{
Id sur Uk,l

l ∩ Uk,l0

eT
k,l
ij sinon

.

Ici, Uk,l désigne le recouvrement distingué induit par les collages successifs

Uk+1,l = Uk,l[eT
k
ij
ext]

Par construction, les relations précédentes fournissent un F -cobordisme entre M et Ṁp−1. De
plus, pour tout l, l’arbre Ṁp−1

l obtenu comme restriction de l’arbre Ṁp−1 au-dessus de la

singularité l est isomorphe à Mp−1
l . De même, le feuilletage Ḟp−1

l défini par

Ḟp−1
l = F1[eT

1
ij
ext][· · · ][e

T
p−1
ij

ext]
∣∣∣
Ṁp−1

l

est isomorphe à Fp−1
l . On est ramené ainsi au problème élémentaire pour passer de l’arbre

Ṁp−1 à Mp = N avec un F1[eT
1
ij
ext][· · · ][e

T
p−1
ij

ext]-cobordisme. Ce denier cas ayant déjà été
traité, la preuve du résultat de cobordisme dans Col0(M, Z,U) est achevée.

�
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III.3 Théorème de réalisation.

Cette partie se concentre sur la preuve du résultat suivant : soit F un feuilletage de type
courbe généralisée marquée non-dicritique sur un arbre M et M′ un arbre marqué quelconque.

Théorème III.3.1 (Théorème de réalisation). Si les arbres duaux pondérés de M et M ′ sont
conjugués par une conjugaison compatible aux marquages alors il existe F ′ un feuilletage marqué
sur M′ tel que F et F ′ soient les fibres d’une déformation isoholonomique marquée.

La démonstration comprend deux étapes : dans un premier moment, on met en évidence
un cocycle de collage liant les arbres M et M′ à l’aide d’un résultat dû à M. Seguy. Puis, on
prépare ce cocycle de façon à appliquer le théorème de cobordisme précédemment établi.

III.3.1 Première étape : préparation du cocycle.

Dans sa thèse, M. Seguy montre le résultat suivant :

Théorème III.3.2 ([37]). Soit F un feuilletage de type courbe généralisée marquée non-dicritique
sur un arbre M et M′ un arbre marqué tel que les arbres duaux de M et M′ soient conjugués
par une conjugaison compatible aux marquages. Alors il existe une déformation isoholonomique
marquée de base D telle que la fibre en 0 est le feuilletage F et la fibre en 1 est un feuilletage
marqué sur un arbre dont le diviseur est conjugué à celui de M′ par une conjugaison compatible
aux marquages.

Il est à noter que le résultat (III.3.1) contient le théorème de M. Seguy : en effet, dans (III.3.2),
on déforme le feuilletage F vers un feuilletage défini sur un arbre dont on ne contrôle a priori
que le diviseur ; tandis que dans (III.3.1), on mâıtrise non seulement le diviseur mais aussi le
voisinage du diviseur, c’est-à-dire, l’arbre tout entier.

En utilisant (III.3.2), on peut effectuer une première déformation isoholonomique du feuilletage
F conduisant à un feuilletage défini sur un arbre dont le diviseur est conjugué au diviseur de
M′. Ainsi sans perte de généralité, les diviseurs D et D ′ sont supposés conjugués par une conju-
gaison h compatible aux marquages. Pour chaque composante D, on considère une fibration
πD transverse à D

πD : T (D) −→ D

où T (D) est un voisinage tubulaire de D. On suppose, de plus, que la trace dans T (D) des
composantes de D transverses à D est une réunion de fibres de πD. On effectue la même
construction pour les composantes de D ′. Un simple calcul en coordonnées permet de montrer
le lemme suivant :

Lemme III.3.3. Il existe une famille d’applications {HD}D∈Comp(D) telle que, pour tout D
appartenant à Comp(D), le diagramme suivant commute

T (D)
HD−−−−→ (T (h(D)))

πD

y πh(D)

y

D
h|D

−−−−→ h(D)
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Notons Comp(D)2̌ l’ensemble
{

(D,D′) ∈ Comp(D)2|D ∩D′ 6= ∅
}

et considérons le germe de
variété défini par

M̃ =
∐

D∈Comp(D)

T (D)

/
(
x ∼ H−1

D HD′x
)
(D,D′)∈Comp(D)2̌

.

Ici, le collage opéré est de nature différente de celui amenant à la construction des catégories
Coln. En effet, M̃ est obtenu par collage le long de voisinages tubulaires des composantes du
diviseur. Ceux-ci s’intersectent le long de polydisques. A contrario, les intersections des ouverts
d’un recouvrement distingué sont des tores pleins. Néanmoins, la variété M̃ reste le voisinage
d’un diviseur D̃ et (M̃, D̃, Σ̃) un arbre marqué biholomorphe à l’arbre (M′,D′,Σ′), la famille
(HD)D∈Comp(D) induisant un biholomorphisme compatible aux marquages.

Afin d’appliquer les résultats de la première partie, nous allons montrer qu’il existe un arbre
Ṁ vérifiant le théorème de réalisation tel que M̃ appartienne Col0(Ṁ, Z,U) pour une croix et
un recouvrement distingué bien choisis.

Notons sDD′ la singularité de D à l’intersection des composantes D et D ′ et φDD′ l’automor-
phisme H−1

D HD′ .

Lemme III.3.4 (Préparation du cocycle). Il existe deux familles {∆DD′} et {φD} de germes
d’automorphismes telles que

– ∆DD′ est défini au voisinage de sDD′ et laisse invariante chaque feuille locale ;
– φD est un germe le long de D qui fixe chaque point de D ;
– le germe d’automorphisme

φ−1
D′ ◦ ∆DD′ ◦ φDD′ ◦ φD

est tangent à l’identité au point sDD′.

Démonstration: Considérons la métrique standard d sur l’arbre dual pondéré A∗[M,D,Σ] et
fixons D0 un sommet. On définit le graphe A∗n, n ≤ 0 comme le sous-graphe de A∗[M,D,Σ]
dont l’ensemble des sommets est à une distance plus petite que n de D0. Les graphes A∗n sont
connexes et recouvrent l’arbre dual en entier. Étant donnée la famille {φDD′}, pour n ≥ 0, on
considère la sous famille

{
φnDD′

}
n

définie par

φnDD′ = φDD′ , DD′ étant une arête de A∗n

Nous allons montrer par récurrence sur n le résultat du lemme pour la sous famille
{
φnDD′

}
.

Pour n = 0, le résultat est évident et on fixe φD0 égal à l’identité. Supposons le résultat prouvé
pour n. Soient les familles {∆DD′} et {φD} telles que pour toute arête DD′ du graphe A∗n,
l’application

φ−1
D′ ◦ ∆DD′ ◦ φDD′ ◦ φD

soit tangente à l’identité en sDD′ . Soit DiDj une arête de A∗n+1 qui n’est pas dans A∗n reliant les
sommets Di et Dj , Di /∈ A∗n. Pour montrer le lemme, il faut construire des automorphismes φDj

et ∆DiDj
satisfaisant les conditions recherchées. On dispose pour cela des propriétés suivantes :
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Propriété III.3.1. Soit s un point singulier de D et α ∈ C∗. Il existe un germe d’automorphisme
∆ au voisinage de s laissant globalement invariante chaque feuille locale de F tel que, dans des
coordonnées locales adaptées, l’application tangente vérifie

Ts∆ =

(
α 0
0 ∗

)
.

De plus pour tout β appartenant à C∗, pour toute composante D et tout point singulier du
diviseur c appartenant à D, il existe un germe d’automorphisme φ au voisinage de D fixant
chaque point de D, laissant globalement invariantes les composantes de D transverses à D et
vérifiant dans des coordonnées locales adaptées2

Tcφ =

(
β 0
0 1

)
.

Démonstration: La singularité du feuilletage au point c est donnée par une 1-forme qui s’écrit
en coordonnées adaptées

λxa(x, y)dy + yb(x, y)dx

où λ ∈ C∗ et a(0, 0) = b(0, 0) = 1. Le flot du champs X = x
∂

∂x
− y

b

λa

∂

∂y
au temps ν avec

eν = α définit un germe d’automorphisme ∆ qui vérifie la propriété annoncée.

Pour construire l’automorphisme φ, on remarque que les coordonnées algébriques associées au
processus d’éclatements s’écrivent au voisinage de D respectivement (x1, y1) et (x2, y2) avec le
changement de coordonnées

x1 = y2x
N
2 y1 =

1

x2

Dans ces systèmes de coordonnées, les composantes du diviseur qui sont transverses à D ont
pour équations locales des équations de la forme {y1 = cst} et {x2 = cst}. On définit φ en
coordonnées par

(x1, y1) −→ (βx1, y1)

Dans les coordonnées (x2, y2), le biholomorphisme φ s’écrit

(x2, y2) −→ (x2, βy2)

et se prolonge ainsi au voisinage de D. De plus, il vérifie visiblement les conditions demandées.

�

Considérons maintenant le germe d’automorphisme φDiDj
◦ φDi

au voisinage de sDiDj
. Dans

des coordonnées adaptées, sa différentielle au point cij s’écrit

(
α 0
0 β

)
. D’après la propriété

(III.3.1), il existe un germe d’automorphisme ∆ij au voisinage de sDiDj
laissant invariante

2Ici, on demande en plus que la première coordonnée corresponde à la variable transverse au diviseur.
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chaque feuille locale de F et un germe d’automorphisme φj le long de Dj laissant invariant le
diviseur, fixant chaque point de Dj tels que

TsDiDj
(∆−1

DiDj
◦ φDj

)(cij) =

(
α 0
0 β

)
.

Dès lors, on obtient la relation

TsDiDj
(φ−1
Dj

◦ ∆DiDj
◦ φDiDj

◦ φDi
)(sDiDj

) = Id.

Comme l’arbre dual ne présente pas de cycle, on peut répéter l’opération pour chaque arête de
A∗n+1\A

∗
n sans rencontrer d’incompatibilité dans la construction. Ce qui prouve le lemme pour

le sous-graphe A∗n+1 et achève la preuve.

�

III.3.2 Seconde étape : passage à un recouvrement fin distingué.

Étant donnée la famille {∆DD′} du lemme précédent, posons

Ṁ =
∐

D∈Comp(D)

T (D)

/
(
x ∼ ∆−1

DD′x
)
.

La variété Ṁ est un arbre voisinage d’un diviseur Ḋ. De la relation

φDD′ = ∆−1
DD′ ◦ (∆DD′ ◦ φDD′),

et de la preuve de la propriété (II.3.3), on déduit l’isomorphisme

M̃ '
∐

Ḋ∈Comp(Ḋ)

T (Ḋ)

/
(x ∼ ∆DD′ ◦ φDD′x) .

Notons θDD′ l’automorphisme au voisinage de sDD′ défini par la composition

φ−1
D′ ◦ ∆DD′ ◦ φDD′ ◦ φD.

D’après de la preuve de la propriété (II.3.2), l’égalité φD′θDD′φ−1
D = ∆DD′φDD′ se traduit en

isomorphismes d’arbres

∐

Ḋ∈Comp(Ḋ)

T (Ḋ)

/
(θDD′) '

∐

Ḋ∈Comp(Ḋ)

T (Ḋ)

/
(∆DD′ ◦ φDD′) ' M̃.

Une dernière transformation sur θDD′ va permettre d’appliquer les résultats de la partie III.1
en fournissant un recouvrement distingué adapté à la situation :
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Propriété III.3.2. Soit θ un germe d’automorphisme tangent à l’identité en 0 laissant les axes
{x = 0} et {y = 0} invariants. Alors il existe une décomposition

θ = θ0 ◦ θ1, θ0 =

(
x+ x2(. . .)
y + xy(. . .)

)
et θ1 =

(
x+ xy(. . .)
y + y2(. . .)

)
.

Démonstration: On écrit θ en coordonnées adaptées θ(x, y) =

(
xeAx+By

yeCx+Dy

)
. En calculant,

(
xeAx

yeCx

)

︸ ︷︷ ︸
θ0

◦

(
xeUy

yeV y

)

︸ ︷︷ ︸
θ1

on constate qu’il suffit de choisir,

U = θ0(−1)
◦ (Be−Cx) et V = θ0(−1)

◦ (De−Cx)

pour obtenir la décomposition souhaitée.

�

On note T (D)∗ le voisinage tubulaire de D privé des composantes irréductibles de D transverses
à D. L’ouvert T (D)∗ est un voisinage de D privé des singularités de D dans M. Soit U le
recouvrement défini par

UD = T (D)∗ pour D ∈ Comp(D)

UDD′ = T (D) ∩ T (D′) pour (D,D′) ∈ Comp(D)2̌

On effectue alors la décomposition prescrite par le lemme θDD′ = θ0
DD′ ◦ θ1

DD′ . Nous opérons
un passage au recouvrement distingué {UD,UDD′} par l’intermédiaire d’un recouvrement plus
fin que le recouvrement distingué et que le recouvrement en voisinages tubulaires. Sur l’union
disjointe N définie par

N :=
∐

D ∈ Comp(D)

(D,D′) ∈ Comp(D)2̌

UD ∪ UDD′ × {0} ∪ UDD′ × {1}.

opère l’application H construite de la façon suivante :

H|UD
= Id

H|UDD′×{0} = θ0
DD′

(−1)

H|UDD′×{1} = θ1
DD′

On définit sur N les deux relations d’identification suivantes (voir Fig. III.2)

1. R1 :

{
(x, y) ∈ UD × {UDD′ × {ε}} , ε = 0, 1 xR1y ⇔ x = y
(x, y) ∈ {UDD′ × {0}} × {UDD′ × {1}} xR1y ⇔ x = θDD′y
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2. R2 :





(x, y) ∈ UD × {UDD′ × {0}} xR2y ⇔ x = θ1
DD′y

(x, y) ∈ UD × {UDD′ × {1}} xR2y ⇔ x = θ0
DD′

(−1)
y

(x, y) ∈ {UDD′ × {0}} × {UDD′ × {1}} xR2y ⇔ x = y

Par construction, l’application H devient un isomorphisme sur les quotients de N par la relation
R1 à la source et par R2 au but. La figure (III.2) représente horizontalement les relations
d’identifications et verticalement les composantes de l’application H .

θDD’

θDD’

θDD’ θDD’

θDD’

Id Id

Id

Id

Id

0

DU

U
D’

U

DU

U
D’

U 1UDD’

0 1UDD’

0

0

1 

1 

(−1)

DD’

DD’

R

R

1

2

Fig. III.2 – Diagramme du passage à un recouvrement fin.

De plus, il n’est pas difficile de vérifier les isomorphismes suivants :

N/R1 '
∐

T (Ḋ)
/

(θDD′) , N/R2 = Ṁ[θεDD′ ]

Ainsi, les différents isomorphismes ci-dessus aboutissent à la relation suivante

M̃ ' Ṁ[θεDD′ ]. (III.17)

Les applications ∆DD′ laissent invariante chaque feuille locale de F . La description dans [1]
des germes d’automorphismes laissant invariante chaque feuille locale d’une singularité réduite
avec deux valeurs propres non-nulles assure que ces automorphismes s’écrivent

(x, y) → φ
t(x,y)
X (x, y)

où t(x, y) est un germe de fonction, X un champ tangent au feuilletage et φtX le flot de X à
l’instant t. Ainsi, pour tout D,D′, on peut écrire

∆DD′(x, y) = φ
tDD′(x,y)
XDD′

(x, y)

D’après l’interprétation cohomologique des déformations isoholonomiques, la déformation définie
par

Ṁs =
∐

D∈Comp(D)

T (D)

/(
(x, y) ∼ φ

stDD′x

XDD′
(x, y)

)
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est le support d’une déformation isoholonomique du feuilletage F dont la fibre en s = 1 est
l’arbre Ṁ. Ainsi, Ṁ admet un feuilletage Ḟ relié à F par une déformation isoholonomique.
L’écriture du lemme (III.3.2) assure que les automorphismes θεDD′ , ε = 0, 1 sont des sections
du faisceau G0

Ż
définies au-dessus de UDD′ pour un choix quelconque de croix Ż adaptée à

Ḟ et dont les points d’attache n’appartiennent à aucun ouvert UDD′ . L’arbre M̃ est donc
biholomorphe à un élément de la catégorie Col0(Ṁ, Ż,U) où Ṁ est feuilleté par un feuilletage
de type courbe généralisée non-dicritique Ḟ . Les résultats de la partie précédente assurent que
M̃ est Ḟ -cobordant à Ṁ. Ainsi, M′ ' M̃ admet un feuilletage relié à Ḟ et donc à F par une
déformation isoholonomique marquée. Ce qui achève la preuve du théorème de réalisation.
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Chapitre IV

Théorème de réalisation à paramètres.

Soit K un compact connexe de Cp. Nous supposons que K admet un système fondamental
de voisinages ouverts connexes de Stein. Soit C un sous-ensemble analytique de K, c’est-à-dire,
s’écrivant

C = {p ∈ K|f1(p) = · · · = fm(p) = 0}

où les fonctions {fi}i=1,...,p sont des fonctions analytiques complexes sur un voisinage de K. Il
est à noter que nous n’imposons pas la connexité de C dans K. En particulier, nous pourrons
choisir pour C un sous-ensemble analytique du bord de K, c’est-à-dire K\K ◦. Ce sous-ensemble
analytique va être le support d’une condition de type trivialité au bord dans les constructions à
suivre. Nous réalisons ici des déformations d’espace de paramètres K analytiquement triviales
en un certain sens le long de C . Dans la pratique, le compact K sera le disque unité fermé
D = {z ∈ C, |z| ≤ 1} et C ⊂ D le couple {−1, 1}.

IV.1 Arbres au-dessus de K.

Soit K un voisinage ouvert connexe de K. Nous appelons ici processus d’éclatements au-
dessus de K la donnée d’un diagramme commutatif A

Mh Eh

→ . . . → Mj Ej

→ Mj−1 → . . .
E1

→ M0 = (C2+p, {0} × K)
π
→ (Cp,K)⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Σh → . . . → Σj → Σj−1 → . . . → Σ0 = {0} × K⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Sh → . . . → Sj → Sj−1 → . . . → S0 = {0} × K
(IV.1)

où pour chaque j = 0, . . . , h : Mj est une variété analytique complexe lisse de dimension
2 + p, Σj est un sous-ensemble analytique fermé de Mj de dimension p appelé jieme lieu
de singularités, Sj ⊂ Σj est une sous-variété analytique lisse fermée ayant un nombre fini de
composantes connexes appelée j ieme centre d’éclatement tels qu’en notant,

Ej := E0 ◦ · · · ◦ Ej , πj := π ◦ Ej, et Dj := E−1
j (S0),

avec j = 0, . . . , h on ait :

69
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1. π est la projection sur le second facteur,

2. chaque Ej+1 est l’application d’éclatement de centre Sj ,

3. chaque Sj est une union de composantes irréductibles de Σj,

4. chaque Σj est lisse et contenu dans Dj. De plus, la restriction de πj à chaque composante
connexe de Σj est un biholomorphisme sur K, c’est-à-dire

Σj
πj

' K ×H0(Σj).

5. pour chaque j = 1, . . . , h la restriction de πj à chaque composante connexe de Sj est un
biholomorphisme sur K, c’est-à-dire

Sj
πj

' K ×H0(Sj).

Un processus d’éclatements au-dessus du compact K est la donnée d’un germe de proces-
sus d’éclatements au-dessus d’un voisinage de K. L’entier h est appelé hauteur du processus
d’éclatement, Eh le morphisme total de l’éclatement et le quadruplet

(
Mh,Dh,Σh, πh

)
la cime

du processus d’éclatements.

Deux processus d’éclatements de cime M et M′ au-dessus de K sont dits conjugués s’il existe
le long de chaque diviseur Dj des biholomorphismes

φj : (Mj ,Dj) −→ (M′j,D′
j
), j = 0, . . . , h

qui envoient lieux singuliers sur lieux singuliers et centres sur centres et qui commutent aux
applications d’éclatements et respectent les projections sur K. Autrement dit, pour tout j =
0, . . . , h

Ej
′
◦ φj = φj−1 ◦E

j et π′j ◦ φj = πj.

Toute partie J de K induit un processus d’éclatements au-dessus de J défini par restriction du
diagramme commutatif (IV.1) à π−1

∗ (J) :

Mh
J = Mh ∩ π−1

h (J)
Eh

→ . . .
E1

→ M0
J = M0

J ∩ π−1
0 (J) = (C2+p, {0} × J)⋃ ⋃ ⋃

Σh
J = Σh

J ∩ π
−1
h (J) → . . . → Σ0

J = Σ0
J ∩ π−1

0 (J) = {0} × J⋃ ⋃ ⋃

ShJ = Sh ∩ π−1
h (J) → . . . → S0

J = S0 ∩ π−1
0 (J) = {0} × J

.

Un arbre (M,D,Σ, π) au-dessus de K est un germe de variété M au voisinage d’un diviseur D
muni d’une submersion π : M → K tel qu’il existe un biholomorphisme φ entre (M,D,Σ, π)
et la cime d’un processus d’éclatements

(
Mh,Dh,Σh, πh

)
,

φ(M,D) → (Mh,Dh), φ(Σ) = Σh, πh ◦ φ = π.
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IV.2 Familles équisingulières de germes de courbes.

Pour obtenir un résultat plus fin qu’une simple généralisation du résultat sans paramètre,
nous souhaitons obtenir une construction contrôlant la déformation des séparatrices sous-
jacente à la déformation du feuilletage. Cet objectif explique que nous nous arrêtions un instant
sur la notion de familles équisingulières de germes de courbes.
Une famille analytique de germes de courbes {St}t∈K est équisingulière lorsqu’elle admet une
désingularisation en famille, précisément, lorsqu’il existe un processus d’éclatements au-dessus
de K tel que, pour tout t appartenant à K, la restriction de ce processus au-dessus de t est
exactement le processus de réduction de St. Une telle famille est topologiquement triviale : il
existe une famille analytique d’homéomorphismes {φt}t∈K vérifiant

φ∗tSt = St0 pour tout t ∈ K,

t0 étant fixé dans K.
Nous commençons par rappeler un certain nombre de résultats concernant la classification
topologique et analytique des germes de courbes et des germes de familles équisingulières de
courbes.

IV.2.1 Paires de Puiseux et réduction.

Soit S un germe de courbe irréductible singulier à l’origine de C2 et f un équation réduite
de S. La multiplicité de S notée ν0(S) est la multiplicité de f à l’origine. De plus, si D ⊂ M
est le diviseur de l’arbre de réduction de S et D une composante irréductible de D, l’entier
νD(S) désigne la multiplicité de E∗f en un point générique de D où E est le morphisme total
du processus de réduction de S. Dans un système de coordonnées locales bien choisi, la courbe
S admet le paramétrage suivant [16] :

x = tν0(S)

y =
∑

n>ν0(S)

ant
n.

Dans la famille de rationnels

{
n

ν0(S)

∣∣∣∣ an 6= 0

}
il y a nécessairement un terme non entier, sinon

S serait lisse en 0. Soit β1 =
m1

n1
le plus petit élément de cette famille. On définit alors une

suite de nombres rationnels par

βi+1 = inf

{
n

ν0(S)

∣∣∣∣ an 6= 0,
n

ν0(S)
> βi =

mi

ni
,

n

ν0(S)
6∈

1

ni
N

}
.

Cette suite contient au moins un terme et s’arrête dès lors que l’ensemble ci-dessus est vide. La
suite des couples (mi, ni)i=1,...,g est appelée la suite des paires de Puiseux et est un invariant
topologique de la courbe. Le résultat suivant dû à O. Zariski [45] précise ce point :

Proposition IV.2.1. La suite des paires de Puiseux est le seul invariant topologique d’un germe
de courbe irréductible. Il est équivalent à la donnée de l’arbre dual de l’arbre de réduction.

Dans la situation d’un germe de courbe non-irréductible, l’arbre dual de l’arbre de réduction
reste le seul invariant topologique de la courbe.
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IV.2.2 Marquage des germes de courbes.

Soit S0 un germe de courbe à l’origine de C2.

Définition IV.2.1. Soit S un germe de courbe topologiquement conjugué à S0. Un marquage de S
par S0 est une application de Comp(S) vers Comp(S0) induite par un germe d’homéomorphisme
de (C2, 0) qui conjugue les courbes.

En éclatant une fois l’origine de C2, les composantes irréductibles d’un germe de courbe S
se répartissent en paquets le long du diviseur exceptionnel D0, chaque paquet réunissant les
composantes irréductibles partageant le même cône tangent : la transformée stricte S̃ de S est
une réunion s’écrivant

S̃ =
⋃

α∈D0

⋃
8
<
:

B∈Comp(S)

CB={α}

B̃

où CB désigne le cône tangent de la composante irréductible B. Les deux germes de courbes S
et S0 ont des cônes tangents conjugués. Précisément, un résultat classique assure qu’il existe
une bijection φ entre les CS et CS0 telle que, pour tout p ∈ CS , les germes de courbes

(D0)p ∪ (S̃)p et (D0)φ(p) ∪ (S̃′0)φ(p) (IV.2)

sont topologiquement conjugués. À partir du marquage de S par S0, on peut construire un
marquage de (M,D), arbre de réduction de S, par (M0,D0), arbre de réduction de S0. Un germe
d’homéomorphisme à l’origine de C2 ne se relève pas généralement aux arbres de réduction.
Cepedant, si la courbe S se réduit après un éclatement, par invariance topologique de l’arbre
dual de la réduction [45], S0 se réduit aussi après un éclatement. Le marquage est alors défini
par

σ : D ∈ Comp(D) = {D} 7→ D0 ∈ Comp(D0) = {D0} et

κ : p ∈ Σ = CS 7→ φ(p) ∈ Σ0 = CS0 .

Ainsi initialise-t-on une récurrence dont le pas d’induction relève de la remarque (IV.2). On
aboutissant à un marquage de l’arbre de réduction de S par celui de S0. Visiblement, il est
possible de poursuivre cette construction et l’on obtiendra ainsi un marquage de tout arbre
cime d’un processus dominant de l’arbre de réduction de S.

Soit S et S ′ deux courbes marquées par S0 et Ψ un homéomorphisme entre S et S ′ respectant
le marquage. La construction précédente détermine ψ une conjugaison entre les arbres duaux
des arbres cimes des processus de réduction de S et S ′. On dispose du résultat classique suivant
établi dans [45] :

Lemme IV.2.1. Les multiplicités en 0 ∈ C2 des germes de courbes S et S ′ sont égales et pour
tout D ∈ Comp(D), on dispose de la relation :

νD(S) = νψ(D)(S
′).
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IV.2.3 Détermination finie pour les familles équisingulières de germes de courbes.

De façon générale, si f : (X,V ) → (Y, p) est un morphisme quelconque de variétés complexes
au voisinage d’un diviseur V tel que V = f−1(p), l’ensemble Att(f,R) désigne l’intersection de
V et de l’adhérence de f−1(R\{p}) dans X où R désigne un sous-ensemble de Y contenant p.
Soit S = (St)t∈K une famille équisingulière de germes de courbes dans (C2, 0) au-dessus de

l’espace de paramètres K. Étant donné E le morphisme total d’un processus d’éclatements
au-dessus de K

Mh Eh

→ . . . → Mj Ej

→ Mj−1 → . . .
E1

→ M0 = (C2+p, {0} × K)
π
→ (Cp,K)⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Σh → . . . → Σj → Σj−1 → . . . → Σ0 = {0} × K⋃ ⋃ ⋃ ⋃

Sh → . . . → Sj → Sj−1 → . . . → S0 = {0} × K

,

l’ensemble Att(E,S) ⊂ Mh est la réunion d’un nombre fini de sous-variétés lisses de codimen-
sion 2 dans Mh deux à deux disjointes, chacune isomorphe à K via l’application π ◦E. Soit le
morphisme En,S défini par récurrence comme le morphisme total du processus d’éclatements
décrit par le diagramme suivant :

Mn+h En+h

→ . . . → Mj Ej

→ . . .
E1

→ Mh E
→ M0

⋃ ⋃ ⋃

Σn+h → . . . → Σj → . . . → Σh

⋃ ⋃ ⋃

∅ → . . . → Att(Ej,S, S) → . . . → Att(E,S)

. (IV.3)

Afin d’établir le théorème (V.2.4), nous montrons qu’à type topologique constant, toute fa-
mille équisingulière de courbes admet un arbre fini de détermination, c’est-à-dire, un processus
d’éclatements du type En,S déterminant la classe analytique de la famille équisingulière d’une
façon que nous préciserons par la suite. En outre, toute famille équisingulière topologiquement
équivalente à {St}t∈K admet un arbre de détermination topologiquement conjugué à celui de
{St}t∈K .
Désignons par I l’idéal des germes de fonctions nulles le long de 0×K ⊂ C2+p. Nous rappelons
d’abord un résultat classique de la théorie des germes de courbes dû à J.-N. Mather [26] : soit
f un germe d’équation réduite d’une famille équisingulière de courbes au-dessus de K.

Lemme IV.2.2. Il existe un entier n tel que, pour tout germe d’équation réduite g d’une famille
équisingulière de germes de courbes au-dessus de K vérifiant

f − g ∈ In,

g et f sont analytiquement conjuguées.

L’entier minimal ayant cette propriété est un invariant topologique de la fonction f lié au
nombre de Milnor de f . Nous allons utiliser ce résultat pour mettre en évidence l’arbre de
détermination évoqué précédemment. Dans le cas particulier lisse, le résultat emprunte la forme
suivante : soit A et F deux familles équisingulières au-dessus de K de courbe lisse transverses
à l’origine de C2. Désignons par E l’éclatement standard de centre {0} ×K.
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Lemme IV.2.3. Pour tout entier n et pour toute famille équisingulière de germes de courbes
lisses G tels que

Att(En,F , F ) = Att(En,F , G),

il existe des équations respectives a, f et g de A, F et G telles que

f − g ∈ (a)nO{0}×K .

Démonstration: Comme A et F sont transverses, il existe un système de coordonnées au voisinage
de {0} ×K ∈ C2+p tel que {x = 0} et {y = 0} soient des équations respectives de A et F . Au-
dessus d’un tel système de coordonnées et au voisinage du lieu d’attache de E ∗n,FF , l’éclatement
En,F s’écrit

En,F (x, y, t) = (x, yxn, t), (x, y, t) ∈ Mn+1

Toute équation g̃ de la famille équisingulière G admet un développement en série de la forme :
∑

α,β∈N

gα,β(t)xαyβ, gα,β ∈ O{0}×K

Supposons que pour tout k < p < n, la fonction gk0 soit la fonction nulle. Le relevé de g̃ par
l’application Ep,F s’écrit ∑

α,β∈N

gα,β(t)xα+pβ−pyβ

et doit s’annuler le long de {x = y = 0} ; ce qui impose à la fonction gp0 d’être la fonction nulle.
Comme g00 est nulle, les coefficients gk0 pour k < n sont identiquement nuls et l’on dispose de
l’écriture

g̃ = y
∑

α,β∈N

gα,β(t)xαyβ−1

︸ ︷︷ ︸
U

+xnA

où A appartient à O{0}×K . La lissité de la famille équisingulière G assure que U est une unité.
En posant g = U−1g̃ qui est encore une équation de G, il vient

g − y = xnÃ,

ce qui prouve le lemme.

�

Un argument cohomologique couplé aux lemmes (IV.2.2) et (IV.2.3) permet finalement d’établir
la proposition suivante : soit E le morphisme total du processus de réduction en famille d’une
famille équisingulière S.

Proposition IV.2.2. Il existe un entier n tel que pour toute une famille équisingulière S ′ au-
dessus de K topologiquement conjuguée à S, désingularisée par E et vérifiant

Att(En,S, S) = Att(En,S, S
′),

S′ est analytiquement conjuguée à S. L’entier n minimal parmi ceux ayant cette propriété est
un invariant topologique de la famille S.
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Démonstration: Considérons des équations réduites f et g respectivement de S et S ′. Soit
Σ = {S1, . . . , Sm} l’ensemble des composantes connexes de Att(E,S). Au voisinage de chaque
composante Si, {xi = 0} désigne une équation réduite locale du diviseur exceptionnel de E.
Comme f et g sont topologiquement conjuguées, le lemme (IV.2.1) assure l’existence d’un
entier pi tel que les deux germes d’hypersurfaces au voisinage de Si définies par les équations
respectives {

f̃i = x−pi

i E∗(f) = 0
}

et
{
g̃i = x−pi

i E∗(g) = 0
}

soient lisses. Le lemme (IV.2.3) appliqué à chaque couple de familles équisingulières de courbes

lisses
(

(f̃i, g̃i)
)
i=1,...,m

détermine une famille d’unités {ui}i=1,...,m telles

f̃i − uig̃i ∈ In.

Ainsi pour tout i, la fonction E∗(f) − uiE
∗(g) appartient à l’idéal In+mini(pi). Maintenant, en

dehors du lieu d’attache de la transformée stricte de S, la fonction u = E∗(f)
E∗(g) est une unité qui

satisfait à l’équation E∗(f) − uE∗(g) = 0. Cette construction fournit en somme un 0-cocycle
d’unités {ui}i∈J pour un certain recouvrement de Stein {Ui}i∈J du diviseur tel que

E∗(f) − uiE
∗(g) ∈ In+mini(pi)(Ui). (IV.4)

De ces relations, on déduit que la fonction ui−uj est une section sur l’ouvert Ui∩Uj du faisceau
Imn où mn est l’entier n + mini(pi) − maxi(pi). Or, il existe δ(p) qui tend vers l’infini avec p
tel que l’image du morphisme naturel

H1 (D, Ip) → H1
(
D, Iδ(p)

)

soit triviale [3]. Ainsi, il existe un 0-cocycle trivialisant le 1-cocycle (ui − uj) dans le faisceau
Iδ(mn), l’équation cohomologique s’écrivant

ui − uj = ũi − ũj, (ũi)i∈J ∈ Z0
(
{Ui}i∈J , I

δ(mn)
)
.

Le germe global d’unité au voisinage de D défini sur Ui par U = ui − ũi vérifie la relation

E∗(f) − UE∗(g) ∈ Iδ(mn).

Cette relation descend au voisinage de {0} ×K par le morphisme E et montre que la fonction
f −E∗Ug est dans la δ(mn)-ième puissance de l’idéal des fonctions nulles sur {0}×K. Comme
l’entier δ(mn) tend vers l’infini avec n, le lemme (IV.2.2) assure que les fonctions f et E∗Ug et
donc les familles équisingulières de courbes S et S ′ sont analytiquement conjuguées.

�
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IV.3 Analogues à paramètres.

Nous allons introduire maintenant des analogues à paramètres des différents objets et notions
considérés dans le chapitre (II). Nous serons délibérément succincts dans la mesure où la trans-
position est aisée dans la plupart des cas.

1. Soit (M0,D0,Σ0, π0) un arbre au-dessus de K. Un marquage de l’arbre (M,D,Σ, π)
par l’arbre (M0,D0,Σ0, π0) est la donnée d’un marquage de l’arbre (Mt,Dt,Σt) par
(M0t,D0t,Σ0t) pour un certain paramètre t dans K. Le choix du paramètre t ∈ K
n’a pas d’importance car tout marquage de la fibre au-dessus de t induit un marquage
canonique de la fibre au-dessus de tout autre point de K par conjugaison C∞ de M à
l’arbre produit Mt ×K.

2. L’arbre dual pondéré marqué d’un arbre (M,D,Σ, π) est l’arbre dual pondéré marqué de
(Mt,Dt,Σt) pour t dans K. À nouveau, le choix du paramètre importe peu.

3. Soit E le morphisme total d’un arbre (M,D,Σ, π). Une croix Z sur l’arbre (M,D,Σ, π)
est la transformée stricte Z = E∗Z0 d’un singleton Z0 = {Z1} ou d’une paire Z0 =
{Z1, Z2} constitués de germes d’hypersurfaces lisses transverses dans C2 × K le long
0 ×K telles que chaque composante de Z rencontre une unique composante irréductible
de D.

4. Un recouvrement distingué est un recouvrement U = {Ui}i∈I0∪I1
de D contenant deux

types d’ouverts :

(a) si i appartient à I0, Ui est la trace dans D du voisinage dans M d’un unique lieu
singulier conforme à un polydisque ;

(b) si i appartient à I1, Ui est une composante irréductible de D privée des lieux singu-
liers.

Un tel recouvrement est constitué d’ouverts de Stein. De plus, pour tout t ∈ K, la
restriction U|t est un recouvrement distingué de Dt.

5. Le faisceau Aut(M, Z) est un faisceau en groupes de base D. Sa fibre au-dessus de p est
le groupe des germes φ d’automorphismes de M au voisinage de p tels que

πφ = π, φ|D = Id et φ|Z = Id.

On désigne par AutC(M, Z) le sous-faisceau de Aut(M, Z) vérifiant la condition de
trivialité le long du sous-ensemble analytique C : pour tout point t de C, les sections
AutC(M, Z) au dessus de tout point de Mt cöıncident avec l’identité le long de la sous-
variété Mt. Les faisceaux AutC(M, Z) ont une action triviale le long de l’arbre MC ;
ainsi, si l’on opère un collage de M à l’aide d’un 1-cocycle à valeurs dans AutC(M, Z), on
obtient un arbre M′ tel que M′|C et M|C sont isomorphes. Les collages par AutC(M, Z)
respectent donc la condition de bord recherchée et c’est la raison pour laquelle nous les
considérons.

6. On définit sans difficulté les filtrations Mn
Z et MC

Z
n et les voisinages infinitésimaux M[n],Z

et Mn,Z . Dès lors, on obtient comme sous-faisceaux respectifs de Aut(M, Z) et de
AutC(M, Z), les faisceaux Autn(M, Z) et AutCn (M, Z) des germes d’automorphismes
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qui cöıncident avec l’identité en restriction à l’espace analytique M[n],Z. On dispose de
même de morphismes de faisceaux

Autn(M, Z)
Jn7−→ OM[n],Z et Aut0(M, Z)

J07−→ OM[0],Z

construits comme en (II.2). On définit enfin GnZ le sous-faisceau de Autn(M, Z) noyau de
Jn, le faisceau GC

Z
n désignant le faisceau intersection de GnZ et AutC(M, Z).

7. Pour finir, Coln(M, Z,U) est la catégorie de collage de M par des 1-cocycles de Z 1(U ,GnZ)
et ColCn (M, Z,U) la catégorie de collage de M par des 1-cocycles de Z 1(U ,GC

Z
n) pour

une croix Z et un recouvrement distingué U .

Par construction, tout élément N de ColCn (M, Z,U) satisfait à l’isomorphisme

N|C ' M|C .

IV.4 Preuve du théorème de réalisation à paramètres.

Soit F0 une déformation isoholonomique à paramètres dans K. Considérons un processus
d’éclatements au-dessus du processus de réduction de F0 défini par

Mh Eh

→ . . .
E1

→ MF0

π
→ K⋃ ⋃

Σh → . . . → Σ1
⋃ ⋃

Sh → . . . → S1

. (IV.5)

Le feuilletage F̃0 relevé de F0 sur MF0 induit un feuilletage sur Mh. Tout feuilletage F sur un
arbre M au-dessus de K tel qu’il existe un isomorphisme d’arbres conjuguant F à un feuilletage
F̃0 obtenu par un procédé de type (IV.5) est appelé par extension, déformation isoholonomique
sur M. Cette déformation est dite de type courbe généralisée non-dicritique marquée lorsqu’il
existe un feuilletage marqué fibre de la déformation qui est de type courbe généralisée non-
dicritique. Cette dernière définition est cohérente car la propriété ne dépend pas visiblement
du choix du feuilletage fibre.

Toute déformation isoholonomique sur un arbre M au-dessus de K ⊂ Cp induit un feuilletage
sur C2+p au voisinage de {0} × K par l’argument standard de Hartogs. Par construction, la
déformation obtenue est isoholonomique au sens initial.

Énonçons désormais le résultat central de cette thèse :

Soit M un arbre au-dessus deK et C un sous-ensemble analytique deK. Soit F une déformation
isoholonomique de type courbe généralisée marquée non-dicritique sur M. Soit S une famille
équisingulière de courbes au-dessus de K vérifiant

1. S et Sep(F) sont topologiquement conjuguées.

2. S|C et Sep(F)|C sont analytiquement conjuguées.
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Théorème IV.4.1 (Théorème de réalisation à paramètres). Il existe une suite de déformations
isholonomiques

{
F i
}

1≤i≤N
sur des arbres au dessus de K × D telle que

1. F1|K×{−1} = F .

2. Pour tout i ≤ N − 1, F i|K×{1} et F i+1|K×{−1} sont analytiquement conjugués.

3. Sep
(
FN |K×{1}

)
' S.

4. Pour tout i, F i|C×D
est analytiquement conjugué à

(
F i|C×{−1}

)
× D

En particulier, on obtient un feuilletage F ′ qui vérifie

Sep(F ′) = S et F ′|C ' F|C .

La propriété (3) assure le contrôle de la classe analytique de la famille équisingulière sous-
jacente à la déformation et la propriété (4) incarne la condition de trivialité sur le bord C. Le
reste du chapitre est consacré à la preuve de ce résultat.

Soit F une déformation isoholonomique sur M. On considère les faisceaux suivants qui sont
des analogues des faisceaux introduits en (III.1) : XS,Z le faisceau de base D des germes de
champs de vecteurs X dans M qui sont tangents à D, aux séparatrices et à la croix Z et qui
vérifient en outre la condition

(Tπ)(X) ≡ 0,

condition dite de verticalité. Les germes de sections de XS,Z écrits en coordonnées locales
trivialisant la fibration π sont de la forme

a(x, y, s)
∂

∂x
+ b(x, y, s)

∂

∂y

où a et b sont des germes de fonctions holomorphes. Le sous-faisceau de XS,Z des germes de
champs de vecteurs tangents au feuilletage F est noté XF ,Z . De même, on note XC

S,Z et XC
F ,Z

les sous-faisceaux respectifs de XS,Z et XF ,Z dont les sections s’annulent le long de π−1(t) pour
tout t ∈ C. Une déformation isoholonomique H de F construite comme en (III.1.2) à partir
d’un 1-cocycle de XC

F ,Z satisfait automatiquement à une condition de trivialité de type (4),

H|C×D
' (F|C) × D,

Cette propriété justifie leur introduction au regard de l’énoncé du théorème de réalisation à
paramètres. La transcription des définitions de cobordisme élémentaire et cobordisme général
dans le contexte d’un espace de paramètres n’est pas difficile. Dés lors, nous nous proposons
de montrer la proposition de cobordisme à paramètres dans la catégorie ColC0 (M, Z,U) :

Proposition IV.4.1. Soit F une déformation isoholonomique sur M de type courbe généralisée
marquée non-dicritique et Z une croix adaptée à F . Alors tout élément de ColC0 (M, Z,U) est
F-cobordant à M.

Un des avantages du formalisme que nous avons introduit est la similarité des démonstrations
des théorèmes de cobordisme sans et avec paramètres. Dans les sections à suivre, nous reprenons
les étapes de la démonstration sans paramètre en ne développant que les arguments spécifiques
au problème à paramètres.
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IV.4.1 Le théorème de stabilité dans ColC0 (M, Z,U).

Pour établir un théorème de stabilité dans ColC0 (M, Z,U), la stratégie consiste à établir
d’abord son analogue pour les faisceaux Autn(M, Z) ; puis à corriger la trivialisation de 1-
cocycle ainsi obtenue pour qu’elle soit à valeurs dans le faisceau AutCn (M, Z) ; puis enfin, à
étudier la situation au voisinage de la croix pour aboutir à une trivialisation à valeurs dans
GC

Z
0.

Dans un premier temps, il n’est pas difficile de montrer le lemme suivant en calquant la preuve
de (II.3.2) au contexte présent :

Lemme IV.4.2. Il existe un entier δ(n) tendant vers l’infini avec n tel que l’image du morphisme
naturel

H1(D,Autδ(n)(M, Z)) → H1(D,Autn(M, Z))

est triviale.

Pour corriger la trivialisation d’un 1-cocycle de Autδ(n)(M, Z) à valeurs dans Autn(M, Z), un
lemme de prolongement est établi :

Lemme IV.4.3. Il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0, toute section holomorphe φC de Autn(M, Z)
au-dessus de π−1(C) se prolonge en une section globale de Autn(M, Z).

Démonstration: L’automorphisme d’arbres φC descend en un automorphisme φ∗C le long de
0×C ⊂ C2 ×K qui commute à la projection sur K et qui fixe la croix. Soit un système (x, y, t)
au voisinage 0 × C tel que la croix soit donnée par {xy = 0}. L’automorphisme φ∗C s’écrit en
coordonnées

φ∗C(x, y, t) =


x(1 + y

∑

i,j|i+j≥ν

aij(t)x
iyj), y(1 + x

∑

i,j|i+j≥ν

bij(t)x
iyj), t




où les fonctions aij et bij sont holomorphes sur C. Comme l’ouvert K est de Stein, d’après [9]
il existe des fonctions Aij et Bij holomorphes sur K telles que

Aij |C = aij et Bij |C = bij .

L’application

(x, y, t) →


x(1 + y

∑

i,j|i+j≥ν

Aij(t)x
iyj), y(1 + x

∑

i,j|i+j≥ν

Bij(t)x
iyj), t


 (IV.6)

définit un germe d’automorphisme le long de 0 ×K ⊂ C2 × K qui prolonge φ∗C , commute à la
projection sur K et fixe la croix. De plus, en convenant de choisir Aij = 0 et Bij = 0 dès que
aij = 0 et bij = 0, l’ordre de tangence à l’identité du prolongement est le même que celui de
φ∗C . Aussi, pour n assez grand, le prolongement (IV.6) se relève à l’arbre M en une section
globale du faisceau Autn(M, Z).

�
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On obtient alors immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire IV.4.1. Il existe un entier δ(n) tendant vers l’infini lorsque n tend vers l’infini tel
que l’image du morphisme naturel

H1(D,AutCδ(n)(M, Z)) → H1(D,AutCn (M, Z))

est triviale.

Démonstration: Soit {φij} ∈ Z1(D,AutCδ(n)(M, Z)). Considérons sa trivialisation par un 0-

cocycle {φi} à valeurs dans le faisceau Autn(M, Z) donnée par le lemme (IV.4.2). Par définition
de la condition de bord sur C, il vient

φi|π−1(C) ◦ φ
−1
j |π−1(C) = Id.

Aussi, la famille
{
φi|π

−1(C)
}

se recolle en une section φ de Autn(M, Z) au-dessus de C. D’après
le lemme précédent, il existe une section globale Φ de Autn(M, Z) telle que

Φ|π−1(C) = φ.

Le cocycle
{
φi ◦ Φ−1|i

}
est alors une trivialisation du cocycle à valeurs dans AutCn (M, Z).

�

Pour montrer le résultat de stabilité qui nous intéresse, il reste à analyser la situation au
voisinage de la croix. Il n’es pas difficile de voir que l’arbre M se trivialise au voisinage de
chaque composante connexe de la croix et que les systèmes de coordonnées adaptées décrit en
(II.2.1) persistent dans le contexte à paramètres. Dés lors, la preuve du résultat suivant est
identique à celle de (III.3.4).

Théorème IV.4.4 (Théorème de stabilité). Pour n assez grand, l’image de l’inclusion naturelle

ColCn (M, Z,U) ↪→ ColC0 (M, Z,U)

est constituée d’arbres isomorphes entre eux dans la catégorie ColC0 (M, Z,U).

IV.4.2 Étape 1 : le cas infinitésimal à paramètres.

Soit F une déformation isoholonomique sur un arbre M de type courbe généralisée non-
dicritique. Considérons la cime Mh d’un processus d’éclatements de morphisme total Eh tel
que l’on dispose d’un isomorphisme

Mh φ
' M.

Soit F0 germe de feuilletage le long de 0 × K ⊂ C2 × K tel que E∗F0 = F où E = φ ◦ Eh. Le
feuilletage F0 est donné par un germe de 1-forme holomorphe intégrable Ω0 tel que

Sing(Ω0) = 0 ×K.
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Soit F0 un équation réduite des séparatrices de F0 et Ω la 1-forme sur M définie par Ω = E∗Ω0.
Localement, le feuilletage F est trivial : précisément, tout point x appartenant à M admet un
voisinage U tel qu’il existe t ∈ π(U) et un diagramme commutatif

(U,F|U )
∼

//

π

((Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

(Ut × V,Ft × V )

pr2

��

V

, t ∈ π(U), Ut ⊂ π−1(t) et Ft = i∗tF .

Cette trivialité locale permet de généraliser les calculs effectués en (III.2.1). On démontre ainsi
le lemme suivant :

Proposition IV.4.2. Il existe une suite exacte

0 −→ M
n
ZX

C
F ,Z −→ M

n
ZX

C
S,Z

Ω(.)
−−→ M

C

Z
n (F ) −→ 0

où (F ) désigne le sous-faisceau de OM engendré par la fonction F , F = F0 ◦ E.

Pour établir un analogue au théorème de cobordisme infinitésimal, il reste à déterminer la
cohomologie du dernier terme de la suite exacte ci-dessus :

Lemme IV.4.5. La cohomologie du faisceau MC

Z
n vérifie

H1(D,MC

Z
n) = 0.

Démonstration: Considérons un voisinage MW de D définissant le germe de variété M et la
fibration associée

Π : MW 7−→ K = π ◦Eh

où K ⊂ K est un ouvert de Stein dans Cp. La suite spectrale de [11] associée au faisceau Mn
Z

et à la fibration Π induit en particulier la suite exacte suivante

H1
(
K,Π∗M

C

Z
n)→ H1

(
MW ,M

C

Z
n)→ H0

(
K,R1Π∗M

C

Z
n)→ H2

(
K, π∗M

C

Z
n) .

Comme π est une application propre et MC

Z un faisceau cohérent, Π∗M
C

Z
n est un faisceau

cohérent [12]. L’ouvert K étant de Stein, les termes extrémaux de cette suite exacte sont
triviaux [13]. Ainsi, on dispose de l’isomorphisme

H1
(
MW ,M

C

Z
n) ' H0

(
K,R1Π∗M

C

Z
n) . (IV.7)

La fibre en x du faisceau dérivé vérifie :

(
R1Π∗M

C

Z
n)
x
' H1

(
Π−1(x),MC

Z
n|Π−1(x)

)
. (IV.8)

Notons Mx ⊂ (OK)x l’idéal des germes de fonctions nulles en x. En utilisant un recouvrement
distingué de Π−1(x), on constate que

H1
(
Π−1(x),MC

Z
n)⊗OKx

OKx /Mx
' H1

(
Π−1(x),MC

Z
n ⊗OKx

OKx /Mx

)
.
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Notons ix l’injection Π−1(x) ⊂ M ; une simple représentation locale en coordonnées assure
l’isomorphisme

MC

Z
n ⊗OKx

OKx /Mx
' i∗xM

C

Z
n.

Or, d’après (III.2.3), la cohomologie du faisceau i∗xM
C

Z vérifie

H1
(
Π−1(x), i∗xM

C

Z
n) = 0.

Ainsi, il vient
H1
(
Π−1(x),MC

Z
n)⊗OKx

OKx /Mx
= 0.

Le lemme de Nakayama [18] et la relation (IV.8) assurent alors que le faisceau R1Π∗M
C

Z
n est

le faisceau nul et suivant (IV.7), il vient

H1
(
MW ,M

C

Z
n)

= 0.

Enfin, par passage à la limite inductive sur les voisinages de D obtenus comme pré-image de
voisinages de Stein de 0 ×K dans C2 ×K, on obtient le résultat recherché.

�

La suite exacte longue en cohomologie associée à la suite exacte (IV.4.2) et au recouvrement U
contient la proposition suivante

Proposition IV.4.3 (Cobordisme infinitésimal). Soit F une déformation isoholonomique sur
un arbre M de type courbe généralisée non-dicritique et Z un croix adaptée à F . L’application
canonique

H1
(
D,Mn

ZXCF ,Z

)
−→ H1

(
D,Mn

ZXCS,Z

)

est surjective.

IV.4.3 Étapes 2 et 3 : cobordisme dans ColC1 (M, Z,U) et dans ColC0 (M, Z,U).

Le théorème de stabilité et la propriété de cobordisme infinitésimal ayant été établis, l’algo-
rithme développé en (III.2.4) fonctionne à nouveau dans le contexte à paramètres sans aucun
changement dans la démonstration. En particulier, comme la projection π commute au crochet
de Lie, la condition de verticalité est invariante par crochet de Lie.

IV.4.4 Démonstration du théorème de réalisation à paramètres.

Nous présentons les dernières étapes de la preuve.

Préparation du cocycle.

Soit (M,D,Σ, π) et (M′,D′,Σ′, π′) deux arbres marqués. Dans un premier moment, on
effectue les hypothèses suivantes :

1. il existe un biholomorphisme θ entre D et D ′ qui commute aux projections et respecte les
marquages ;
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2. les arbres M|C et M′|C sont conjugués par un biholomorphisme φC qui respecte le mar-
quage.

La deuxième condition est une hypothèse nécessaire à la condition de bord attendue, c’est-à-dire
la réalisation d’une déformation triviale le long de C. Les résultats suivants ont pour objectif
de construire un cocycle de collage associé à notre problématique vérifiant une condition de
cohérence vis à vis de cette condition de bord.
Au voisinage de chaque composante D, le biholomorphisme θ|D se prolonge naturellement
sur voisinage tubulaire T (D) de D dans un voisinage tubulaire de θ(D). Notons ΘD un tel
prolongement. L’automorphisme

ΘD ◦ φ
(−1)
C |C

est un automorphisme de T (D)|C qui laisse invariante chaque composante de D transverse à
D et qui commute à la projection.

Lemme IV.4.6. Il existe un automorphisme HD de T (D) respectant le marquage et prolongeant

ΘD ◦ φ
(−1)
C |C au-dessus de K.

Démonstration: Notons ici hD l’automorphisme ΘD ◦φ
(−1)
C [C . La restriction de π à un voisinage

tubulaire T (D) de D est assimilé à une déformation d’un voisinage de droite projective P1

d’auto-intersection strictement négative au-dessus d’un ouvert de Stein K. D’après le théorème
de Grauert [17], on peut redresser cette déformation en une déformation triviale de T (D).
Fixons ainsi un système de coordonnées (x, t, s) sur T (D)\{t = ∞} où

1. {x = 0} est une équation locale D ;

2. {t = fi(s), t = ∞}i=1,...,N sont les équations des composantes irréductibles de D trans-
verses à D ;

3. la fibration π s’écrit (x, t, s) 7→ s.

Si N ≤ 1, le groupe des automorphismes globaux de C agissant transitivement sur les points,
on peut supposer que hD est l’identité en restriction à D. Lorsque N ≤ 2, hD en restriction à D
fixe au moins 2 points donc est réduit à l’identité. Enfin, par construction, hD laisse globalement
invariante chaque courbe t = fi(s) et commute à la projection π. Ainsi, en coordonnées, on
peut écrire hD sous la forme

(x, t, s) 7→


xA(x, t, s), t + xB(x, t, s)

∏

i=1,...,N

(t− fi(s)), s


 , (x, t) ∈ T (D)\{t = ∞}, s ∈ C

où A et B sont des fonctions holomorphes avec A(0, t, s) 6= 0. Le biholomorphisme hD se
prolongeant le long {t = ∞}, dans le développement de A et B

A(x, t, s) =
∑

ij

aij(s)x
itj, B(x, t, s) =

∑

ij

bij(s)x
itj

où aij et bij sont holomorphes sur C, les fonctions aij et bij sont nulles dès que ip − j < 0, p
désignant l’auto-intersection de D. Ainsi, la fonction (t, s) 7→ A(0, t, s) se réduit à

(t, s) 7→ a00(s).
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La fonction a00 se prolonge en une fonction ã00 holomorphe sur K qui ne s’annule pas : en effet,
comme K est de Stein, on dispose déjà d’un prolongement quelconque ã de a00 [9]. Les zéros
de ã et l’ensemble C = Z(f1, . . . , fm) ont une intersection vide. Il existe donc F ∈ (f1, . . . , fm)
tel que les zéros de ã et ceux de F ne s’intersectent pas dans K. Autrement dit, la fonction

méromorphe
ã

F
admet un lieu d’indétermination vide dans K. L’image de K par cette fonction

méromorphe ne saurait être C tout entier. Ainsi, il existe λ ∈ C tel que ã − λF ne s’annule
pas sur K. Le prolongement ã00 = ã − λF convient. Maintenant, on prolonge chaque fonction
aij , (i, j) 6= (0, 0) et bij sur K en ãij, (i, j) 6= (0, 0) et b̃ij, prenant soin de choisir la fonction
nulle pour prolongement chaque fois que ip− j < 0. L’application HD définie par

(x, t, s) 7→


xÃ(x, t, s), t + xB̃(x, t, s)

∏

i=1,...,N

(t− fi(s)), s


 , (x, t) ∈ T (D)\{t = ∞}, s ∈ K

où Ã et B̃ s’écrivent

Ã(x, t, s) =
∑

ij

ãij(s)x
itj, B̃(x, t, s) =

∑

ij

b̃ij(s)x
itj

prolonge hD sur T (D)\{t = ∞} ×K. De plus, le jacobien de HD en (0, t, s) s’écrit

Jac(HD)(0, t, s) = |Ã(0, t, s)| = |ã00(s)| 6= 0.

Ainsi, HD est un germe d’automorphisme de T (D)\{t = ∞}×K dans lui-même qui se prolonge
holomorphiquement le long de {t = ∞} d’après les conditions d’annulations des fonctions ãij
et b̃ij . Ce qui prouve le lemme.

�

En effectuant la construction du lemme (IV.4.6) pour chaque composante irréductible de D, on

obtient une famille d’automorphismes {HD}D∈Comp(D) qui cöıncident avec ΘD ◦φ
(−1)
C au-dessus

de C. La famille de biholomorphismes définie par

ΛD = H−1
D ◦ ΘD, D ∈ Comp(D)

constitue la forme normale de cocycle recherchée. Précisément, cette famille satisfait aux pro-
priétés suivantes :

Lemme IV.4.7 (Normalisation du cocycle). La famille de biholomorphismes {ΛD}D∈Comp(D)

vérifie les propriétés suivantes :

1. ΛD est un biholomorphisme de T (D) dans T (θ(D)) qui commute aux fibrations π et π ′.

2. ΛD|C = φC .

3. ΛD conjugue les points singuliers et les traces dans les voisinages tubulaires des compo-
santes des diviseurs qui se correspondent par le marquage.
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La famille d’applications
(
ΛD
−1 ◦ ΛD′

)
(D,D′)∈Comp(D)2̌

vérifie en outre

M′ '
∐

D∈Comp(D)

T (D)

/
(
x ∼ Λ−1

D ◦ ΛD′(x)
)
(D,D′)∈Comp(D)2̌

, (IV.9)

(
ΛD
−1 ◦ ΛD′

)
|C = Id. (IV.10)

La relation (IV.9) assure que M′ est isomorphe à un arbre obtenu par collage des ouverts d’un
recouvrement de M selon un cocycle vérifiant (IV.10), condition de cohérence vis à vis de la
condition de bord suivante

M|C ' M′|C .

Soit SDD′ le lieu singulier de D intersection des composantes D et D ′. Nous énonçons mainte-
nant le résultat de préparation à paramètres pour déduire de la famille

(
ΛD
−1 ◦ ΛD′

)
(D,D′)∈Comp(D)2̌

un cocycle approprié.

Lemme IV.4.8 (Préparation du cocycle). Il existe deux familles {∆DD′}(D,D′)∈Comp(D)2̌ et

{φD}D∈Comp(D) de germes d’automorphismes telles que
– ∆DD′ est défini au voisinage de SDD′, laisse invariante chaque feuille locale et vérifie

∆DD′ |C = Id.

– φD est un germe le long de D qui fixe chaque point de D et vérifie φD|C = Id.
– le germe d’automorphisme

φ−1
D′ ◦ ∆DD′ ◦ Λ−1

D ◦ ΛD′ ◦ φD

est tangent à l’identité aux points de SDD′.

La démonstration de ce lemme repose sur la trivialité de M au voisinage de chaque lieu sin-
gulier SDD′ et au voisinage de chaque composante irréductible de D. Cette remarque faite, la
démonstration suit le même algorithme que la démonstration du lemme (III.3.4), la propriété
(III.3.1) étant énoncée à paramètres.

Fin de la preuve.

Dans la dernière étape de cette construction, nous allons détailler la technique qui, jointe
au passage à un recouvrement fin distingué effectué pour le problème sans paramètre, permet
le contrôle de la classe analytique des séparatrices. On rappelle ainsi le résultat final à obtenir :

Soit M un arbre au-dessus deK et C un sous-ensemble analytique deK. Soit F une déformation
isoholonomique de type courbe généralisée marquée non-dicritique sur M. Soit S une famille
équisingulière de courbes au-dessus de K vérifiant

1. S et Sep(F) sont topologiquement conjuguées.
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2. S|C et Sep(F)|C sont analytiquement conjuguées.

Théorème IV.4.9 (Théorème de réalisation à paramètres). Il existe une suite de déformations
isholonomiques

{
F i
}

1≤i≤N
sur des arbres au dessus de K × D telle que

1. F1|K×{−1} = F .

2. Pour tout i ≤ N − 1, F i|K×{1} et F i+1|K×{−1} sont analytiquement conjugués.

3. Sep
(
FN |K×{1}

)
' S.

4. Pour tout i, F i|C×D
est analytiquement conjugué à

(
F i|C×{−1}

)
× D

La démonstration s’effectue ainsi : soit n un entier de détermination pour la famille équisingulière
S donné par la proposition (IV.2.2). On note Mh

S l’arbre cime de réduction de S. On considère
alors En+h+1 le morphisme total du processus d’éclatements au-dessus Mh

S défini comme en
(IV.3) relativement à la courbe S, Mn+h+1

S désignant l’arbre marqué cime de ce processus.
Comme F est un feuilletage de type courbe généralisée, le processus de réduction de F et
de Sep(F) sont égaux. Ainsi, les hypothèses assurent qu’il existe une conjugaison analytique
compatible aux marquages telle que

Mh
S |C ' M|C .

Soit l’arbre Mn+1 désignant l’arbre cime du processus défini par

Mn+1 Fn+1

→ . . . → Mj F j

→ . . .
F 1

→ M⋃ ⋃ ⋃

Σn+1 → . . . → Σj → . . . → Σ⋃ ⋃ ⋃

∅ → . . . → Sing(F ∗j F) → . . . → Sing(F)

, (IV.11)

où Fj désigne le morphisme total de l’arbre Mj. Comme tout germe d’automorphisme de
Diff(C2, 0) se relève au voisinage du diviseur obtenu après éclatement de l’origine, une récurrence
sur l’entier n assure l’existence d’une conjugaison analytique compatible aux marquages

Mn+1+h
S |

C
' Mn+1|C .

Désignons par Fn+1 le feuilletage relevé de F sur Mn+1. Dans la mesure où le théorème de
M. Seguy (III.3.2) se laisse naturellement généraliser à paramètres, il existe une déformation
isoholonomique marquée H de base K × D telle que

1. H|K×{0} = Fn+1.

2. H|K×{1} est supporté par un arbre Mn+1′ dont le diviseur est biholomorphe au diviseur

exceptionnel du morphisme En+h+1. On note Fn+1′ le feuilletage induit sur Mn+1′ par
la déformation.

3. H|C×D
est conjugué à H|C × D.
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On est ainsi ramené aux hypothèses initiales de la préparation d’un cocycle (IV.4.4) car les
conditions ci-dessus assurent l’existence d’une conjugaison compatible aux marquages

Mn+h+1
S |

C
' Mn+1′|C .

Le cocycle préparé obtenu après passage à un recouvrement distingué fin U par une opération
similaire à celle décrite en (III.3.2) est par construction un élément de Z 1(D,GC0

Z) pour une
croix Z bien choisie. Le résultat de cobordisme à paramètres dans ColC0 (Mn+1′, Z,U) montre
alors qu’il existe une suite finie de déformations isoholonomiques marquées

{
F i
}

1≤i≤N
au

dessus de K × D telle que

1. F1|K×{−1} = Fn+1′.

2. Pour tout i ≤ N − 1, F i|K×{1} et F i+1|K×{−1} sont analytiquement conjugués.

3. Le feuilletage FN |K×{1} feuillette l’arbre Mn+h+1
S .

4. Pour tout i, F i|C×D
est conjugué à F i|C × D.

Maintenant, si n est choisi assez grand, toute composante irréductible du diviseur de Mn+h+1
S

rencontre au plus une composante du lieu d’attache de la transformée stricte de S. De plus, par
construction des marquages de déformations isoholonomiques, toute composante qui rencontre
une composante du lieu d’attache de la transformée stricte de S rencontre exactement une
composantes du lieu d’attache des séparatrices de FN |K×{1}. Ainsi en effectuant un éclatement
de moins, il vient

Att
(
En+h,Sep(FN |K×{1})

)
= Att(En+h, S).

Par équisingularité, les familles Sep(FN |K×{1}) et S sont topologiquement conjuguées. D’après

la proposition (IV.2.2), les familles équisingulières S et Sep(FN |K×{1}) sont analytiquement
conjuguées. Ce qui achève la preuve du théorème de réalisation à paramètres.
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Chapitre V

Modules d’un feuilletage.

L’espace des modules d’un feuilletage F , noté M(F), est l’ensemble des feuilletages topolo-
giquement conjugués à F quotienté par la relation d’équivalence analytique. De même, l’espace
des modules d’un germe de courbe S est l’ensemble des germes de courbes topologiquement
conjuguées à S quotienté par la relation d’équivalence analytique. Dans un premier moment,
nous montrons que pour un feuilletage F de type courbe généralisée non-dicritique, l’application
naturelle

M(F) −→ M

(
Sep(F)

)

est surjective. Ce théorème est obtenu comme conséquence d’un résultat portant sur l’espace
de cobordisme d’un feuilletage, c’est-à-dire l’ensemble des feuilletages cobordants au sens des
déformations isoholonomiques.
Dans un second moment, nous nous intéressons aux modules d’un feuilletage quasi-homogène.
Le résultat obtenu généralise une classification déjà établie pour la famille des feuilletages
nilpotent [7] et identifie les modules d’un feuilletage quasi-homogène à ceux des représentations
d’un groupe libre dans le groupe Diff(C, 0).

V.1 Classe de cobordime d’un feuilletage.

Dans cette partie, l’espace des paramètres näıfs, dit variété des arbres d’un processus
d’éclatements à arbre dual fixé est muni d’une structure naturelle de variété analytique lisse.
On montre ensuite que l’espace de cobordisme d’un feuilletage fibre au-dessus de la variété des
arbres.

V.1.1 Variété des arbres d’éclatements.

Soit M un arbre marqué. On considère A(M) l’ensemble des arbres marqués cimes d’un
processus d’éclatements dont l’arbre dual est conjugué à celui de M par une conjugaison qui
respecte le marquage. On met une structure analytique naturelle sur A(M).
Soit p et n deux entiers positifs. On note

∆p
n =

{
(x1, . . . , xn) ∈

(
P1\Ap

)n
\∀i 6= j, xi 6= xj

}

où Ap ⊂ P1 est un ensemble à p éléments.

89
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Proposition V.1.1. Il existe une famille finie d’entiers naturels {ni, pi}i∈I telle qu’existe une
bijection naturelle

A(M) '
∏

i∈I

∆pi
ni
.

Démonstration: La démonstration est une récurrence sur la hauteur de l’arbre M. Supposons
que la hauteur de l’éclatement soit 1. Notons n le cardinal de l’ensemble des points singuliers sur
l’unique composante irréductible du diviseur de M. Pour construire un arbre marqué cime d’un
processus d’éclatements dont l’arbre dual pondéré est celui de M, il suffit d’éclater l’origine une
fois et de choisir n points dans le diviseur deux à deux distincts. Le marquage est équivalent au
choix d’un n-uplet de ces points parmi tous les n-uplets possibles. Cette correspondance induit
une bijection naturelle

A(M) ' ∆0
n.

Supposons que la hauteur de l’arbre soit h. Écrivons le processus d’éclatements

M = Mh Eh

→ Mh−1 Eh−1

→ . . .
E1

→ M0
⋃ ⋃ ⋃

Σ = Σh → Σh−1 → . . . → Σ0
⋃ ⋃ ⋃

Sh → Sh−1 → . . . → S0

. (V.1)

Pour produire un arbre marqué M′ de même arbre dual que M, il faut effectuer plusieurs
opérations au-dessus de l’arbre Mh−1 dont le choix est sans ambigüıté dicté par l’arbre dual de
M. Nous listons les opérations possibles et décrivons les degrés de libertés qui leurs correspond :

– On éclate un point singulier du diviseur de hauteur h−1 ; ce qui n’ajoute aucun paramètre
supplémentaire à ceux correspondant à un processus produisant un arbre marqué de même
arbre dual que Mh−1.

– On éclate n(D) points sur la partie lisse d’une composante irréductible D de valence ν(D)
du diviseur de Mh−1. Le choix de ces n(D) points et le choix du marquage des nouvelles

composantes créées correspond de façon biunivoque à un élément de ∆
ν(D)
n(D).

– On ajoute p(D) points singuliers au diviseur de M sur la partie lisse d’une composante
irréductible de valence ν(D). Ce qui à nouveau correspond à l’ajout d’un espace de

paramètre ∆
ν(D)
p(D) .

Au final, on met en évidence une bijection

A(M) ' A(Mh−1) ×
∏

D∈Dh−1

∆
ν(D)
n(D) ×

∏

D∈Dh

∆
ν(D)
p(D) .

L’hypothèse de récurrence appliquée à l’arbre Mh−1 jointe à la bijection ci-dessus établit le
résultat au rang h.

�

La présentation simple de A(M) sous forme de produit vient précisément de ce que l’on
considère des arbres marqués. Si l’on oublie le marquage, l’espace des paramètres est le quotient
de A(M) par un groupe dont l’action n’est pas une action produit.
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Comme chaque ensemble ∆p
n est une variété analytique lisse, la bijection de la proposition

induit une structure de variété analytique lisse sur l’espace A(M). De plus, il existe une variété
analytique lisse M et une fibration holomorphe

A : M −→ A(M)

telle que la fibre au-dessus d’un point de p soit l’arbre cime du processus d’éclatements corres-
pondant au point p suivant la construction de la proposition précédente.

V.1.2 Réalisation d’un feuilletage à séparatrices fixées.

Un corollaire certes trivial mais probablement plus explicite que le théorème (III.3.1) as-
sure l’existence d’un feuilletage marqué dans la classe topologique d’un feuilletage marqué F
admettant comme séparatrice toute courbe marquée dans la classe topologique de Sep(F).
Précisément, on dispose du résultat suivant :

Théorème V.1.1. Soit F un feuilletage de type courbe généralisée non-dicritique de séparatrices
S et un germe de courbe S ′ topologiquement conjuguée à S marquée par S0. Il existe un
germe de feuilletage de type courbe généralisée marquée non-dicritique F ′ admettant S ′ comme
séparatrice et reliée à F par déformation isoholonomique.

Comme toute déformation isoholonomique est topologiquement triviale [27], le résultat suivant,
annoncé en introduction, est un corollaire immédiat du théorème (V.1.1) :

Corollaire V.1.1. Soit F un feuilletage de type courbe généralisée non-dicritique et un germe
de courbe S ′ topologiquement conjuguée à Sep(F). Il existe un feuilletage holomorphe topologi-
quement conjugué à F de séparatrice S ′ ; autrement dit, la flèche

M(F) −→ M

(
Sep(F)

)

est surjective.

Démonstration:(V.1.1)- Notons E ′ la réduction de S ′. D’après un résultat de O. Zariski [44],
l’arbre de réduction de S ′ admet un arbre dual pondéré isomorphe à celui de l’arbre de réduction
de S. De plus, les points d’attaches des transformées strictes de S et S ′ sont sur des composantes
irréductibles identifiées par cet isomorphisme. On considère un entier n associé à S donné par
le lemme (IV.2.2). Visiblement, les arbres duaux pondérés associés aux arbres des éclatements
ES,n+1 et E′S′,n+1 construits comme en (IV.3) sont isomorphes. Le théorème (V.2.4) assure
alors l’existence d’un feuilletage F0 sur l’arbre de E ′S′,n+h relié à F par une déformation iso-

holonomique. Soit
{
S̃i

}
i∈I

la famille des séparatrices irréductibles de F0. Notons S0 la courbe

analytique image de la famille
{
S̃i

}
i∈I

par l’éclatement E ′S′,n+1. Par construction, on dispose

de l’égalité

Att(ES′,n, S
′) = Att(ES′,n, S0).

Le feuilletage F0 est relié à F par une déformation isoholonomique. Or toute déformation
isoholonomique est à type topologique constant d’après (I.3.1). Aussi, F0 topologiquement
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conjugué à F . En particulier, la courbe S0 est topologiquement conjuguée à S ′. Le lemme
(IV.2.2) assure alors que les courbes S0 et S′ sont analytiquement conjuguées. L’image du
feuilletage F0 par cette conjugaison est un feuilletage topologiquement conjugué à F admettant
S′ comme séparatrice. De plus, toutes ces constructions sont compatibles aux marquages.

�

De manière synthétique, ce théorème établit le résultat annoncé en préambule : l’espace des
modules d’un feuilletage de type courbe généralisée non-dicritique se surjecte sur l’espace des
modules de ses séparatrices.

V.1.3 Classe de cobordisme d’un feuilletage.

Soit F0 un feuilletage de type courbe généralisée marquée feuilletant un arbre M0. On
considère Cob (F0) l’ensemble des feuilletages marqués reliés à F0 par une déformation iso-
holonomique marquée. En oubliant les séparatrices des feuilletages et en ne gardant comme
information que l’arbre de réduction et son marquage, le théorème (V.2.4) présente l’énoncé
alternatif suivant :

Théorème V.1.2. L’application

Π :

{
Cob (F0) −→ A(M0)

F −→ MF
,

où MF désigne l’arbre marqué cime du processus de réduction de F , est une surjection à fibres
connexes au-dessus de la variété A(M0), la connexité étant ici entendue au sens suivant : deux
feuilletages d’une même fibre sont reliés par une déformation isoholonomique dans la fibre.

Démonstration: La surjectivité est une conséquence immédiate du théorème (V.2.4). Pour établir
la connexité de la fibre, considérons deux feuilletages F et F ′ appartenant à la même fibre
Π−1(M). Par définition de la classe de cobordisme, il existe une déformation isoholonomique
F

D
de base D telle que les fibres en 1 et en −1 soient respectivement les feuilletages F et F ′

sur l’arbre M. Soit M
D

la déformation triviale M × D. D’après le théorème de réalisation
à paramètres, la déformation M

D
est le support d’une déformation isoholonomique dont les

fibres en 1 et −1 sont respectivement les feuilletages F et F ′. Dés lors, la restriction de cette
déformation au segment réel [−1, 1] ⊂ D est un chemin dans la fibre au-dessus de M qui relie
F et F ′.

�

Nous allons développer maintenant un exemple qui montre que la topologie de la fibre de cette
application peut être non-triviale. Soit cusp2 le feuilletage dit double-cusp admettant l’intégrale
première holomorphe

d(x2 − y3)(x3 − y2) = 0.

Sur l’arbre Mcusp2 cime du processus de réduction de ce feuilletage, la singularité c (Fig.
V.1) est résonnante linéarisable. Il existe des coordonnées (u, v) telles que le feuilletage soit
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U
2

D D’

c

φ
X

t

U1

Fig. V.1 – Déformation du cusp

localement donné par la 1-forme

pudv + qvdu, p, q ∈ N∗.

Le champ local tangent X = pu∂u − qv∂v induit une déformation de F paramétrée par [0, 2iπ]
définie par recollement le long d’un voisinage de c selon le flot de X (Fig. V.1) :

{Fs}s∈[0,2iπ] = s 7−→ F|U1

∐

x∼φs
X
x

F|U2 .

Comme le flot φ2iπ
X est égal à l’identité, la famille {Fs}s∈[0,2iπ] est un lacet dans l’espace de

cobordisme de F . On peut effectuer une homotopie de ce lacet aboutissant à un lacet dans
la fibre au-dessus de Π(F). Maintenant, on montre que ce lacet est homotope au lacet trivial
dans la fibre si et seulement si la famille s 7→ φsX est homotope à l’identité dans le groupe
des automorphismes qui laissent invariante chaque feuille locale. Ce qui dans le cas présent
est manifestement faux. La présence d’une singularité ayant une feuille locale à topologie non
triviale semble enrichir la topologie des fibres de Π. C’est pourquoi, de façon générique, la fibre
de cette application devrait être simplement connexe. Enfin, la famille de feuilletages définie
par {Φ∗tF}t∈[0,2iπ] où Φt est l’automorphisme de (C2, 0) s’écrivant

(x, y) 7→ (e−
3
5
itx, e−

2
5
ity)

décrit un lacet qui se projette sur A(Mcusp2) en un lacet non-homotope à l’identité. Cette
déformation voit la séparatrice x3 − y2 = 0 faire le tour de la singularité c.

L’action du groupe des automorphismes Diff(C2, 0) est équivariante pour l’application Π. On
sait que si le feuilletage F0 admet une intégrale première holomorphe alors le quotient de
Cob (F0) pour cette action est une variété analytique lisse [15]. On conjecture que ce résultat
persiste pour un feuilletage de type courbe généralisée non-dicritique générique. Dans l’exemple
(V.1), on sait que, pour une perturbation générique à séparatrice fixée du double-cusp, l’espace
des modules de déformations isoholonomiques est de dimension 1 et que l’espace des modules
de son arbre marqué est un point [30].
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V.2 Les feuilletages quasi-homogènes.

Reprenons le vocabulaire introduit dans [28] : un germe de feuilletage singulier à l’origine
de C2 est dit quasi-homogène lorsqu’il existe des coordonnées (x, y) telles qu’une équation f
de ses séparatrices est un polynôme quasi-homogène :

f =
∑

αi+βj=γ

aijx
iyj, α, β, γ ∈ N, α ∧ β = 1.

Le couple (α, β) est appelé le poids de la courbe. Un feuilletage quasi-homogène est en particulier
non-dicritique. Intrinsèquement, la quasi-homogénéité est équivalente à l’appartenance de f à
son idéal jacobien, c’est-à-dire, f ∈ (fx, fy). On dispose de plus d’une caractérisation en termes
de modules de déformations qui sera présentée par la suite. Nous allons prouver un résultat de
classification analytique des feuilletages quasi-homogènes lorsque l’on fixe la classe analytique
de ses séparatrices.

V.2.1 Réduction et rigidité.

Nous énonçons deux propriétés des feuilletages quasi-homogènes concernant successivement
leur réduction et un phénomène de rigidité.

Réduction.

Soit Ω un ouvert de C2 et p un point de Ω. Etant donné un germe de courbe lisse S au
voisinage de p, on définit le morphisme En(p, S) : (Mn

d ,D
n
d ) → (Ω, p) comme le morphisme

total du processus d’éclatements défini par le diagramme

Mn En

→ . . . Mj Ej

→ . . .
E1

→ M0
⋃ ⋃ ⋃

Σh → . . . Σj → . . . → Σ0
⋃ ⋃ ⋃

Sh → . . . Sj → . . . → S0

où S0 = 0 et Sj est le point d’attache de la transformée stricte de S par E1◦· · ·◦Ej . Le diviseur
exceptionnel Dn

d = End (p, S)−1(0) est une châıne de n composantes irréductibles {Di}1≤i≤n telle
que pour tout i

(E1 ◦ · · · ◦ Ei)
−1(p) = Ei+1 ◦ · · · ◦ En(D1 ∪ . . . ∪Di).

Nous appelons Di la iieme composante de En(p, S)

Soit f une fonction quasi-homogène

f =





∑

αi+βj=γ

aijx
iyj = 0



 , α, β, γ ∈ N∗, pgcd(α, β) = 1, α < β.
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Écrivons l’algorightme d’Euclide pour le couple (α, β) :

r0 = β, r1 = α





r0 = q1r1 + r2
· · ·

ri = qi+1ri+1 + ri+2

· · ·
rN = qN+1rN+1 + 0

. (V.2)

Les équations (V.2) permettent une description précise du processus de réduction de f :

Proposition V.2.1. Le morphisme total du processus de réduction de f s’écrit

Eq1(p1, S1) ◦ Eq2(p2, S2) ◦ · · · ◦ EqN+1(pN+1, SN+1) (V.3)

où

1. p1 = 0, S1 = {y = 0}.

2. pi+1 est le point d’intersection de la (qi)
ieme composante et de la (qi− 1)ieme composante

de Eqi(pi, Si).

3. Si+1 est le germe de courbe lisse déterminé par la (qi−1)ieme composante de Eqi(pi, Si).

Démonstration: La preuve est une récurrence sur la longueur de l’algorithme d’Euclide. Si la
longueur est 1, comme α et β sont premiers entre eux, l’algorithme se réduit à

r0 = β, r1 = α = 1 r0 = r0 × r1.

Dans les coordonnées (x, y), le morphisme Er0(0, {y = 0}) est donné localement au voisinage
du point d’attache de {f = 0} par

E
r0
d (0, {y = 0})(x1, y1) = (x1, y1x

r0
1 ).

Ainsi le relevé Er0(0, {y = 0})∗f s’écrit
(
Er0(0, {y = 0})∗f

)
(x1, y1) =

∑

i+r0j=γ

aijx
i+r0j
1 yj1 = xγ1

∑

i+r0j=γ

aijy
j
1

La courbe
∑

i+r0j=γ
aijy

j
1 = 0 est une union finie de germes de courbes lisses transverses

au diviseur exceptionnel. On vérifie que dans toute autre carte du processus d’éclatement, la
fonction Er0(0, {y = 0})∗f ne présente pas de lieu de zéros transverse au diviseur sauf peut-
être le long de le première composante du diviseur exceptionnel : ce dernier cas apparâıt si et
seulement si le germe de courbe {x = 0} est une composante de f−1(0). Dans tous les cas, la
courbe f−1(0) ou la fonction f sont réduites par le morphisme Er0(0, {y = 0}). Si la longueur
de l’algorithme d’Euclide est strictement supérieure à 1, en utilisant les notations de (V.2), on
considère le morphisme Eq1(p1, S1). Comme précédemment, le relevé de f peut s’écrire

f1(x1, y1) = Eq1(0, {y = 0})∗f(x1, y1) =
∑

αi+βj=γ

aijx
i+q1j
1 yj1

=
∑

α(i+q1j)+r2j=γ

aijx
i+q1j
1 yj1.
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Pour conclure, il suffit d’observer que l’équation ci-dessus définit un germe de courbe quasi-
homogène de poids (α, r2). Or la longueur de l’algorithme d’Euclide du couple (α, r2) est stric-
tement plus petite que celle du couple (α, β). Ainsi, l’hypothèse de récurrence assure que le
processus de réduction de f1 admet une description du type (V.3). Comme le morphisme de
réduction de f est la composition de Eq1(0, {y = 0}) et du morphisme de réduction de f1, la
proposition est démontrée.

�

L’arbre dual du processus de réduction de F est donc de la forme

Fig. V.2 – Arbre dual d’un feuilletage quasi-homogène.

D-rigidité.

On dispose d’un résultat caractérisant les polynomes quasi-homogènes parmi les fonctions en
termes de modules analytiques : f est un polynome quasi-homogène si et seulement l’équivalence
suivante est vérifiée

pour toute fonctions g, f est analytiquement équivalente à g si et seulement si la
courbe f−1(0) est analytiquement conjuguée à g−1(0).

En substance, les modules d’un feuilletage admettant une intégrale première qui est un po-
lynome quasi-homogène sont ceux de ses séparatrices. Cette propriété s’étend au feuilletage
quelconque quasi-homogène.

Théorème V.2.1 ([28]). Soit F un feuilletage de type courbe généralisée quasi-homogène.
Le feuilletage F est d-quasi-homogène, c’est à dire toute déformation isoholonomique Ω de
F satisfait l’équivalence suivante : Ω est analytiquement trivial si et seulement si la famille
équisingulière des germes de courbes {Sep(Ωt)}t est analytiquement triviale.

Cet théorème affirme en somme que les modules locaux à pseudo-groupe constant d’un feuille-
tage quasi-homogène s’identifient aux modules locaux des séparatrices.

V.2.2 Modules des feuilletages quasi-homogènes.

Afin d’établir l’absence d’obstruction transverse à l’identité entre modules d’un feuilletage
quasi-homogène et modules de son holonomie, quelques propriétés des automorphismes de
singularités réduites sont rappelées.
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Les automorphismes des singularités réduites.

Soit F un germe de feuilletage réduit à l’origine de C2 défini sur un polydisque ouvert V .
Le feuilletage F est donné par une 1-forme holomorphe ω à singularité isolée. On suppose que
la forme ω présente deux valeurs propres non-nulles. Dans ces conditions, F admet exactement
deux séparatrices lisses et transverses. Notons S une des ces séparatrices.
Soit U un ouvert de S ∩ V . On note Aut(F , U) le groupe des germes le long de l’ouvert U des
automorphismes de V fixant chaque point de U et laissant globalement invariant le feuilletage,
c’est-à-dire, vérifiant

φ∗ω ∧ ω = 0 et φ|U = Id.

On note Fix(F , U) le sous-groupe des automorphismes de Aut(F , U) qui laissent invariante
chaque feuille de F . Dans la littérature, Aut(F , U) est appelé le groupe d’isotropie de la sin-
gularité F [1].
Soit T un germe de courbe lisse transverse à S. On note h le difféomorphisme d’holonomie de
F calculé sur T . Soit φ appartenant à Aut(F , U). Le germe φ(T ) étant un germe de courbe
transverse à la séparatrice S, on peut considérer τφ le transport holonome de T vers φ(T ) : au
voisinage de S ∩ T , le feuilletage est régulier et admet S comme courbe invariante ; il existe
donc un système de coordonnées (u, v) qui redresse localement F et T :

S = {u = 0}, T = {v = 0} et F = {u = cst}.

L’application τφ est alors définie comme l’unique application holomorphe vérifiant

τφ : (u, v) ∈ (T, S ∩ T ) 7−→ (u, α(v)) ∈ (φ(T ), S ∩ T ).

Une telle application existe en vertu du théorème des fonctions implicites. La composée τ −1
φ ◦φ|T

est un automorphisme de T qui commute avec l’holonomie. Cette construction détermine un
morphisme de groupe

Aut(F , U) −→ Cent(h) /<h> (V.4)

et l’on dispose en fait du lemme suivant :

Lemme V.2.2. Il existe une suite exacte de groupes

0 −→ Fix(F , U) −→ Aut(F , U) −→ Cent(h) /<h> −→ 0 (V.5)

Démonstration: Soit g appartenant à Cent(h) /<h> . Fixons une fibration π au dessus de S∗ ayant
T pour fibre. Soit p appartenant à un voisinage de U privé de la séparatrice de F transverse à
S. Notons τp un chemin quelconque dans S reliant π(p) et T ∩S. Notons encore τp le transport
holonome induit par τ respectant la fibration π. On pose alors

G(p) = τ−1
p ◦ g ◦ τp(p).

L’application G est bien définie car g commute à l’holonomie : en effet, si τ ′p désigne le transport
holonome d’un autre chemin reliant π(p) et T ∩ S, alors l’application τ ′p ◦ τ

−1
p appartient au

groupe engendré par l’holonomie h. Ainsi, on dispose des relations :

τ ′p
−1

◦ g ◦ τ ′p = τ−1
p ◦ h−k ◦ g ◦ hk ◦ τp = τ−1

p ◦ g ◦ τp.
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De plus, G est un automorphisme de U privé de la séparatrice transverse à S qui est borné au
voisinage de S. Ainsi il se prolonge en un élément de Aut(F , U) dont l’image par le morphisme
(V.4) est visiblement g. La deuxième flèche de la suite exacte (V.5) est donc surjective. De
plus, par définition, son noyau est constitué des transformations de Fix(F , U).

�

Par la suite, on appliquera ce lemme en choisissant pour U un voisinage de la singularité dans
la séparatrice ou une couronne entourant la singularité.

Deux feuilletages quasi-homogènes mais une seule déformation isoholonomique.

Soit S une courbe quasi-homogène séparatrice de deux feuilletages de type courbe généralisée
F et F ′ et E le processus de réduction des singularités de S. Le processusE est aussi le processus
de réduction de F et F ′. Notons D ⊂ M le diviseur et l’arbre cime de ce processus. Supposons
que les holonomies de la composante centrale des feuilletages F et F ′ soient conjuguées. On
dispose alors du lemme suivant :

Proposition V.2.2. Il existe une déformation isoholonomique reliant F et F ′. En particulier,
F et F ′ ont mêmes pseudo-groupes d’holonomie.

Démonstration: Considérons un recouvrement distingué U = {Ui}i∈I
du diviseur exceptionnel

D. La proposition est visiblement équivalente à l’existence d’une famille d’automorphismes {ψ i}
telle que

1. ψi : Ui ∈ U → Ui conjugue les feuilletages E∗F|Ui
et E∗F ′|Ui

.

2. pour tout i, j, ψ−1
i ◦ ψj agit dans les feuilles locales de E∗F .

En effet, on dispose alors de l’isomorphisme

E∗F ′ '
∐

i∈I

E∗F|Ui

/
x ∼ ψ−1

i ◦ ψjx.

Comme ψ−1
i ◦ ψj agit dans les feuilles locales de E∗F , il existe d’après [1] une famille (Xij) de

champs de vecteurs holomorphes sur Ui ∩ Uj et tangents à F ainsi qu’une famille de fonctions
holomorphes (tij) telles qu’on dispose de relations

ψ−1
i ◦ ψj = Φ

tij
Xij

où Φt
X désigne le flot. La déformation définie par

s 7→
∐

i∈I

E∗F|Ui

/
x ∼ Φ

s·tij
Xij

x, s ∈ D

est une déformation isoholonomique de F vers F ′. Nous allons donc construire la famille {ψi}.
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Notons D0 la composante centrale du diviseur D et les autres composantes étant désignées de
façon naturelle (Fig. V.2) par

Comp(D) = {D−m, D−m−1, . . . , D−1, D0, D1, . . . , Dp−1, Dp} .

Soit s1, . . . , sn les points singuliers du diviseur sur D0. Comme les feuilletages admettent des
représentations d’holonomies conjuguées, il existe H0 un biholomorphisme au voisinage de
D0\{s1, . . . , sn} qui conjugue les feuilletages. En effet, fixons une courbe T0 transverse à D0 sur
laquelle sont calculées les représentations d’holonomies projectives respectives. Par hypothèse,
il existe un germe d’automorphisme h0 : T0 → T0 tel que pour tout [γ] ∈ Π1(D0\{s1, . . . , sn})
et x ∈ T0

h0([γ]Fx) = [γ]F ′h0(x) (V.6)

où [γ]F et [γ]F ′ désignent les images de γ par les représentations d’holonomies respectives.
Fixons une fibration π0 au-dessus de D0 dont T0, les composantes de la transformée stricte de
S attachées à D0 et les composantes du diviseur transverses à D0 sont des fibres. Une telle
fibration existe car D0 est le produit de l’éclatement du point singulier d’une courbe homogène.
On prolonge alors h0 par transport holonome sur un voisinage de D0 privé des singularités :
pour tout x dans ce voisinage, on considère un chemin γ dans la feuille reliant x à T0. On définit
alors H0(x) comme l’extrémité du relevé de γ selon la fibration π0 dans la feuille passant par
H0(T (x)) où T (x) désigne l’extrémité de γ. La relation (V.6) assure que cette définition ne
dépend pas du chemin γ choisi. Par construction, l’application H0 est bornée au voisinage
des composantes de S et des composantes du diviseur ; ainsi, elle se prolonge sur un voisinage
tubulaire de D0.
Soit D1 une composante du diviseur qui rencontre D0 au point s. Comme D1 ne présente qu’au
plus deux points singuliers, les représentations d’holonomies de E∗F et E∗F ′ sont de la forme

k ∈ Z = Π1

(
D1\Sing(D)

)
→ [η]kF ∈ Diff(C, 0)

k ∈ Z = Π1

(
D1\Sing(D)

)
→ [η]kF ′ ∈ Diff(C, 0)

où [η]F et [η]F ′ désignent les difféomorphismes d’holonomies d’un lacet η dans D1 faisant le
tour de s calculés pour les feuilletages respectifs E∗F et E∗F ′. Or, ces feuilletages sont analyti-
quement équivalents au voisinage de s. Ainsi, les applications [η]F et [η]F ′ sont analytiquement
conjuguées : il existe ψ ∈ Diff(C, 0) tel que

[η]F = ψ−1 ◦ [η]F ′ ◦ ψ.

Finalement, le diagramme commutatif

Π1 (D1\Sing(D))
HolF−−−−→ Diff(C, 0)

Id

y ψ∗

y

Π1 (D1\Sing(D))
HolF′
−−−−→ Diff(C, 0)

constitue une conjugaison des représentations d’holonomies de E∗F et E∗F ′ au-dessus de D1.
Maintenant, étant donnée la géométrie de l’arbre dual, l’argument précédent se propage le long
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du diviseur. En effectuant la même construction qu’au voisinage de D0, on obtient pour chaque
composante D du diviseur un automorphismes HD d’un voisinage tubulaire de D qui laisse
invariante la composante et vérifie

H∗DF = F ′.

Soit le recouvrement distingué {Ui}i∈I=I0∪I1
du diviseur défini par

{
D ∈ I0 = Comp(D), UD = D\Sing(E∗F)
(D,D′) ∈ I1 = Comp(D)2, U(D,D′) = T (D) ∩ T (D′) ∩ D

.

On considère la filtration suivante {In}n≥0 de I :

In = {D−n, . . . , Dn}
⋃

{D−n, . . . , Dn}
2

Lemme V.2.3. Pour tout n, il existe une famille {φi}i∈In telle que pour tout D ∈ In, φD
appartienne Aut(F , UD) et pour tout (D, (D,D′)) ∈ I2n les applications

φ−1
D ◦H−1

D ◦HD′ ◦ φ(D,D′)|UD∩U(D,D′)
et φ−1

D′ ◦ φ(D,D′)|UD′∩U(D,D′)

laissent invariante chaque feuille locale de E∗F .

Démonstration: La preuve est une récurrence sur l’entier n. Pour n = 0, le lemme est trivial
puisque la condition est vide et l’on choisit φD0 = id. Supposons le résultat vrai au rang
n. L’automorphisme φ−1

Dn
◦ H−1

Dn
◦ HDn+1 est un automorphisme du feuilletage défini dans un

voisinage de UDn ∩ U(Dn,Dn+1). D’après le lemme (V.2.2), il existe φ(Dn,Dn+1) appartenant à
Aut(F , U(Dn ,Dn+1)) tel que l’automorphisme

φ−1
Dn

◦H−1
Dn

◦HDn+1 ◦ φ(Dn,Dn+1)

laisse la feuille locale invariante. Comme UDn+1 est conforme à une couronne autour de singula-
rité contenue dans U(Dn,Dn+1), il existe de même un automorphisme φDn+1 dans Aut(F , UDn+1)
tel que

φ−1
Dn+1

◦ φ(Dn,Dn+1)

laisse invariante chaque feuille locale. Ces deux affirmations constituent l’hypothèse au rang
n+ 1.

�

Dés lors, la famille d’applications {ψi}i∈I
définie par

{
D ∈ I0, ψD = φD ◦HD

(D,D′) ∈ I1, ψ(D,D′) = ψ(D,D′) ◦HD′

vérifie les conditions annoncées en début de preuve.

�
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Équivalence analytique des feuilletages quasi-homogènes ayant mêmes holonomies.

Le théorème de réalisation à paramètres nous permet désormais de montrer que la clas-
sification à séparatrices fixées des feuilletages de type courbe généralisée quasi-homogènes se
ramène à la classification des holonomies. Précisément,

Théorème V.2.4. Soit F et F ′ deux feuilletages de type courbe généralisée quasi-homogènes
ayant leurs séparatrices analytiquement équivalentes. Si les holonomies des composantes cen-
trales sont conjuguées, alors F et F ′ sont analytiquement conjuguées.

Ce résultat contient en particulier la caractérisation des applications quasi-homogènes parmi les
applications holomorphes : en effet, si f est quasi-homogène et g est une application holomorphe
telles que f−1(0) et g−1(0) sont conjuguées, alors les feuilletages {df = 0} et {dg = 0} ont
mêmes holonomies, celles-ci étant linéaires et dés lors complètement déterminées par l’arbre de
réduction. Le théroème ci-dessus assure alors que les feuilletages et donc les fonctions f et g
sont analytiquement conjuguées.

Démonstration:V.2.4- On peut supposer que F et F ′ ont mêmes séparatrices. D’après la propo-
sition (V.2.2), il existe une déformation isoholonomique R de base D reliant F et F ′. Supposons
F et F ′ fibres de R respectivement en 0 et 1. Soit S les séparatrices de F et Striv la déformation
triviale de S au-dessus de D, Striv = S × D. En appliquant le théorème de réalisation à pa-
ramètres aux couples R et Striv en choisissant C = {0, 1} comme sous-ensemble analytique, on

détermine une déformation R
D

2 d’espace de paramètres D
2

telle que

1. R
D

2 |
D×0 ' R.

2. R
D

2 |
D×1 admet comme séparatrices de Striv.

3. R
D

2 |0×D
et R

D
2 |1×D

sont des déformations isoholonomiques triviales.

La déformation isoholonomique R
D

2 |R×{1} est celle d’un feuilletage de type courbe généralisée
non-dicritique quasi-homogène dont la déformation des séparatrices sous-jacente est analyti-
quement triviale. D’après le théorème de d-rigidité, la déformation R

D
2 |R×{1} est triviale. Dés

lors, par construction de R
D

2 , on dispose des isomorphismes

F ' R
D

2 |{0}×{0} ' R
D

2 |{0}×{1} ' R
D

2 |{1}×{1} ' R
D

2 |{1}×{0} ' F ′.

Ainsi les feuilletages F et F ′ sont analytiquement conjugués.

�
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Chapitre VI

Les feuilletages de deuxième espèce.

Le but de ce chapitre est d’étudier les obstructions au théorème de réalisation dans le cas
dicritique. Pour cela, une notion de singularité de deuxième espèce généralisant celle de [31] est
mise à jour et étudiée dans la perspective des résultats standards concernant les singularités
de deuxième espèce non-dicritiques. Cette approche permet d’identifier les points de fugues
d’un feuilletage dicritique comme responsables de l’impossibilité de réaliser toute déformation
des séparatrices par une déformation du feuilletage. Toutes ces constructions appellent une
immersion dans le monde des feuilletages formels.

Un germe de feuilletage formel F̂ dans C2 singulier à singularité isolée est la donnée d’un germe
de 1-forme formelle ω au voisinage de 0 ∈ C2

ω = â(x, y)dx + b̂(x, y)dy, pgcd(â, b̂) = 1

où â et b̂ appartiennent à C[[x, y]] et s’annulent à l’origine. On définit alors la multiplicité de
F̂ par

ν0(F̂) = min
(

ord0(â), ord0(̂b)
)
.

VI.1 Forme normale des singularités réduites formelles.

Comme dans le contexte convergent, un germe de feuilletage formel F̂ singulier à singularité
isolée admet un processus de réduction aboutissant à un feuilletage ne présentant que des
singularités réduites formelles. La classification formelle des feuilletages singuliers réduits est
bien connue. Nous la rappelons ici : il existe des coordonnées formelles (x, y) et u un germe
d’unité formelle tels que ω = uω̃ où ω̃ est une des quatre formes suivantes, dites formes
normales,

1. ω̃ = λydx + µxdy avec λµ 6= 0,
µ

λ
∈ C\Q,

2. ω̃ = qydx+ pxdy avec p, q ∈ N∗, p ∧ q = 1,

3. ω̃ = qy(1 + ζ(xpyq)k)dx + px(1 + (ζ − 1)(xpyq)k)dy avec p, q, k ∈ N∗ et ζ ∈ C,

4. ω̃ = (ζxp − p)ydx+ xp+1dy.

103
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Les formes du type (4) sont appelées selle-nœud. La variété invariante {x = 0} est alors appelée
variété forte et la variété {y = 0} est appelée variété faible.

Définition VI.1.1. Soit F̂ un selle-nœud et S un germe de courbe lisse formelle invariante.
Nous disons que F̂ est un selle-nœud transverse à S si S est le germe de variété forte de F̂ .
Dans le cas contraire, F̂ est un selle-nœud tangent à S.

VI.2 Multiplicité d’un feuilletage formel.

Nous allons énoncer une formule liant la multiplicité de F̂ à l’origine de C2 et un certain
nombre d’invariants naturels de la réduction des singularités de F̂ et de ses singularités réduites.
Dans cette optique, adoptons la définition suivante similaire à celle de [14].

Définition VI.2.1 (Indice et ordre de tangence). Soit F̂ un germe de feuilletage formel.

1. Soit (S, p) un germe de courbe lisse formelle invariante. On appelle indice de S par rapport
à F̂ , l’entier Ind(F̂ , S, p) défini par :

si S = {y = 0} et p = (0, 0), Ind(F̂ , S, 0) = ord0b(x, 0).

2. Soit (S, p) un germe de courbe lisse formelle non-invariante. On appelle ordre de tangence
de S par rapport à F , l’entier Tan(F̂ , S, p) défini par

si S = {y = 0} et p = (0, 0), Tan(F̂ , S, 0) = ord0a(x, 0).

La valence de v(D) d’une composante irréductible D de D est le nombre de composantes
irréductibles de D ayant un point d’intersection avec D. On note, de plus, v d̄(D) la valence
non-dicritique, c’est-à-dire le nombre de composantes non-dicritiques de D ayant un point
d’intersection avec D. On remarque que si D est dicritique, vd̄(D) = v(D). Dans [14], on trouve
la formule suivante généralisant la formule obtenue dans [2] en cas d’absence de composante
dicritique :

Proposition VI.2.1. La multiplicité de F̂ vérifie l’égalité

ν0(F̂) + 1 =
∑

D∈Comp(d)

ν(D)ρ(D)

où

1. si D est non-dicritique, ρ(D) = −vd̄(D) +
∑

q∈D Ind(E∗F̂ , D, q).

2. si D est dicritique, ρ(D) = 2 − vd̄(D) +
∑

q∈D Tan(E∗F̂ , D, q).

Nous allons introduire une notion d’équation équilibrée des séparatrices de F̂ . Dans le cas non-
dicritique, on retrouvera la notion de séparatrice habituelle. Une séparatrice de F̂ est isolée si
sa transformée stricte est attachée à une composante non-dicritique de D. Si D est dicritique,
on appelle pinceau de D l’ensemble des séparatrices transverses attachées à D. On adopte alors
la définition suivante

Définition VI.2.2. Un système complet de séparatrices est la réunion de deux germes de courbes
Z ∪ P où
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1. Z est l’ensemble des séparatrices isolées formelles et, pour chaque composante dicritique
D de valence plus petite que deux, 2 − v(D) courbes du pinceau de D.

2. P est l’union, pour chaque composante de valence au moins trois, de v(D)−2 courbes du
pinceau de D.

Une équation équilibrée des séparatrices est un germe de fonction méromorphe F̂ dont les zéros
et les pôles sont simples et correspondent respectivement aux ensembles Z et P d’un système
complet de séparatrices.
L’objectif est de démontrer une formule liant la multiplicité d’un feuilletage formel et la mul-
tiplicité d’une équation équilibrée de ses séparatrices. Soit F̂ un germe de singularité formelle
à singularité isolée dans C2, E la réduction de ses singularités et F̂ une équation équilibrée
des séparatrices. La multiplicité de F̂ est définie comme la différence ν0(N̂ ) − ν0(P̂ ) dans une

écriture F̂ =
N̂

P̂
. On note SNT (F̂) l’ensemble des singularités du feuilletage réduit E∗F̂ qui

sont des selle-nœuds tangents au diviseur exceptionnel.

Proposition VI.2.2. On dispose de l’expression suivante :

ν0(F̂ ) = ν0(F̂) + 1 +
∑

s∈SNT ( bF)

∑

D∈V (s)

ν(D)
(

Ind(E∗F̂ , D, s) − 1
)

où V (s) désigne l’ensemble des composantes irréductibles du diviseur qui contiennent le point
s. En particulier, la multiplicité d’une équation équilibrée ne dépend pas du choix d’un système
complet de séparatrices.

Démonstration: Écrivons F̂ =
N̂

P̂
où N̂ et P̂ sont des germes de fonctions holomorphes. Les

courbes
{
N̂ = 0

}
et
{
P̂ = 0

}
ainsi que les feuilletages induits par dN̂ et dP̂ sont réduits par E.

La proposition (VI.2.1) appliquée successivement à F̂ , dN̂ et dP̂ fournit les relations suivantes :

ν0(F̂) + 1 =
∑

D∈Comp(d)

ν(D)ρ(D),

ν0(dN̂ ) + 1 =
∑

D∈Comp(d)

ν bN (D)ρ bN (D),

ν0(dP̂ ) + 1 =
∑

D∈Comp(d)

ν bP (D)ρ bP (D).

Les multiplicités des composantes ne dépendent que du processus d’éclatements et pas des
feuilletages, donc, pour toute composante D, il vient

ν(D) = ν bN (D) = ν bP (D).

Si D est non-dicritique pour F , on obtient l’écriture suivante

ρ(D) = Iso(D) +
∑

q∈D∩SNT ( bF)

(Ind(E∗F̂ , D, q) − 1),
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où Iso(D) est le nombre de séparatrices formelles isolées attachées à D. Si D est dicritique
pour F̂ , comme E∗F̂ est réduit, l’entier ρ(D) est égal à 2 − v(D). Par construction, si D est
une composante non-dicritique, les entiers ρ bN (D) et Iso(D) sont égaux. De plus, si D est une
composante dicritique de valence plus petite que deux, l’entier ρ bN (D) vaut 2 − v(D) = ρ(D).

Enfin, comme la courbe
{
N̂ = 0

}
ne présente pas de zéro attaché aux composantes de valence

supérieure à trois, on obtient la relation

ν0(N̂ ) = ν0(dN̂ ) + 1 =∑

D ∈ Comp(d)
D non-dicritique ou
D dicritique et v(D) ≤ 2

ν(D)ρ(D) −
∑

D ∈ Comp(d)
D non-dicritique

ν(D)
∑

q∈D∩SNT ( bF)

(Ind(E∗F̂ , D, q) − 1). (VI.1)

Maintenant, E∗F̂ étant réduit, tout point q appartenant à une composante dicritique D satisfait
la relation

Tan(E∗F̂ , D, q) = 0.

Ainsi, pour toute composante dicritique de valence supérieure à trois, il vient ρ bP (D) = −ρ(D).
En dehors de cet unique cas, l’entier ρ bP (D) est nul. Ainsi, on dispose de la relation

ν0(P̂ ) = ν0(dP̂ ) + 1 = −
∑

D ∈ Comp(d)
D dicritique et v(D) ≥ 3

ν(D)ρ(D). (VI.2)

La proposition est une combinaison des relations (VI.1) et (VI.2).

�

VI.3 Feuilletage dicritique de deuxième espèce.

La notion d’équation équilibrée des séparatrices est naturellement attachée à celle de feuille-
tage dicritique de deuxième espèce introduite maintenant. Les propriétés connues des feuille-
tages non-dicritiques de deuxième espèce vont présenter des analogues naturels dans le contexte
présent.

Définition VI.3.1. F̂ est dit de deuxième espèce si aucun point singulier de E∗F̂ n’est un
selle-nœud tangent au diviseur exceptionnel.

On ne demande donc pas que F̂ soit non-dicritique. Il résulte immédiatement de la proposition
(VI.2.2) le critère suivant

Proposition VI.3.1. Soit F̂ une équation équilibrée des séparatrices. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. F̂ est un feuilletage de deuxième espèce.

2. ν0(F̂ ) = ν0(F̂) + 1.
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La réduction des singularités de F̂ consiste à réduire les singularités de ses zéros et de ses pôles,
puis à faire encore suffisamment d’éclatements pour aboutir à une fonction méromorphe sans
lieu d’indétermination. On peut montrer que la réduction des singularités de F̂ et de F̂ sont
égales. Lorsque le feuilletage n’est pas dicritique, on retrouve le critère démontré dans [31].

Pour analyser le problème de réalisation pour un feuilletage dicritique, nous allons établir un
analogue de la suite exacte de faisceaux (III.2.1) dans le contexte présent. Dans cette optique,
on établit en premier lieu le lemme suivant :

Lemme VI.3.1. Pour toute composante D de D, on dispose de l’alternative suivante :

1. si D est non-dicritique, νD(F̂ ) = νD(F̂) + 1,

2. si D est dicritique, νD(F̂ ) = νD(F̂),

l’entier νD(∗) désignant la multiplicité de l’éclaté en un point générique de D.

Démonstration: La démonstration est une récurrence sur la hauteur de la composante de D
dans la processus d’éclatements. Au rang 1, il suffit de constater les faits suivants : les entiers
νD0(F ) et ν0(F ) sont égaux ; si D0 est non-dicritique, νD0(F̂) = ν0(F̂) ; si D0 est dicritique
νD0(F̂) = ν0(F̂) + 1. L’initialisation est donc la proposition (VI.3.1). Pour l’induction, on
suppose que l’on regarde le processus de réduction jusqu’à la hauteur i et que l’on s’intéresse
à une composante D de Di+1 obtenue par éclatement d’un point c. On note F̂ i l’éclaté divisé
de F̂ par Ei∗. On dispose alors des relations suivantes :

νD(F̂) = νc(E
i∗F̂) +

∑

Dc∈V(c)

νDc(F̂) + ε(D), (VI.3)

νD(F̂ ) = νc(F̂
i) +

∑

Dc∈V(c)

νDc(F̂ ), (VI.4)

où ε(D) vaut 0 si D est non-dicritique, 1 sinon. Désormais, il faut distinguer les cas :

1. V (c) contient une seule composante D0.

(a) D0 est non-dicritique : soit F̂c le germe de fonction méromorphe au voisinage de c
obtenue en multipliant F̂ i et un germe d’équation de D0 en c. Il est clair que F̂c est
une équation équilibrée des séparatrices du feuilletage E i∗F̂ . D’après la proposition
(VI.3.1), il vient

νc(F̂c) = νc(E
i∗F̂) + 1. (VI.5)

Or, par construction, on dispose de l’égalité

νc(F̂c) = 1 + νc(F̂
i
c ). (VI.6)

De plus, l’hypothèse de récurrence assure la relation

νD0(F̂ ) = νD0(F̂) + 1. (VI.7)

En combinant (VI.3), (VI.4), (VI.5), (VI.6) et (VI.7), il vient

νD(F̂ ) = νD(F̂) + 1 − ε(D).
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(b) D0 est dicritique : dans ce cas, on prend pour F̂c le germe F̂ ic . À nouveau, F̂c est une
équation équilibrée des séparatrices de E i∗F̂ . Ainsi, νc(F̂c) est égal à νc(E

i∗F̂) + 1.
On obtient donc l’égalité νc(F̂c) = νc(F̂

i
c ). Par hypothèse de récurrence, le entiers

νD0(F̂ ) et νD0(F̂) sont égaux. En combinant les relations précédentes, il vient

νD(F̂ ) = νD(F̂) + 1 − ε(D),

la composante D0 étant dicritique, ε(D) est nul.

2. V (c) contient deux composantes D0 et D1.

(a) D0 et D1 sont non dicritiques : soit F̂c le germe de fonction méromorphe obtenue
en multipliant F̂ i, un germe d’équation de D0 et un germe d’équation de D1 en c.
Visiblement F̂c est une équation équilibrée des séparatrices du feuilletage E i∗F̂ . À
nouveau, on sait que νc(F̂c) est égal à νc(E

i∗F̂)+1. Or, par construction, on dispose
de l’égalité νc(F̂c) = 2 + νc(F̂

i
c ). L’hypothèse de récurrence assure de plus que, pour

tout Dc ∈ V (c), νDc(F̂ ) = νDc(F̂) + 1. La combinaison des relations précédentes
montre l’égalité

νD(F̂ ) = νD(F̂) + 1 − ε(D).

(b) D0 est dicritique et D1 est non-dicritique : ce cas est similaire aux précédents.

�

VI.3.1 Les faisceaux transversalement formels.

Lorsque l’on relève par l’éclatement standard de l’origine de C2 un élément de C[[x, y]], on
obtient une série qui s’écrit dans les coordonnées standards d’un éclatement (x, t) 7→ (x, tx) :

∑

k∈N

Ak(x)tk

où les fonctions Ak sont des polynomes, en particulier, des séries de rayons de convergence
infinis. Aussi, on adopte la définition suivante :

Définition VI.3.2. Soit M un arbre. Le faisceau des fonctions transversalement formelles ÔM
est la limite inductive

ÔM = lim
←k∈N

OM/I
k+1.

Dans un système de coordonnées adaptées, les sections de ÔM au voisinage d’un point régulier
du diviseur s’écrivent ∑

k∈N

Ak(y)xk, D = {x = 0}

où les séries Ak ont un rayon de convergence minoré par une constante strictement positive.
Au voisinage d’un point singulier du diviseur, ses sections sont de la forme

∑

k∈N

(Ak(x) +Bk(y))(xy)k, D = {xy = 0}
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où les fonctions Ak et Bk ont un rayon de convergence minoré par une constante strictement
positive. De cette définition découlent naturellement celles de faisceau des 1-formes transversa-
lement formelles et de faisceau des germes de champs de vecteurs transversalement formels par
simple extension des scalaires. Plus concrètement, le faisceau des germes de champs de vecteurs
transversalement formels est le faisceau de base D, noté X , dont la fibre s’écrit en coordonnées
adaptées comme l’espace des champs

a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y

où a et b sont des germes de fonctions transversalement formelles.

On dispose alors d’une nouvelle caractérisation des singularités de deuxième espèce. Pour la
préciser, définissons X̂ bN le faisceau de base D des germes de champs transversalement formels

tangents à la transformée totale des zéros de la fonction N̂ . Les sections de X̂ bN sont ainsi des
champs de vecteurs tangents au diviseur exceptionnel, tangents aux transformées strictes des
séparatrices isolées mais aussi tangents à 2 − ν(D) courbes du pinceau de chaque composante
dicritique de valence plus petite que 2. Soit X̂ bF le sous-faisceau de X̂ bN des germes de champs

tangents au feuilletage F̂ . On note Î≥3 le faisceau des fonctions transversalement formelles

nulles le long des pôles de F̂ , c’est-à-dire ν(D) − 2 courbes du pinceau de chaque composante
dicritique de valence plus grande que trois. Un calcul en coordonnées locales utilisant les formes
normales (VI.1) permet de montrer la proposition suivante :

Proposition VI.3.2. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. F̂ est de deuxième espèce.

2. La suite de faisceaux

0 −→ X̂ bF −→ X̂ bN
E∗ bω

bF
(·)

−−−−→ Î≥3 −→ 0

est exacte.

Démonstration: Supposons F de deuxième espèce et c un point de D. Le faisceau noyau du
morphisme E∗ bω

bF (·) défini sur X̂ bN est naturellement le faisceau X̂ bF . Le calcul de l’image s’effectue
localement en un point p. Dans chaque cas à suivre, nous donnons une écriture locale en
coordonnées adaptées de E∗ bω

bF et d’une solution de E∗ bω
bF (X) = g pour g section locale de Î≥3 :

1. Le point c est un point régulier d’une composante irréductible non-dicritique qui n’est ni
un pôle ni un zéro de F̂ :

E∗
ω̂

F̂
=
u

x
dx, X =

g

u
x
∂

∂x
,
(
Î≥3

)
c

=
(
ÔM

)
c
.

2. Le point c est un point régulier d’une composante irréductible dicritique qui n’est ni un
pôle ni un zéro de F̂ :

E∗
ω̂

F̂
= udy, X =

g

u

∂

∂y
,
(
Î≥3

)
c

=
(
ÔM

)
c
.
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3. Le point c est un point singulier du diviseur :

E∗
ω̂

F̂
=

u

xε(D0)yε(D1)
dx, X =

gxε(D0)yε(D1)

u

∂

∂y
,
(
Î≥3

)
c

=
(
ÔM

)
c
.

4. Le point c est un zéro de F̂ :

E∗
ω̂

F̂
=
u

y
dy, X =

g

u
y
∂

∂y
,
(
Î≥3

)
c

=
(
ÔM

)
c
.

5. Le point c est un pôle de F̂ :

E∗
ω̂

F̂
= uydy, X =

g

uy

∂

∂y
,
(
Î≥3

)
c

= (y)
(
ÔM

)
c
.

Ainsi, dans chacun des cas, le morphisme E∗ bω
bF (·) est surjectif dans Î≥3, ce qui prouve l’exac-

titude de la suite.

�

Cette suite exacte présente au moins deux intérêts : elle permet de généraliser le résultat de
réalisation à la classe des feuilletages de deuxième espèce et de calculer certaines obstructions
à ce résultat dans le cas dicritique.

VI.4 Théorème d’existence pour les feuilletages de deuxième espèce
non-dicritiques.

La suite exacte de (VI.3.2) est bien entendue à rapprocher de la suite exacte de la proposition
(III.2.1). En particulier, dans le cas non-dicritique Î≥3 est égal au faisceau ÔM et l’on retrouve
l’analogue formel de (III.2.1). Le critère (VI.3.2) devient alors le résultat établi dans [31].
Avant de précisément nous pencher sur les obstructions dicritiques, nous allons utiliser la suite
exacte ci-dessus pour établir le théorème de réalisation pour les feuilletages de deuxième espèce
non-dicritique.

VI.4.1 Cobordisme formel

Le formalisme développé dans les chapitres (II) et (III) se transpose si naturellement dans
le contexte formel que nous ne détaillons pas les définitions afférentes. L’existence de la suite
exacte (VI.3.2) fournit un théorème de cobordisme infinitésimal, traduction de la proposition
(III.2.2) dans le contexte formel tandis que l’algorithme (III.2.3) se généralise sans difficulté
au cas formel. Aussi, nous obtenons le résultat suivant : soit F̂ un germe de feuilletage trans-
versalement formel marqué de deuxième espèce non-dicritique sur un arbre transversalement
formel M̂. Soit Ẑ une croix adaptée à F̂ .
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Proposition VI.4.1. Soit N̂ un élément de Col0(M̂, Ẑ,U). Alors il existe une suite finie de

1-cocycles
(
T̂ kij

)
k=1,...,N

telle que

N̂
bC0
' M̂[e

bT 1
ij ][e

bT 2
ij ][· · · ][e

bTN
ij ].

Ici, le 1-cocycle
(
T̂ pij

)
est à valeurs dans X̂ bFp, bZp

: c’est le faisceau dont la base est le diviseur

de l’arbre M̂[e
bT 1
ij ][e

bT 2
ij ][· · · ][e

bT p−1
ij ] et dont la fibre est l’espace des champs de vecteurs tangents

au feuilletage et à la croix obtenus par cobordisme, c’est-à-dire,

F̂p = F̂ [e
bT 1
ij ][e

bT 2
ij ][· · · ][e

bT p−1
ij ] et Ẑp = Z[e

bT 1
ij ][e

bT 2
ij ][· · · ][e

bT p−1
ij ].

Le résultat de M. Seguy étant vérifié sous l’hypothèse de deuxième espèce non-dicritique, l’al-
gorithme de préparation du cocycle (III.3.4) persiste ici. Dès lors, on obtient un théorème de
réalisation pour les feuilletages transversalement formels de deuxième espèce non-dicritiques :
soit M̂′ un arbre marqué transversalement formel.

Théorème VI.4.1 (Réalisation formelle). Si les arbres duaux de M̂ et M̂′ sont conjugués par
une conjugaison compatible aux marquages alors il existe F̂ ′ un feuilletage transversalement
formel marqué sur M̂′ et une déformation isoholonomique transversalement formelle marquée
entre F̂ et F̂ ′.

VI.4.2 Du formel au convergent.

Un feuilletage holomorphe est dit de deuxième espèce s’il l’est en tant que feuilletage trans-
versalement formel. Lorsque F est holomorphe de deuxième espèce, une construction dans
le contexte convergent dérive de la construction formelle de la proposition (VI.4.1) grâce au
résultat suivant : supposons l’arbre M feuilleté par un feuilletage convergent F de deuxième

espèce non-dicritique et considérons
(
T̂ij

)
appartenant Z1(U , ÎZ X̂F ,Z). Alors la déformation

isoholonomique associée à
(
T̂ij

)
est transversalement formellement conjuguée à une déformation

convergente. Précisément, on dispose du lemme suivant :

Lemme VI.4.2. Il existe un 1-cocycle
(
T cij

)
∈ Z1(U , IZXF ,Z) tel que, pour tout s ∈ D, l’arbre

M[es·
bTij ] soit isomorphe à M[es·T

c
ij ] dans Ĉol0(M, Z,U).

Démonstration: Comme le feuilletage F est holomorphe, pour tout i, j il existe un champ de
vecteurs convergents Tij tangents au feuilletage et une série transversalement formelle φ̂ij tels
que

T̂ij = φ̂ijTij .

Soit n un entier. Considérons le cocycle
(
T cij

)
à valeurs dans XF ,Z défini par

T cij = φnijTij
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où φnij désigne un représentant du jet d’ordre n de φ̂ij pour la filtration (Mp)p∈N∗ . Nous allons

montrer que si n est assez grand, les déformations isoholonomiques associées à T̂ij et T cij sont
transversalement formellement conjuguées. Considérons le 1-cocycle d’automorphismes suivant

δij(x, t, s) =
(
e(t−s)

bTij ◦ e(s)T
c
ij , t, s

)
.

On construit alors la déformation isoholonomique suivante :

M
D

2 =
∐

i

Ui × D
2
/

(x,t,s)∼δij(x,t,s)

qui est naturellement équipée d’une projection analytique M
D

2
Π
−→ D

2
. Cette variété est le

voisinage d’un diviseur D
D

2 obtenu par recollement des traces du diviseur (D ∩ Ui) × D
2
. Par

trivialité de la déformation isoholonomique le long de Ui × D
2
, il existe une famille {Xi} de

champs de vecteurs tangents au feuilletage et à la croix telle que le champ Xi soit holomorphe

sur Ui × D
2

et vérifie

(TΠ)(Xi) =
∂

∂s
.

Le 1-cocycle (Xi −Xj) est à valeurs dans le faisceau de base D
D

des germes de champs de
vecteurs transversalement formels tangents au feuilletage et à la croix, verticaux et nuls à

l’ordre n le long du diviseur D
D

. Notons X̂D
2

F ,Z,n le faisceau de base D
D

des germes de champs
de vecteurs transversalement formels tangents au feuilletage et à la croix, verticaux et nuls à

l’ordre n le long du diviseur D
D

2 . Comme X̂D
2

F ,Z,1 est cohérent, d’après [3], on dispose du lemme
suivant

Propriété VI.4.1. Pour n assez grand, l’application naturelle

H1
(
X̂D

2

F ,Z,n

)
−→ H1

(
X̂D

2

F ,Z,1

)

est triviale.

Ainsi, il existe un 0-cocycle (Yi) à valeurs dans X̂D
2

F ,Z,1 tel que pour tout i, j

Xi −Xj = Yi − Yj.

Ainsi, en posant X = Xi− Yi, on obtient un champ transversalement formel global tangent au

feuilletage et à la croix tel que TΠ(X) =
∂

∂s
. Considérons le germe d’automorphisme défini par

φ(x, t, s) = (e(s)X(x, t, 0), t, s).

Par construction, φ conjugue transversalement formellement les déformations isoholonomiques
M

D
2 et M

D×{0} × D. Par restriction à la diagonale {(s, s)|s ∈ D}, il vient les relations

δij(x, s, s) = (es·T
c
ij , s, s) et δij(x, s, 0) = (es·

bTij , s, 0).

Aussi, les déformations isoholonomiques associées aux cocycles
(
T̂ij

)
et
(
T cij

)
sont conjuguées :

pour tout s

M[es·
bTij ]

bC0
' M[es·T

c
ij ].
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En appliquant le lemme (VI.4.2) à chaque cobordisme élémentaire du résultat (VI.4.1), on
obtient un théorème de réalisation pour les feuilletages holomorphes de deuxième espèce non-
dicritiques. Soit F un feuilletage holomorphe de deuxième espèce non-dicritique marqué et M
l’arbre cime de son processus de réduction. Soit M′ un arbre marqué quelconque.

Théorème VI.4.3 (Réalisation formelle). Si les arbres duaux de M et M′ sont conjugués par
une conjugaison compatible aux marquages alors il existe un feuilletage marqué F ′ sur M′ et
une déformation isoholonomique marquée entre F et F ′.

Nous insistons ici sur la nature particulière de ce résultat : s’il est a priori possible de contrôler
la classe analytique des séparatrices convergentes du feuilletage contruit F ′ par des techniques
similaires à celles déjà employées, il est en revanche impossible de prescrire la classe formelle
des séparatrices formelles dans une même classe d’équisingularité. En effet, la présence de
séparatrices formelles est un facteur de rigidité : deux feuilletages holomorphes qui présentent
une séparatrice formelle commune sont égaux. De plus, le long d’une déformation isoholo-
nomique, la séparatrice formelle d’un selle-nœud évolue non seulement dans la même classe
formelle mais aussi dans la même classe analytique.

VI.5 Obstruction dicritique.

L’analyse des obstructions dicritiques conduit dans un premier temps à se focaliser sur la
classe analytique du diviseur. Si le feuilletage présente une composante dicritique D de valence
supérieure à quatre, le birapport des points singuliers du diviseur sur cette composante est un
invariant analytique de déformation isoholonomique : une déformation infinitésimale tangente
au feuilletage et donc transverse au diviseur ne saurait modifier le voisinage d’ordre 0 de D et
donc ce birapport. L’exemple qui suit montre que des obstructions infinitésimales apparaissent
aussi à des ordres plus grands dans les voisinages infinitésimaux.

VI.5.1 Contre-exemples dans le cas dicritique.

Considérons la 1-forme

ω = (x5y + x8 − y6)dx + (y5x− x6)dy = x7dH

H =
y6

6x6
−
y

x
+
x2

2
.

Celle-ci a une singularité isolée en 0 de multiplicité 6 et admet pour arbre dual l’arbre de la
figure (VI.1). La composante centrale est dicritique et de valence 5. Le feuilletage induit par ω
est sans doute plus lisible après un éclatement puisque dans la bonne carte {y = tx, x = x},
celui-ci est associé à la 1-forme

(t5 − 1)dt + xdx.

Le feuilletage est donc partout lisse sauf en chaque point (t, 0), t5 = 1 où il présente une
singularité réduite pour laquelle le diviseur n’est pas invariant. Chacune de ces singularités
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F= 8
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Fig. VI.1 – Arbre et arbre dual de ω.

est donc réduite relativement au diviseur après un éclatement. Le feuilletage F admet ainsi
10 séparatrices isolées lisses, 2 sur chaque composante extrémale de l’arbre. Comme ces com-
posantes sont de multiplicité 1, ces courbes sont les transformées strictes de 10 courbes lisses
à l’origine de C2 qui ont chacune une équation hi, i = 1, . . . , 10 avec ν0(hi) = 1. Comme la
valence de la composante centrale est 5, la fonction

F (x, y) =
h1(x, y)h2(x, y) · · · h10(x, y)

(x− y)(x + y)(x + 2y)

est une équation équilibrée des séparatrices. On retrouve d’ailleurs le résultat (VI.3.1) puisque
ν0(F ) = 7 = ν0(ω) + 1. Les obstructions au théorème de réalisation à l’échelle infinitésimale
sont incarnées par le premier groupe de cohomologie du faisceau I≥3. La suite exacte courte
de faisceaux

0 → I≥3 → OM → OM/ I≥3 → 0

induit une suite exacte longue en cohomologie qui s’écrit

· · ·H0(OM) → H0(OM/ I≥3) → H1(I≥3) → 0.

Le calcul de la cohomologie de ces faisceaux appelle l’usage d’un recouvrement du diviseur un
peu plus fin qu’un recouvrement distingué : on considère le recouvrement contenant les ouverts
distingués standards où l’ouvert D0\ {a1, . . . , a5} est cependant raffiné par les ouverts

D̃0 = D0\ ({a1, . . . , a5} ∪ {F = ∞})

et la trace d’un voisinage de chaque composante de {F = ∞} notée respectivement P1, P2 et
P3. La section globale s du faisceau quotient OM/ I≥3 définie dans les coordonnées (x, t) par





s|P1 = 0
s|P2 = 0
s|P3 = x
s = 0, sinon

n’est pas l’image d’une section globale de OM. En effet, si tel était le cas, il existerait une
fonction f holomorphe à l’origine de C2 telle que

f(x, x) = 0, f(x,−x) = 0, et f(x,−
1

2
x) = x,
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ce qui est manifestement impossible. Aussi, l’image de s dans le groupe H 1(I≥3) est non triviale.

Une solution de l’équation E∗
ω

F
(X) = s dans le module H1(XN ) s’écrit en coordonnées





X =
x

t(t5 − 1)

∂

∂t
sur P3 ∩ D̃0,

X = 0 sinon.
(VI.8)

Les calculs ci-dessus montrent que la déformation de l’espace induite par le 1-cocycle (VI.8) ne
peut être le support d’une déformation isoholonomique du feuilletage F .

P
P

P

φ

1
2

3

X
t

Fig. VI.2 – Déformation de l’arbre par le flot de X le long de l’ouvert P3 ∩ D̃0.

Il faut remarquer que l’obstruction ne se situe pas au niveau du diviseur car sa classe analytique
est invariante le long de cette déformation : en effet, le cocycle (VI.8) s’annule le long du diviseur
et ainsi son flot cöıncide avec l’identité le long de celui-ci. La transformation induite par ce flot
n’est pas non plus un automorphisme basique du feuilletage, c’est-à-dire, qui envoie une feuille
de F sur une feuille de F . En effet, un calcul simple montre que

LXE
∗ ω

F
∧E∗

ω

F
= t(t5 − 1)dx ∧ dt 6= 0 (VI.9)

où LX(.) désigne la dérivée de Lie induite par le champ X ; l’annulation de (VI.9) est une
condition nécessaire et suffisante pour que le flot de X soit une transformation basique de F .

VI.5.2 Les points de fugues

Bien que l’on observe des obstructions à l’échelle infinitésimale, il est possible de réaliser
une construction qui s’apparente aux constructions précédentes dans le cas dicritique. Pour
lever l’obstruction due à la suite exacte de faisceaux

0 −→ X̂ bF −→ X̂ bN
E∗ bω

bF
(·)

−−−−→ Î≥3 −→ 0,

considérons un sur-faisceau de X̂ bN : soit X̂ bF le faisceau des germes de champs de vecteurs trans-
versalement formels tangents au diviseur et aux zéros d’une équation équilibrée des séparatrices
F̂ admettant un pôle logarithmique le long des pôles de F̂ . En dehors des pôles de la fontion
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de F̂ , les faisceaux X̂ bN et X̂ bF sont égaux. Aux pôles de F̂ , la fibre du faisceau X est l’espace
des champs de vecteurs qui s’écrivent en coordonnées locales adaptées

a(x, y)x
∂

∂x
+
b(x, y)

y

∂

∂y
.

Il n’est alors pas difficile de vérifier que la suite de faisceaux

0 −→ X̂ bF −→ X̂ bF
E∗ bω

bF
(·)

−−−−→ ÔM −→ 0

est exacte. L’inconvénient du nouveau faisceau considéré est qu’il ne permet pas en l’état de
faire fonctionner l’algorithme (III.2.4) car au voisinage des pôles de F̂ , les flots des sections de
X̂ ne sont pas définis. Pour autant, considérons l’exemple élémentaire suivant de section de X̂
au voisinage d’une composante des pôles de F̂

X =
x

y

∂

∂y
.

Le flot de X au temps 1 s’écrit

φX = (x, y) 7→

(
x, y

1

2

√
1 +

2x

y2

)
.

Celui-ci est bien défini et est un automorphisme de la couronne

{
(x, y) ∈ C2|

∣∣∣∣
2x

y2

∣∣∣∣ < 1

}
le long

de {x = 0}. Le feuilletage F̂ est localement donné sur cette couronne par la 1-forme dy. Or,
un simple calcul montre que l’image de dy par ce flot s’écrit

φ∗Xdy =

(
1 +

2x

y2

)− 1
2

(ydy + dx).

Le feuilletage induit par cette 1-forme sur la couronne se prolonge ainsi holomorphiquement à
l’intérieur de la couronne en un feuilletage lisse transverse au diviseur {x = 0} sauf en (0, 0) où

la feuille d’équation
y2

2
+x = 0 est tangente au diviseur. Le germe de feuilletage obtenu est lisse

dicritique mais non-réduit. Il se réduit après deux éclatements. Cette construction se généralise
à tout champ de vecteurs à pôle logarithmique et devrait permettre d’énoncer les faits suivants :
soit F et F ′ deux germes de feuilletages. Reprenant une terminologie introduite par F. Cano
et N. Corral dans [6], on dit que F domine F ′ lorsque le morphisme total de réduction de F
se factorise au travers du morphisme de F ′ : il existe un diagramme commutatif vérifiant

MF
E
→ MF ′

EF′
→ (C2, 0)⋃ ⋃ ⋃

ΣF → ΣF ′ → 0⋃ ⋃ ⋃

∅ → S → 0

.

L’ensemble S est appelé l’ensemble des points de fugue. Au vue du calcul effectué ci-dessus, on
démontre le résultat suivant :



Théorème VI.5.1. Soit F un feuilletage de deuxième espèce sur un arbre M et F une équation
équilibrée de ses séparatrices. Soit M′ un arbre topologiquement conjugué à M. Il existe un
feuilletage F sur M′ et un feuilletage Fd tels que :

1. le feuilletage Fd domine F ′ et l’ensemble S des points de fugue est en bijection compatible
aux marquages avec la trace des pôles de F sur le diviseur exceptionnel de M.

2. F|(M,D\{F=∞}) et F ′|(M′,D′\S) sont reliés par une déformation isoholonomique.

En particulier, les feuilletages F et F ′ ont mêmes composantes irréductibles non-dicritiques
et les représentations d’holonomie au-dessus de chaque composante non-dicritique sont ana-
lytiquement conjuguées. Ce résultat pourrait fournir une nouvelle preuve du résultat de F.
Cano et N. Corral sur l’existence d’un modèle logarithmique pour les feuilletages dicritiques
[10][6] si l’on disposait d’une caractérisation transverse de l’existence d’une intégrale première
multiforme pour les feuilletages dicritiques : en effet, soit M un arbre feuilleté par un feuille-
tage F de deuxième espèce. En utilisant le résultat d’A.L. Neto, on construit un feuilletage F̃
transversalement linéaire sur un arbre M̃ topologiquement conjugué à M tel que les indices
des singularités et les composantes dicritiques de F et F̃ soient les mêmes. En appliquant le
résultat ci-dessus, on construit un feuilletage F ′ dominant F transversalement linéaire tel que
les indices des singularités et les composantes dicritiques de F et F ′ soient les mêmes. Comme
F ′ est transversalement linéaire, il constitue un modèle logarithmique dominant F au sens de
F. Cano et N. Corral.
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Afines, IMCA, Lima, 2003.

[4] C. Camacho and P. Sad. Invariant varieties through singularities of holomorphic vector
fields. Ann. of Math. (2), 115(3) :579–595, 1982.
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[23] D. Maŕın. Moduli spaces of germs of holomorphic foliations in the plane. Comment. Math.
Helv., 78(3) :518–539, 2003.
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