
Une approhe de l'isomonodromie non-linéaire.Journée isomonodromique 22 Février 2013.
� Dé�nition de feuilletage lisse sur une surfae omplexe par submersions loales. Cas singulier. Feuilletage induitpar une 1-forme di�érentielle.
� Pseudo-groupes tangent et transverse. Equivalene de pseudo-groupes et espae des feuilles. Transversaleomplète et alul du pseudo-groupe transverse.
� Rédution des singularités et représentations d'holonomies. Générateurs du pseudo-groupe transverse.
� Constrution de déformations isomonodromiques par hirurgie dans une rédution des singularités. Lien àl'intégrabilité. Exemples expliites.
� Un exemple d'équation de Shlesinger non-linéaire.Ces notes d'exposé ont été rédigées à l'oasion d'une session des journées isomonodromiques à l'I.M.T. le 22 février 2013organisées par Charlotte Hardouin. Ces notes sont volontairement parellaires ar l'objetif est de présenter la positiondu problème relatif à l'isomonodromie non linéaire. Qu'on se le dise, à l'heure atuelle, isomonodromie non linéairen'est qu'une expression qui peut reouvrir un grand nombre de problèmes et de questions plus ou moins bien posées. Cequi suit est sans doute l'approhe la plus naïve que l'on puisse imaginer mais omme 'est aussi une première modestetentative...La référene essentielle est le livre Pseudo-groupe transverse d'une singularité de feuilletage du plan omplexe de FrankLoray. 1. Introdution.Un théorème de Sibuya a�rme qu'une déformation de système linéaire sur P1est isomonodromique au sens où la lassede onjugaison des représentations de monodromie est onstante dès que sont satisfaites deux propriétés de nature biendi�érentes: l'une assure une ertaine onstane du type topologique des singularités de la déformation et l'autre est unepropriété d'intégrabilité de la déformation. Une approhe possible du problème de l'isomonodromie non-linéaire onsisteà essayer de dé�nir des notions ad-ho de façon à obtenir un simili théorème de Sibuya pour les équations non-linéaires.Rappelons le résultat de Sibuya.Theorem. (Sibuya, 1990) Considérons un système de la forme

∂xY = A (x, t) Y (S)où t = (t1, . . . , tr) 7→ A (x, t) est une fontion analytique de U ⊂ Cr dans l'espae Mn (C (x)) . On suppose que(1) le lieu singulier est ontenu dans le produit ⋃n

i=1 Di × U ⊂ P1 × U où haque Di est un disque.(2) le système (S) peut-être omplété en un système intégrable
{

(S)
∂tiY = Bi (x, t)Y.Alors le système (S) est isomonodromique.2. définition de feuilletages et de feuilles.De�nition 1. Un feuilletage régulier de odimension 1 sur une variété omplexe M est la donnée d'un reouvrementdénombrable M =

⋃
Ui et d'une famille de submersions loales Hi : Ui → Vi ⊂ C telle que

Hi = φij ◦Hj .Les fontions de transitions sont les φij : Hj (Ui ∩ Uj) → Hi (Ui ∩ Uj) . En somme, l'existene de es fontions detransition assure que toute ourbe de niveaux de Hi est loalement sur Ui ∩Uj une ourbe de niveau de Hj , 'est justela valeur du niveau qui hange et qui hange par φij . De ette façon, on peut reoller les niveaux loaux pour obtenirdes sous-variétés plongées mais pas forément proprement plongées ar leurs images peuvent être denses.Un feuilletage singulier est un feuilletage régulier sur M privé d'une sous-variété qui sera l'ensemble singulier.Example 2. Soit f une fontion holomorphe dé�nie sur un ouvert de Cn. Alors f est une submersion sur l'ouvert privéd'une sous-variété analytique de l'ouvert dé�nie par
∇f = 0.Ii, il y a don un unique ouvert de dé�ntion et une unique submersion. Les feuilles sont les omposantes irrédutiblesdes niveaux de f. 1



2Example 3. Soit une équation linéaire y
′

= A (x) y où A est une fration rationnelle. Alors les graphes des solutions deette équation dé�nissent un feuilletage de dimension 1 sur Σ× P1\ {A (x) = ∞} où Σ est un revêtement au dessus de
P1\ {A (x) = ∞}.Example 4. Plus généralement, une forme di�érentielle Ω surM véri�ant la ondition d'intégrabilité

Ω ∧ dΩ = 0détermine un feuilletage de odimension 1. Les feuilles sont les ourbes intégrales de ette forme. Préisément, elledé�nit un feuilletage de la façon suivante: on onsidère C = {Ω = 0}. C'est le lieu singulier. En dehors de C et enoordonnées loales (x, y) p = (0, 0) , la forme di�érentielle Ω peut s'érire
Ω =

n∑

i=1

ai (x) dxiave a1 (0) 6= 0. On onsidère les hamps de veteur pour i ≥ 2

Xi = ∂xi
−

ai (x)

a1 (x)
∂x1qui sont tangents à Ω (X) = 0. L'hypothèse d'intégrabilité de la forme Ω est équivalente aux relations de ommutation

[Xi, Xj ] = 0.On pose alors
φ (x, y) = exp ([xn]Xn) ◦ · · · ◦ exp ([x2]X2) (x1, 0)où exp ([t]X) désigne le �ot de X au temps t. Si l'on onsidère une ourbe intégrale du hamp ∂xi

'est une ourbe quis'érit
{x1 = cst, · · · , xi−1 = cst, xi+1 = cst, · · · , xn = cst}don son image par φ est la ourbe intégrale de Xi. Ainsi il existe une unité ui telle que

Φ∗Xi = ui(x)∂xi
.et don

Φ∗Ω = u1 (x) dx1.On onsidère alors la submersion dé�nie par ((x) 7→ x1) ◦ Φ. Si on le fait loalement pour un reouvrement, on obtientbien des fontions de transitions ar (Φi ◦ Φ
−1
j

)∗
dx1 = u (x) dx1 . Don

Φi ◦ Φ
−1
j (x) = (φij (x1) , · · · )Les φij onstituent les fontions de transition.Example 5. Sur P2, l'espae projetif omplexe de dimension 2, un feuilletage est donnée par une forme di�érentielleomplexe polynomiale de trois variable homogène qui véri�e l'identité de Euler assurant que le hamp radial est tangentaux feuilles,

ω = a(x, y, z)dx+ b(x, y, z)dy + c(x, y, z)dz ave a(x, y, z)x+ b(x, y, z)y + c(x, y, z)z = 0Sous ette hypothèse la forme est automatiquement intégrable et le feuilletage qu'elle dé�nit sur C3 desend sur P2 arles droites issues de l'origine sont invariantes dans la mesure où le hamp radial est tangent.3. Pseudo groupes tangents et transverses.On va assoier à un feuilletage deux pseudo-groupes. On rappelle la dé�nition.De�nition. Soit M une variété omplexe. Un pseudo-groupe G sur M est une olletion
G = {ϕi : Ui → Vi}telle que ϕi est un di�éormorphisme holomorphe entre les ouverts Ui et Vi de M . On demande par ailleurs que(1) G soit stable par inverse.(2) G soit stable par omposition lorsque ette omposition est possible.(3) G soit stable par restrition.(4) G soit stable par reollement.



3On onsidère une olletion maximale de submersion loale qui dé�nissent le feuilletage. On onsidère pour haqueouvert de ette olletion, la olletion des germes de di�éormorphismes qui laissent invariant haque feuille loale. Onappelle le pseudo-groupe tangent le pseudo-groupe engendré par ette olletion. Ce pseudo-groupe est très rihe etontient toute la dynamique du feuilletage, même la dynamique tangentielle don peu intéressante. Pour en extraire unpseudo-groupe moins rihe mais qui ontient la seule information qui nous intéresse on fait la onstrution suivante: ononsidère une transversale omplète, 'est-à-dire, une famille dénombrable de disques disjoints qui sont transverses aufeuilletage
T =

⋃

i∈I

Diet l'on regarde sur T la restrition du pseudo-groupe tangent à T , 'est-à-dire, le pseudo-groupe sur T engendré par leséléments du pseudo-groupe tangent φ tel qu'il existe i et un ouvert de U de Di tel que
φ (U) ⊂ T.La variété T munie du pseudo-groupe ainsi dé�ni s'appelle la struture transverse. C'est elle qui va jouer le r�le de lamonodromie. La di�érene ave le as linéaire est que ette struture transverse n'est pas pour ainsi dire un objet aussirihe qu'une représentation de groupes. En théorie linéaire lassique, on a une représentation de monodromie qui est plusrihe que la simple image de ette représentation: ii, la struture transverse est obtenue diretement omme l'imaged'une représentation d'un hypothétique groupe. Ce groupe devrait être quelquehose omme un super Π1 de l'espaeambiant. Pour le as d'une singularité ou d'un feuilletage sur une surfae au voisinage d'un diviseur ompat, ettequestion a été résolue par Jean-François Mattei et David Marin: la réponse est hautement non triviale.Example 6. Soit f dé�nie par f (x, y) = x2y sur C2. Alors le pseudo-groupe engendré par le di�éomrophisme σ :

(x, y) → (−x, y) est ontenu dans le pseudo-groupe tangent mais il ne laisse pas invariant la feuille loale. Il est obtenupar reollement de prohe en prohe de di�éomorphismes qui laissent invariant la feuille loale en faisant le tour de l'axe
x = 0.

x=1

y=1

−z

z

z2

C'est le prototype d'une appliation d'holonomie. La struture transverse est donnée par le diagramme suivant: 'est laréunion de deux opies disjointes de C

C = {x = 1}
∐

C = {y = 1}ave le pseudo groupe engendré par les transformations Id, z → −z et z → z2 qui reolle les deux opies de C. L'espaedes orbites de e pseudo-groupe est la réunion de C et d'un point. La présene de e point isolé vient de e que lepseudo-groupe distingue les deux omposantes irrédutibles du niveau 0 de la fontion f ; e que ne fait pas la fontion
f elle-même. Ii, les deux origines des C ne sont pas identi�és dans le quotient ar l'appliation z → z2 n'est pas undi�éormorphisme loal en z = 0. 4. Equivalene de pseudo-groupe.Comme on va vouloir omparer les strutures transverses, on va vouloir omparer les pseudo-groupes. On pourraitdemander que deux pseudo-groupes soient équivalents s'il existe un di�éomorphisme entre les deux variétés supports quionjuguent en outre les pseudo-groupes. Mais ette notion est trop restritive ar elle ne permet pas des déformationsqui en ertain sens préserveraient le pseudo-groupe en modi�ant la variété support. On hoisit don la dé�nition suivanteintroduite par Hae�iger: soit M et M ′ muni de deux pseudo-groupes G et G′ , on onsidère une déomposition de M et
M

′

M =
⋃

i∈I

Mi M
′

=
⋃

i∈I

M
′

iet l'on suppose qu'il existe une famille de onjugaisons φi : Mi → M
′

i qui onjuguent les restritions des pseudo-groupesà Mi et M ′

i . Autrement dit, on demande que quitte à opérer une hirurgie dénombrable des variétés supports ave deséléments du pseudo-groupes, on obtient deux variétés abstraites biholomorphes. En partiulier, si deux pseudo-groupes



4sont équivalents, ils ont leurs espaes des orbites isomorphes. Et dans une ertaine mesure, 'est équivalent lorsquel'espae des orbites est une variété analytique séparée.Example 7. Les pseudo-groupes des translations sur C et des homothéties sur C∗ sont équivalents. Mais à l'évideneles variétés support ne sont pas biholomorphes. Néanmoins, l'espae des orbites s'identi�e dans les deux as à un point.En�n, tout pseudo-groupe dont l'espae des orbites est un point n'est pas pour autant équivalent à l'un de es pseudo-groupes. L'équivalene de pseudo-groupes impliquent une équivalene de l'espae des orbites qui vient ave une ertaineonjugaison des strutures omplexes.De�nition 8. Soit Ft une famille analytique de feuilletages sur une variété M . Pourse donner une telle famille, on peut demander que pour tout paramètre t0 et tout x ∈
M, il existe un voisinage de (t0, x) et une famille de forme di�érentielle ωt dépendantanalytiquement de t telle que le feuilletage soit loalement donné autour de x par ωt. Ondira que la déformation est isomonodromique lorsque pour tout t, t′ , la struture transversede Ft est équivalente à elle de Ft

′ .Il est très di�ile de onstruire des exemples expliites. On n'en onnaît très peu. En fait, on ne onnaît que les exemplesexpliites suivants: les déformations topologiquement triviales de fontions holormophes, méromorphes et multivaluéeset quelques exemples expliites pour des familles très partiulières. En génaral étant donné un feuilletage, on ne sait pasdonner une façon de déformer e feuilletage de façon isomonodromique.Example 9. Soit une famille de feuilletages donnés par une famille de fontions ft = f (t, x, y). Si elle est est topologique-ment triviale alors elle est isomonodromique. Cela vient de e que, dans le as d'une fontion, la struture transverse estdisrète et don ne hange pas le long d'une déformation topologiquement triviale.Example 10. Considérons la famille donnée au voisinage de 0 par ωt = xdy+ λ (t) ydx ave λ (0) ∈ H. Elle orrespondà la famille d'équations di�érentielles
xy

′

= λ (t) ydont on sait que l'isomonodromie implique la onstane de la fontion λ (t). On va le véri�er en alulant la struturetransverse et l'espae des orbites. La struture transverse est entièrement dérite sur deux transversales
C
∐

Cave de part et d'autres l'ation de l'holonomie z 7→ e2iπλ(t)z et z 7→ e2iπλ(t)
−1

z et le reollement z 7→ zλ(t). Don pourl'espae des orbites, on obtient un tore et deux points qui sont dans l'adhérene de tout point du tore. S'il y a équivalenedes strutures transverses alors il y a isomorphie des espaes d'orbites, don en partiulier les tores sont biholomorphes.Ce qui implique que λ (t) et λ
(
t
′

) se déduisent l'un de l'autre par une transformation de SL (2,Z) dont l'ation estdisrète. Don λ (t) est onstante.5. Elatements, rédution des singularités et générateurs de la struture transverse.On onsidère la variété obtenue de la façon suivante: on prend deux opies de C2 ave des oordonnées (x1, y1) et
(x2, y2) que l'on reolle de la façon suivante

x1 = x2y2 y1 =
1

y2
.On note ette variété C̃2. On peut onstruire une appliation holomorphe

E : C̃2 → C2dé�nie dans les artes par
(x1, y1) → (x1, x1y1) (x2, y2) → (x2y2, x2)et qui se reollent bien. On observe qu'en dehors de E−1 (0) et 0 ette appliation est un biholomorphisme. En�n, lediviseur E−1 (0) est un diviseur ompat qui se trouve être une ourbe rationnelle lisse d'auto-intersetion −1.



5

Pour omprendre ette appliation, on peut faire la remarque suivante: l'image d'un voisinage du diviseur ompat estun voisinage de l'origine mais l'image du voisinage d'un point donné sur le diviseur exeptionnel est un voisinage pinéde l'origine qui pine la diretion déterminé par le point. Pour tout germe de feuilletage au voisinage de (
C2, 0

) donnépar exemple par une forme ω, on onsidère la forme pull-bak E∗ω et le feuilletage induit par ette forme au voisinagede E−1 (0). Par exemple, si
ω = x2dx+ y2dyLe alul dans les artes donnent

E∗ω = x2
1dx1 + y21x

3
1dy1 + y31x

2
1dx1

= x2
1

((
1 + y31

) dx1 + y21x1dy1)don le long diviseur x1 = 0 si y31 6= −1 la forme est loalement redressable en dx1. Par ailleurs, aux points où y31 = −1,on peut regarder l'ériture loale. Par exemple, en y1 = −1 on a
(
1 + (y1 − 1)

3
) dx1 + (y1 − 1)

2
x1dy1 = 3y1dx1 + x1dy1 + · · · .Puis on peut reommener la même hose pour rigoler et en travaillant un peu on obtient un théorème de désingularisationpar élatements, dû à Seidenberg.Theorem. (Seidenberg) Soit ω un germe de 1- forme di�érentielle holomorphe ave une singularité isolée. Il existe unesuite d'élatements de points E : (M, 0) →

(
C2, 0

) telles que pour tout point p du diviseur exeptionnel le germe deforme di�érentielle holomorphe Ẽ∗ω est analytiquement équivalente à(1) dx(2) λxdy + ydx+ · · · ave λ ∈ C\Q∗−On peut engendrer la struture transverse en regardant d'une part les représentations d'holonomie projetive et lespassages des oins. Après rédution omplète des singularités on obtient le dessin suivant.
Dulac
Application de

Représentation
d’holonomie

h γγ

D=E (0)
(−1)

transverse
Générateurs de la structure

On a don d'une part les représentations d'holonomie et les appliations de Dula appelées aussi passage des oins:eux-i fournissent un système de générateurs de la struture transverse.



66. Chirurgie tangente au voisinage d'une feuille et integrabilité.Dans la mesure où deux pseudo-groupes sont équivalents lorsqu'ils le sont à hirurgie près, on va faire des hirurgies dufeuilletage qui préservent la struture transverse et don ne touhe que tangentiellement au feuilletage. Malheureusement,ette tehnique de hirurgie a es limites et à ma onnaissane, elle ne peut pas s'appliquer de façon indistinte à unfeuilletage dé�ni sur une surfae quelonque. La situtation que l'on va pouvoir gérer elle la situation suivante:Soit F un feuilletage sur une surfae S et L une surfae de Riemann ompate plongée proprement dans S. L peut oune pas être invariant par le feuilletage. Nous allons réaliser des hirurgies du feuilletage de F mais seulement sur unvoisinage arbitrairement petit de L dans S. Autrement-dit, nous allons réaliser des hirurgies du germe de feuilletage Fau voisinage de L dans S.On onsidère U un voisinage de L dans S et un reouvrement U =
⋃

i∈I Ui . Soit φij (t)un germe de famille paramètrépar t = (t1, · · · , tn) d'éléments du pseudo-groupe tangent tel que
φij (t) : Ui ∩ Uj → Ui ∩ Ujet φij (t)|L = Id véri�ant la ondition de oyle

∀t, φij (t) ◦ φjk (t) ◦ φki (t) = Id.Ii on remarque que l'on ne demande pas que φij soit surjetif. Mais on sait au minimum que φij (Ui ∩ Uj) ontient unvoisinage de Ui ∩ Uj ∩ L. Alors on pose
Ft :=

∐

i∈I

F|Uique l'on quotient en identi�ant les points
F|Ui

 φij(t) F|Uj
.Comme les ollages respetent les feuilles loales du feuilletage, on obtient une famille de feuilletages dé�nis sur dessurfaes abstraites qui sont le voisinage d'une ourbe biholomorphe à L. Cette famille est isomonodromique, au sens oùle germe de struture transverse de Ft au voisinage de L ne dépend pas de t à équivalene près. On se onvain ii quela notion de struture transverse est plus maléable que elle de pseudo-groupe tangent, ar ii, la struture analytique duvoisinage de L peut varier ave t.

φ
ij
(t)

Uk

U Ui j

Lφ(t)
ik

Pour onstruire des déformations isomonodromiques de singularités du plan, on va don appliquer e prinipe à lasingularité dans une rédution des singularités.Dans tous les as, on obtient en fait un objet un peu plus rihe qu'une simple déformation: on peut faire la onstrutionsuivante
F :=

∐

i∈I

F|Ui
× Dnave l'identi�ation

(x, t) ∼ (φij (t) (x) , t)on obtient alors une variété abstraite de dimension n+ 2 voisinage d'une sous-variété de odimension 1 biholomorphe à
L × Dn muni d'un feuilletage de odimension 1 qui est par ailleurs transverse à la �bration Π : (x, t) → t qui passe auquotient dans l'identi�ation. En partiulier

Fπ−1(t) = Ft.Autrement dit, les feuilletages Ft sont naturellement les �bres d'un feuilletages de odimension 1 mais en dimension plusgrande: on réalise alors une hose di�ile à faire qui onsiste à onstruire un objet qui véri�e la ondition d'intégrabilité
Ω ∧ dΩ.On pose alors la question suivante, non préise: a-ton équivalene entre avoir même struture transverse à équivaleneprès et être �bre d'un feuilletage ommun de même odimension ? Une réponse positive à ette question permettrait de



7dé�nir l'isomonodromie de façon raisonnable en demandant que la struture transverse soit onstante à équivalene près.Je ne sais pas répondre à ette question en toute généralité.7. La ondition d'intégrabilité et le problème de Shlesinger.De façon tout à fait naïve on peut attaquer le problème de ette façon: onsidèrons deux formes di�érentielles ω0 et ω1dé�nissant deux feuilletages sur une surfae et ayant même struture transverse. On onsidère la déformation
ωt = tω0 + (1− t)ω1On voudrait savoir si la déformation est induite par un déploiement, autrement dit, si la déformation est isomonodromique.Pour ela, il faut résoudre le problème suivant: peut-on ompléter la déformation en une forme intégrable, 'est-à-dire,est-e qu'il existe c1, · · · , cn n fontions de telles que

ωt +
∑

cidtisoit intégrable. C'est un problème impossible à résoudre, mais montrons, au moins sur un exemple qu'il redonne uneréponse onnue:Example 11. Considérons le as suivant
ωt = xdy + λ (t) ydxave λ une fontion holomorphe. Alors supposons qu'il existe une fontion c qui rende la forme
ωt + c (x, y, t) dtintégrable. Alors c doit véri�er la relation

x
∂c

∂x
− λ (t) y

∂c

∂y
+ (λ (t)− 1) c = λ

′

(t)xye qui impose que λ soit une fontion onstante. On obtient alors que les solutions sont de la forme c (x, y, t) = c (t)xyqui sont des fateurs intégrant de la forme.Je vais pour �nir présenter une situtation dans laquelle on souhaiterait obtenir un énoné de type Shlesinger. Le prinipegénéral est le suivant: on onstruit une famille de formes normales pour une ertaine lasse de feuilletages. Cette familledépend en général - si la famille onsidérée n'est pas trop petite - d'un nombre in�ni de paramètres. Puis on se demandeomment érire des onditions sur les paramètres pour que la déformation obtenus en faisant varier les paramètres le longde es solutions dé�nissent une famille isomonodromique. Par exemple, onsidérons la famille des feuilletages qui sontlisses après un élatement, transverse au diviseur exeptionnel et qui admettent deux points de tangenes.On obtient des formes normales de la forme suivante
ω =

(
y2 − x2 + x3a (x, c) + x2yb (x, c)

)
(xdy − ydx) + x2y (y + (c+ c0)x) dxOn montre alors que si la déformation est isomonodromique alors les fontions a (0, c) et b (0, c) satisfont un systèmedi�érentiel linéaire d'ordre 1.On obtient e résultat par un alul diret de la struture transverse de es feuilletages et en demandant que ettestruture ne varie pas. On trouve

a (0, c) = a0 +
a0c0 − b0 − 1

c20 − 1
c

b (0, c) = b0 −
a0 − c0 − b0c0

c20 − 1
cave a (0, 0) = a0 et b (0, 0) = b0.


