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CHAPITRE 1

Introduction

SECTION 1.1
( Préambule

Dans ce cours, on présente une introduction & un outil fondamental de
I’analyse : la théorie de la mesure et de l'intégration, telle qu’elle a été
développée au début du 20°™° siécle a partir des idées de Borel et Lebesgue.
A la fin du 19°™¢ siécle, plusieurs mathématiciens cherchent a généraliser
I'intégrale de Riemann. Pour des fonctions définies sur [a,b] C R, 'idée de
départ de l'intégrale de Lebesgue est la suivante : comme dans le cas de
I'intégrale de Riemann, il s’agit d’approcher I’aire sous le graphe de la fonc-
tion par celle d'une union de rectangles. Mais ces rectangles sont définis de
maniére différente. L’intégrale de Riemann de f sur [a, b] peut étre approchée
par des sommes de la forme

N

> Fay) 1,

j=1

ou Iy, ..., Iy sont des intervalles disjoints dont la réunion est [a, b], les z; € I;
sont tels que f(z;) < f sur I;, et |I;| désigne la longueur de ;. Ici, on fixe un
découpage de l'axe des abscisses. Au contraire, dans le cas de la théorie de
Lebesgue, on fixe un découpage en fonction des valeurs de la fonction, c’est-
a-dire de ’axe des ordonnées. On ne fixe donc pas la base du rectangle au
départ, mais une variation dans les valeurs atteintes. Les rectangles (briques
élémentaires) correspondants ne sont plus de simples rectangles, mais pour-
ront étre une infinité de rectangles.

Quel est I'intérét d’introduire une nouvelle notion d’intégrale alors que
nous avons déja a notre disposition 'intégrale de Riemann ? Voici quelques
éléments de réponse non exhaustifs quant aux limitations de cette derniére :

e toute fonction Riemann-intégrable f : [a,b] — R doit étre bornée.
De surcroit, il existe des fonctions trés simples, comme la fonction
indicatrice de ’ensemble des rationnels QQ, qui ne sont pas Riemann-
intégrables. En d’autres termes, la classe des fonctions Riemann-intégra-
bles est relativement restreinte.
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e l'intégrale de Riemann ne peut étre étendue a des fonctions définies
au-dela de sous-ensembles de R ou de R™. En particulier, elle différe
de la théorie des séries numériques alors qu’au fond ce sont des objets
similaires.

o si (fu)nen est une suite de fonctions continues de [a,b] vers R con-

vergeant uniformément sur [a, b] vers une fonction f : [a,b] — R, alors
I'inversion limite/intégrale

lim /ab fo(2)de = /abf(x)dx,

n—-+o0o
a lieu. Néanmoins, il se peut que cette inversion soit valable sans pour
autant avoir la convergence uniforme, qui est un mode de convergence
trés fort et difficile & obtenir en pratique.
La théorie de Lebesgue va nous permettre, quant a elle :
e d’intégrer beaucoup plus de fonctions.

e de considérer d’autres espaces plus géométriques comme les sphéres.

e d’unifier dans une méme théorie la sommation des séries et le calcul
intégral.

e d’inclure le calcul des probabilités dans le cadre de la théorie générale
de l'intégration.

e enfin, d’utiliser des théorémes de convergence beaucoup plus puissants
et robustes que ceux établis dans la théorie de Riemann.

SECTION 1.2
( Quelques rappels sur les cardinaux

La notion de dénombrabilité apparait tout au long de cours. On rappelle
donc ici quelques définitions et propriétés.

Pour n € N*, on pose N, = {1,--- ,n}.
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Définition 1.1 Un ensemble est dit fini de cardinal n s’il peut étre mis en
bijection avec N,,.

Un ensemble est dit strictement dénombrable sl peut étre mis en bijection
avec N et dénombrable s’il est fini ou strictement dénombrable.

Deux ensembles sont dits de méme cardinal sl existe une bijection de l'un
vers l’autre.

Dans un ensemble E strictement dénombrable, il y a autant d’éléments
que dans N. Cela implique que les éléments de cet ensemble peuvent étre
numérotés, ou indexés, par les entiers naturels. Si ¢ : N — FE est une
bijection, on peut écrire

E ={p(k), k € N} = {ai, k € N}.
Bien stir, la numérotation dépend de la bijection choisie.

Exemple 1.1 7Z est dénombrable.
En effet, ¢ : Z — N, nr—>{
dans N.

2n—1 sin>1

o sin<0 est une bijection de 7

On admettra la proposition suivante :
Proposition 1.1 (Bernstein) Un ensemble est dénombrable

o si (et seulement si) il existe une injection de cet ensemble dans N (ou
dans tout autre ensemble dénombrable),

o si (et seulement si) il existe une surjection de N (ou tout autre ensemble
dénombrable) dans cet ensemble.

Il existe une infinité d’ensemble dénombrables, d’apres le résultat suivant.
Théoréme 1.2 S7 A et B sont dénombrables alors A x B est dénombrable.

Preuve : On numérote les éléments de A et B, A = {ag, a1, -+ ,ap,..} et
B = {bo, b1, -+ ,by,..}. Alors,

A X B = {(ao, b()), (al, b()), ((Io, b1), ((12, bg), (al, bl), “ey (an, bo), (an_l, bl), }

Cela revient a numéroter les éléments de N x N en le parcourant selon des
diagonales. U
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Proposition 1.3 L’ensemble Q est dénombrable.

Preuve : Dapplication Z x N — Q, (p,q) — i N est surjective. O
q

Théoréme 1.4 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable.

Preuve : soit (Ag)reny des ensembles dénombrables. Soit pour chaque
ensemble, ;. : N — A, une surjection. Alors, 'application

NxN— | A, (kn)— @)
keN

est surjective. O

Nous nous intéressons maintenant a trouver quelques ensembles non dénom-

brables.
Théoréme 1.5 L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Preuve : (due a Cantor)

Montrons que [0, 1] n’est pas dénombrable. Supposons, par I'absurde, que
[0,1] puisse s’écrire [0,1] = {zo,x1, - , 2k, ---}. Pour tout £k € N, on
écrit le développement décimal de zy : zp = 0,zj2% -2 ---. Constru-
isons y = 0,y'...9y" de la maniére suivante : pour tout n € N, y" est un
chiffre appartenant & I'ensemble {1,2,--- 8}, choisi tel que y™ # x. 1l est
alors bien clair qu’il n’existe aucun k tel que y = . Ce qui est contradictoire
puisque y € [0, 1]. O

Théoréme 1.6 [l n'existe pas de bijection de A vers P(A).

Preuve : supposons, par 'absurde, que f soit une bijection de A vers P(A).
On pose X ={z € A|z ¢ f(x)}. X est une partie de A, donc comme f est
bijective, il existe y € A tel que f(y) = X. On a alors, de par la définition
de y et de X,

yeX < y¢ f(y) définition de X
— yé¢X ocar f(y) =X

On vient donc de montrer que y € X <= y ¢ X, ce qui est contradictoire.
Ainsi y n’existe pas. Ce qui contredit I’hypothése f surjective. U
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Corollaire 1.7 (admis) L’ensemble P(N) n’est pas dénombrable. De plus,
P(N) est en bijection avec R.

Pour terminer cette partie, notons que ’ensemble des rationnels a égale-
ment la propriété suivante, que ’on utilisera souvent.

Théoréme 1.8 L’ensemble Q est dense dans R, i.e. pour tout x € R, il
existe une suite de rationnels (r,)neny C Q qui converge vers x.

Preuve : cf. TD. O
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CHAPITRE 2

Théorie de la mesure

SECTION 2.1
( Tribus ou c-algébres

2.1.1 Définitions

La premiére définition que nous voyons est celle d’une algébre, qui est un en-
semble de parties de X stable par passage au complémentaire et par réunion
finie.

Définition 2.1 Soit X un ensemble, A C P(X). On dit que A est une
algeébre si :

e XA,
e pour tous A,Be€ A, ona AUB e A ;

e Ac A= X\Ac A

Voici quelques conséquences immédiates regroupées dans la prochaine
proposition.

Proposition 2.1 Si A est une algébre,
e e A,

k

e siA,....,Ar €A, ona UAi € A (stabilité par réunion finie) ;
i=1

o siA,BEA onaANB =X\ ((X\A)u(X\B)) A ;

o A est stable par intersection finie ;

e si ABeA onaA\B=AN(X\ B) € A (stabilité par différence).

Une tribu est une algeébre stable par réunion dénombrable.

13
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Définition 2.2 Soit X un ensemble et A C P(X). On dit que A est une
tribu, ou une o-algebre, si :

e X A,

e pour toute suite (Ay)ren d’élements de A, on a U Ay € A (stabilité
keN

par réunion dénombrable)

e Ac A= X\ A € A (stabilité par complémentaire).

Le préfixe o indique une propriété de stabilité vis-a-vis des opérations
dénombrables.

Comme conséquence immédiate, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.2 Une tribu est stable par toutes les opérations ensemblistes
classiques (intersection dénombrable, différence symétrique, etc).

Exemple 2.1 P(X) et {0, X} sont deux tribus sur X, respectivement la plus
grosse et la plus petite qu’on puisse définir.

La définition suivante est une simple définition de vocabulaire.

Définition 2.3 On appelle espace mesurable tout couple (X, A) ou A C
P(X) est une tribu. Les éléments de A sont alors appelés parties mesurables
ou ensembles mesurables.

2.1.2 Tribu engendrée

Le lemme suivant stipule qu’'une intersection quelconque de tribus est une
tribu.

Lemme 2.3 Soit X un ensemble et (A;)icr une famille quelconque (dénom-

brable ou non) de tribus. Alors, ﬂAi est ausst une tribu.
iel

Preuve :

e Pourtout i € I, X € A;, donc X € ﬂ.Ai.

i€l
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e Pour tout n € N, soit A, € m‘Ai' Alors pour tout i € I, pour tout
iel
n € N, A, € A;, donc pour tout i € I, U A, € A; car A; est une
neN
tribu. Ainsi, U A, € ﬂAi.

neN el

e Si Ac ﬂAi, alors pour tout i € I, A € A;, donc pour tout i € I,

icl

X\ A € A, car A; est une tribu, i.e. X\ A € ﬂAi, ce qui conclut la
iel

démonstration.

g

En revanche, une réunion de tribus n’est pas en général une tribu. Par
exemple si ’on pose :

X ={0,1,2}, A = {0, X,{0},{1,2}}, A» = {0, X, {1},{0,2}},

alors A; et A, sont des tribus mais pas A; U As.

Si F C P(X), le lemme précédent permet de parler de la plus petite tribu
contenant F.

Définition 2.4 Soit X un ensemble et F C P(X). On appelle tribu engen-
drée par F, notée o(F), la plus petite tribu contenant F. C’est l'intersection
de toutes les tribus contenant F.

Un des types de tribu que I'on utilise le plus est les "tribus Boréliennes".

Définition 2.5 On appelle tribu borélienne sur R, notée B(R), la tribu en-
gendrée par les intervalles ouverts |a,b[, a < b € R.

La tribu borélienne B(RP) sur RP est la tribu engendrée par les pavés ouverts
Jag, by[x - - X]ay, by|.

Les éléments de ces tribus seront appelés ensembles boréliens ou boréliens.

A titre d’exercice, on pourra vérifier que B(R) est aussi engendrée par
les intervalles fermés [a, ], a,b € R, ou par les intervalles semi-ouverts |a, b],
a,b € R, ou par les | — 00, al, a € R, ou méme a € Q.

De méme pour B(RP).
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On définit de méme la tribu borélienne sur la droite achevée R=RU
{—00,+00} : B(R) est engendrée par les ensembles du type [a, +00], a € R.

Comme tout ouvert de R peut s’écrire comme union disjointe dénom-
brable d’intervalles ouverts, la tribu borélienne B(R) contient tous les en-
sembles ouverts, et donc tous les ensembles fermés (par complémentaire).
On pourra donc construire des mesures intéressantes sur cette tribu. Mais, il
faut avoir a lesprit que les ensembles boréliens ne sont pas faciles a décrire

en font partie les unions dénombrables d’ensembles ouverts ou fermés,
les unions dénombrables d’intersections dénombrables d’ensembles ouverts
ou fermés, les unions dénombrables d’intersections dénombrables d’unions
dénombrables... Pour autant, la tribu borélienne B(R) est strictement plus
petite que P(R).

La notion de tribu borélienne est en fait plus générale. Si I'on travaille
sur un espace normé (ou métrique) X, on définit la tribu borélienne sur X
comme la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de X. Elle contient,
outre les ensembles ouverts, tous les ensembles fermés de X.

Dans la suite de ce cours, si la tribu sous-jacente n’est pas précisée, c’est
qu’il s’agit de la tribu borélienne.

SECTION 2.2
( Mesures

2.2.1 Définitions et premiéres propositions
Les tribus sont le cadre naturel sur lequel sont définies les mesures, au sens

de Lebesgue.

Définition 2.6 Soit (X, A) un espace mesurable. On appelle mesure (ou
mesure positive) sur cet espace toute application pu définie sur A et a valeurs
dans [0, +o0] telle que :

o 1(0)=0;

e 1 est o-additive : pour toute famille dénombrable (A, )nen d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, u( U An> = Z w(Ay).

neN neN

Le triplet (X, A, ) est alors appelé espace mesuré.
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On classe les mesures en fonction de certaines de leurs propriétés.
Définition 2.7 Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

e On dit que p est finie si p(X) < +oo.

o Siu(X)=1, on dit que p est une mesure de probabilité.

e On dit que p est o-finie s’il existe une suite (Xi)ren telle que

p(Xp) <400 VEEN et X =|]X;

keN

La plupart des mesures intéressantes (et toutes celles rencontrées dans ce
cours) seront au moins o-finies.

Exemple 2.2

card(A) si A fini ;

e Mesure de comptage sur (X, P(X)) : u(A) = { oo sinon

e Mesure de Dirac sur (X,P(X)) : pour a € X, la mesure de Dirac en
a, notée b4, est définie par

1 sia€A;
0 sinon.

() = {
La mesure de comptage précédente peut s’exprimer comme

u(A) = 37 6,(A).

rzeX

e Si X ={ay, - ,a,} et A=P(X), alors V(ay,...,a,) € (RT)", u=
> @b, est une mesure sur (X, P(X)).

Vous avez déja manipulé des mesures : les probabilités. Seul le voca-
bulaire est différent. Ce que ’'on nomme espace mesurable dans ce cours est
appelé espace probabilisable dans le cadre de la théorie des probabilités. Et
une mesure finie telle que pu(X) = 1 est appelée probabilité. Nous verrons
plus en détail ces analogies au dernier chapitre.

Nous donnons maintenant deux propositions qui découlent directement
de la définition des mesures.



18 CHAPITRE 2. THEORIE DE LA MESURE

Proposition 2.4 Soit (X, A, 1) un espace mesure.

e Pour tous ensembles mesurables A, B tels que A C B, on a u(A) <
n(B).
e Pour toute famille dénombrable d’ensembles mesurables (Ax)en,

,u( U Ak) < p(Ag).

keN keN
e Pour tous ensembles mesurables A et B,

H(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B).

Preuve :
e On écrit B= AU (B\ A), 'union étant disjointe. On a donc u(B) =
p(A) 4+ u(B\ A). Comme 1 est positive, on en déduit p(B) > p(A).

e On construit a partir de la famille (A)xen, une famille (By)ren d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, comme suit. On pose

— By =4 ;
k-1

— pour tout k > 1, By = Ay \ UAj.
§=0

Les (By)gen vérifient U B, = U Ay, et pour tout k € N, B, C A,.

keN keN
On a alors

M( U Ak) = N( U Bk) = u(Br) <> u(Ap).

kEN kEN kEN kEN
e On écrit
A=(A\B)U(ANB), B=(B\A)U(ANB);
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A),
ou les unions sont disjointes. On en déduit

w(A) +pu(B) = p(A\B)+p(ANB)+ u(B\ A)+ (AN B)
u(AUB) + pu(AN B).
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g

Proposition 2.5 Soit (X, A, p) un espace mesuré et (A )ren une suite d’éléments

de A.

e Sila suite (Ag)gen est croissante pour Uinclusion (i.e. Ay C A1),

alors

keN

o Sila suite (Ag)ken est décroissante pour Uinclusion (i.e. Agi1 C Ag),
et si u(Ap) < 00, alors

" <ﬂ Ak) = Jim_p(Ayp).

keN

Preuve : cf. TD. O

2.2.2 Prolongement de mesures

On veut souvent définir a prior:la valeur d’'une mesure sur une certaine classe
d’ensembles, par exemple les segments de R. En général, il n’est pas évident
que 'on puisse le faire. Un tel résultat est appelé théoréme de prolongement.

Théoréme 2.6 (admis) Soient p et v deux mesures finies sur (X,.A). Soit
C C A une algebre telle que o(C) = A. Si p et v sont deuxr mesures sur
(X, A) qui coincident sur C, alors elles sont égales sur A.

Exemple 2.3 Sur [0,1] muni de sa tribu borélienne, si l'on a p([a,b]) =
v([a,b]) pour tout 0 < a < b <1, alors p = v sur B([0, 1]).

Le théoréme suivant assure 1'unicité d’un prolongement a la tribu engen-
drée, mais sous I’hypothése restrictive de mesure o-finie (il n’y a pas unicité
dans le cas contraire).

Théoréme 2.7 (Carathéodory) (admis) Soit X un ensemble, C une al-
gebre de parties de X et p une fonction positive et o-additive sur C telle
que X peut s’écrire comme union dénombrable d’éléments (Ay)ren de C, avec
w(Ag) < +oo. Alors, il existe un unique prolongement de p en une mesure

(o-additive) définie sur la tribu o(C).
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SECTION 2.3
( Mesure de Lebesgue sur R"

La mesure de Lebesgue est celle que 'on utilise couramment sur R", n >
1. Nous verrons plus tard dans ce cours que l'intégrale qui lui est associée
prolonge le concept d’intégrale de Riemann.

2.3.1 Définition et propriétés

Théoréme-Définition 2.8 I existe sur (R,B(R)) une unique mesure A
telle que pour tout intervalle [a,b],

A[a,b]) =b—a.
Cette mesure est appelée mesure de Lebesque sur R.

Théoréme-Définition 2.9 Soit n > 2 un entier. Il existe sur (R", B(R™))
une unique mesure \, telle que pour tout pavé P = [ay,b1]X. .. X[ay, b,] C R",

A(P) =] — a;).

J=1

Cette mesure est appelée "mesure de Lebesgue n-dimensionnelle”.

Preuve : Nous ne démontrons pas ces théorémes dans ce cours. La preuve
utilise un théoréme de prolongement du type de celui du Théoréme 2.7. [J

Proposition 2.10

e La mesure \, est invariante par translation : pour tout a € R™ et tout
A e B(R"), alors x + A € B(R") et \y(x + A) = A\ (A).

e La mesure de Lebesque N, est réquliére : pour tout A € L(R"),

M(A) = inf{\,(U)|U ouwvert, U D A} régularité extérieure,
M(A) = sup{\.(K)|K compact, K C A} régularité intérieure.
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Théoréme 2.11 La mesure de Lebesque N, est, a une constante multiplica-
tive pres, la seule mesure sur (R™, B(R™)) finie sur les compacts et invariante
par translation.

Dans la suite de ce cours, si nous ne mentionnons pas la mesure sous-
jacente sur I’espace mesuré considéré, c’est qu’il s’agit de la mesure de Lebesgue.
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CHAPITRE 3

Intégration selon Lebesgue

SECTION 3.1
‘7 Fonctions mesurables

3.1.1 Définition, opérations

Nous allons maintenant définir la classe des fonctions susceptibles d’étre inté-
grées, les fonctions mesurables. Remarquez que la définition ne fait intervenir
que les tribus et non les mesures.

Définition 3.1 Une fonction f : (X, A) — (Y,B) est dite mesurable (par
rapport aux tribus A et B) si

VB e B, f1(B) € A
St A et B sont des tribus boréliennes, alors f est dite "borélienne”.
Voici un critére pratique de mesurabilité.
Proposition 3.1 Avec les conditions de la définition, si B = o(F), alors :

f mesurable <= VB € F,f'(B) € A.

Preuve : = : évident.
< : Montrons que pour tout B € B, f~1(B) € A. Notons

C={BecB:f*B)ecA.

On a évidemment que F C C C B. On veut montrer que B C C, c’est-a-
dire que o(F) C C : il suffit donc de montrer que C est une tribu (comme
C contient F, elle contiendra alors la tribu engendrée par F, cete derniére
¢tant I'intersection de toutes les tribus contenant F) :

eona f}(Y)=XeAdoncY €C.

e si BeC,alors f7}(B) € Adonc f[7}(Y\B)=X\ f1(B) € A, dou
Y\ BeC.

23
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e soit (A;);en une suite de C, i.e. f71(A;) € A. Alors

(Ua) =Usr e

iEN iEN
car A est une tribu.

Ainsi, C est bien une tribu, d’ou la conclusion. U

En particulier, une fonction a valeurs dans R (resp. R™) muni de sa tribu
borélienne est mesurable si I'image réciproque de tout segment [a, b] (resp.
tout pavé) est mesurable.

Exemple 3.1 Soit A C X. La fonction indicatrice de A est définie par

1 sixz € A;
0 sinon.

][A : (X,A) — R, ][A(I) = {
Lindicatrice 1 est mesurable si et seulement si A € A.

Corollaire 3.2 Toute fonction continue de R" dans RP est mesurable.

Preuve : Pour tout ouvert O de R?, 'ensemble f~(O) est un ouvert de
R™ car f est continue. O

La proposition suivante est relativement facile & démontrer.
Proposition 3.3

o Soient f : (X, A) — (Y,B) et g : (Y,B) — (Z,C) deux fonctions
mesurables. Alors leur composée g o f est mesurable.

e Soient f,g : (X, A) — R deuzx fonctions mesurables. Alors (f,g) :
(X, A) = R? est mesurable.

e Soient f,g: (X, A) — R deuzx fonctions mesurables. Alors f + g, fg,

sup(f,g), inf(f,q), et si g ne s’annule pas, f/g sont mesurables de
(X, A) dans R.
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3.1.2 Tribu engendrée par une fonction

Définition 3.2 Soit f une application de (X, A) — (Y, B). On appelle tribu
engendrée par f la plus petite tribu sur X qui rend f mesurable. On la note

a(f).

On peut vérifier que :
e o(f) = {f'(B): BeB).
e Si, de plus, B = o(F), alors o(f) = 0({f‘1(B) :Be F})

3.1.3 Suites de fonctions mesurables

Dans cette section, nous nous intéressons a savoir si le concept de fonction
mesurable passe a la limite.

Théoréme 3.4 Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables de (X, A) —
R. Si (fn)nen converge simplement vers f, alors f est mesurable.

Preuve : comme B(R) est engendrée par les intervalles de la forme | — o0, al,
a € R, il suffit de montrer que pour U =] — oo, al, on a f~1(U) € A.
Pour k € N*, on définit Uy =] — 00, a — [. Notons

H=|J (W)
keN* meNn>m

qui appartient a la tribu A (pourquoi 7). On montre par double inclusion
que f~Y(U) = H, ce qui permet de conclure. En effet :

e siz € H, alors il existe kg € N* et my € N tels que Vn > myq, f.(z) <
a— % En passant a la limite n — o0, on obtient f(z) < a— = < a,
0
Le. z € f7YU).
e réciproquement, si f(z) < a, i.e. x € f~1(U), alors il existe k € N* tel

que f(z) < a— % Comme f,(z) - f(z), il existe m € N tel que
n—-+0oo
Vi > m, [fu(e) - F(@)] < 1/(2K), done

F(2) < 1 fa(@) — F@)]+ f@) < ~ +a— 2 <a——.

Ainsi, pour tout n > m, f,(z) € Us,. Autrement dit = € H.
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g

On rappelle a présent la définition de la limite inférieure et limite supérieure
d’une suite (u,)neny de R. On pose

liminfu, = lim inf w,, =sup inf wu,,,
n—-+o0o n—-+o00 m>n neN m2n

et
limsupwu, = lim sup u,, = inf sup u,,.
n—-+o0 N—=+00 1;m>n neN >p

Ci-dessus, la premiére limite est un sup car c¢’est la limite d’une suite crois-
sante, (inf,,>p Um)ney. De méme, la seconde est un inf car il s’agit de la
limite d'une suite décroissante, (Sup,,s,, tm)nen. Par monotonie, ces limites
existent dans R et ’'on a

e liminfu, <limsupu,.
n—+00 n——4o00

e lim u, =[0<= liminfu, =1 = limsup u,.
n——+00 n——+o00 n——+o00

On a alors le corollaire immédiat.

Corollaire 3.5 Soit (fi)ren une suite de fonctions mesurables de (X, .A)

dans R. Alors limsup fi et liminf f sont mesurables de (X, A) dans R.
k—+o00 k—+too

3.1.4 Fonctions étagées

Les fonctions étagées vont étre utiles a la construction de l'intégrale.
Définition 3.3 Une fonction étagée est une fonction (X, A) — R mesurable,

qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
k

St f est étagée alors [ s’écrit f = Zai T4, avec
1

Ai={z e X|f(z) =i} = [ ({ai}) € A

L’écriture est unique avec les conditions suivantes :

k
AZ%(Z), AzﬂA]:(Z)etaz#oz]pourz#],UAz:X (31)

=1
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Dans la suite du cours, nous supposerons que les fonctions étagées considérées
satisferont (3.1).

Attention : ne pas confondre avec les fonctions en escalier, qui sont des
combinaisons linéaires de fonctions indicatrices d’intervalles. En particulier,
une fonction en escalier positive est étagée mais la réciproque est fausse.

Théoréme 3.6 Toute fonction mesurable de (X, A) — R est limite simple
de fonctions étagées. De plus, si f > 0, la suite peut étre choisie croissante
et positive.

Preuve : 1°" cas: f > 0.
Pour tout n € N*, tout k£ € {1,...,n2"}, on pose

Ag:flqk;nl,;n[) :{xeX: k;l gf(:c)<2£n}

et B" = f~1([n,+oo]) = {zr € X : f(z) >n}.

Ces ensembles sont mesurables et forment une partition de X. Posons

ful@) = 3 (@) 4 L),

2n
k=1

qui, par construction, est une fonction étagée positive. Alors,

e la suite (f,) est croissante. En effet, pour x € X, s’il existe k €
{1,...,n2"} tel que x € A} alors soit x € AL, soit x € AL, mais
dans les deux cas,

k—1)—1 k-
fn+1<$) > on+1 - on

! = fn<x>

Si par contre x € B", i.e. f(x) > n auquel cas f,(z) = n, alors soit
f(x) > n+ 1 et dans ce cas x € B"™! et donc frii1(z) = n+1 >
n = fu(x), soit f(x) € [n,n+ 1] et donc x € AP*! pour un k > ko (=
n2 4 1), d'od

E—1 _ ky—1
fn+1($) = 27’L+1 Z §n+1 :n:fn(x)

Ainsi, la suite de fonctions (f,,) est croissante.
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e la suite (f,) converge simplement vers f. Soit = € X fixé.
- si f(z) = +oo, pour tout n € N, x € B™, donc f,(x) =n — 400 =
f(@).
- si f(x) < 400, dés que n > f(z), il existe k € {1,...,n2"} tel que

flz) e {k ! ﬁ[, donc

n 7 Qn

kE—1 ko k-1 1
< — - =—

fol@) = f@)] = fla) = S < = = o

quantité qui tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini. Ainsi, (f,,) est croissante
et converge simplement vers f.

2éme cas : f quelconque.

Avec les notations ft = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0) = —inf(f,0), on a
f = fT"—f7, les fonctions fT et f~ étant toutes les deux positives. On
applique le cas précédent a f* et f~. O

SECTION 3.2
( Construction de l'intégrale

3.2.1 Intégrale des fonctions étagées

Définition 3.4 Soit f : (X, A, 1) — [0, +00[ une fonction étagée positive de
la forme f = Zle a; 14,. On appelle intégrale de f sur A € A par rapport
a la mesure p la quantité

k
/Afdu = Zaiu(Ai NA).
i=1

k
Lemme 3.7 Soit f = Zai T4, une fonction étagée positive.
i=1
e (Croissance) Si f < g ot g est une fonction étagée positive, alors pour

tout A € A, /fd,ug/gdu.
A A
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e (Linéarité) Pour tous A€ Aetc>0, ona /

A
/ gdp.
A

e Pour tout A € A, /fd,u:/ f Ladp.
A X

(cf +g)dp = C/Afdu+

o Si Ae A avec u(A) =0, alors / fdu=0.
A

e (Relation de Chasles) Pour tous A, B € A tels que ANB =10, on a

/AUdeuz/Afdqu/deu-

Preuve : Nous ne démontrons que la relation de Chasles, les autres points
étant laissés en exercice. On a

AUB

k
fdy = Zam(Am(AUB))
- Zam((AmA)u(AmB»

k
= Z a; (u(A;NA)+ u(A; N B)) (union disjointe)
i=1

k k
=1

=1

= /Afdu—l—/de/L.

3.2.2 Intégrale des fonctions positives

On étend maintenant cette définition aux fonctions mesurables positives.
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Définition 3.5 Soit f : (X, A, u) — [0, +00] une fonction mesurable posi-
tive. On appelle intégrale de [ sur A € A par rapport a p la quantité

/fd,u = sup {/ gdup g étagée, positive, g < f}
A A

Notons que cette quantité est bien définie dans R. De plus, si f est étagée,
cette définition coincide avec la précédente. En revanche, cette définition ne
permet pas en général de calculer I'intégrale de f.

Proposition 3.8 Les propriétés du lemme 3.7 s’étendent aux fonctions mesu-
rables positives.

Preuve : Le premier point est évident car comme il s’agit d’une inégalité,
la définition précédente nous permet de conclure.

En revanche, les autres points sont plus délicats car il nous faut démontrer des
égalités et cela sous-entend qu’il faut peu ou prou permuter un supremum
avec une intégrale, ce qui loin d’étre évident. La stratégie consiste alors
a utiliser le théoréme de convergence monotone (ou théoréme de Beppo-
Levi) que l'on verra au chapitre suivant. Une fois ce théoréme démontré, les
résultats que ’on souhaite démontrer en découlent directement.

Regardons ce qu’il en est au sujet de la linéarité. Soient (f,,)nen €t (gn)nen des
suites croissantes de fonctions étagées positives qui convergent simplement
vers f et g respectivement. Alors (cf, + gn)nen est une suite croissante de
fonctions étagées positives qui converge vers cf + g. Par le théoréme de
convergence monotone,

c/ fdu—l—/gd,u = ¢ lim /fndu+ lim /gndu (Beppo-Levi)
X X n—-+o0o X n—-4o00 X

= lim c/ fnd,u—i-/ gndp
n—-+o00 X X
= lim ( / (cfn—i—gn)du) (car fonctions étagées)
b

n—-+00
= / (cf +g)du, (Beppo-Levi)
X

ce qui conclut la démonstration de la linéarité. Les autres points se démon-
trent de la méme manieére. Il

Le résultat suivant découle directement de la définition.
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Proposition 3.9 (Inégalité de Chebyshev)
Soit f : (X, A, u) — [0,4+00] une fonction mesurable positive. Pour tout
a >0,

u({xGle(fC) Za}) < é/xfdu'

Preuve : La preuve de ce résultat, ainsi que du corollaire qui suit, sera
faite en TD. O

Corollaire 3.10 Soit f: (X, A, u) — [0,400] une fonction mesurable posi-
tive, telle que

/ fdp < +o0.
X

Alors u({x e X|f(x)= —|—oo}> = 0.

SECTION 3.3
( Intégrale des fonctions de signe quelconque

3.3.1 Définition et premiéres propriétés

Soit f une fonction mesurable de (X, A, u) — R. On décompose f en ses
parties positive et négative :

f=f"—f, avec fr=sup(f,0) et [~ =sup(—f,0).
Notons que l'on a aussi |f| = fT+ f~.

Définition 3.6 On dit que f est intégrable sur A € A par rapport a la
mesure [t Si / |fldp < o0o. On définit alors l'intégrale de f sur A € A par
A

/A fp = /A Frdp - /A I dp

Attention : contrairement au cas des fonctions positives, on ne définit pas
I'intégrale de toute fonction mesurable réelle.

rapport a p par
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Si f est a valeurs complexes, on écrit f = Ref + iZmf et 'on définit,
pour f une fonction intégrable par rapport a p,

/deMZ/X(Ref)dqui/X(Imf)du.

Notation : Dans le cas X = R ou X = R” muni de la mesure de Lebesgue,
on notera souvent
fdx, = f(x)dx.
RTL R'Il
Proposition 3.11 Les propriétés du lemme 3.7 s’étendent aux fonctions in-
tégrables de signe quelconque. De surcroit, on a pour toute fonction intégrable
f sur A € A par rapport a p,

/A fdu' < /A fld.

Preuve : Evidente en utilisant la proposition 3.8 pour les parties positive
et négative de la fonction intégrable. O

En pratique, on cherche souvent a intégrer des fonctions mesurables bornées.
Le résultat suivant assure l'intégrabilité de telles fontions sur des ensembles
de mesure finie.

Proposition 3.12 On suppose que la mesure p est finie. Alors toute fonc-
tion f: (X, A, ) — R mesurable et bornée sur X est intégrable.

Preuve : 1l suffit de majorer |f| par la fonction constante égale a sup | f(x)|

rzeX
sur X, auquel cas on a
| fldp < sup | f(2)] p(X) < +oo0,
X zeX
car la mesure est supposée finie. O

Cas particulier : si f : [a,b] — R est une fonction continue sur un intervalle
fermé borné (i.e. un intervalle compact), alors par le théoréme de Weierstrass
f est bornée et atteint ses bornes. La fonction f est donc intégrable sur [a, b]

et l'on a ,
/ f(x)dx| < (b—a) max |f(z)].

z€[a,b]
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3.3.2 Le "presque partout"

Définition 3.7 On dit qu’une propriété est vraie presque partout ou pour
presque tout x € X si elle est vraie sur A € A avec u(X \ A) = 0. Cette
notion dépendant de la mesure choisie sur X, on note j-p.p. (ou simplement
p.p. s’il n’y a pas de risque de confusion).

Lemme 3.13

e Soient f et g deux fonctions mesurables positives ou intégrables telles

que f =g pu-p.p. Alors/ fdu:/ gdpu.
X X

e Soient f et g deux fonctions mesurables positives ou intégrables telles

que f < g p-p.p. AZOTS/ Jdp < / gdp.
X X

o Si f est une fonction mesurable positive telle que / fdu < 400, alors
b's
f est finie p-p.p.

e Si f est une fonction mesurable positive telle que / fdu =0, alors
b's
f=0 p-p.p.

Preuve : Ecrire que f = ¢ p-p.p. signifie que f = ¢ sur un ensemble
A e Atel que pu(X \ A) = 0. Ainsi, on a

/)(fduzqudu+/)(\Afdu=[4fdu+O=/Agdu+0:/xgdu.

Le second point se démontre de la méme maniére.

Le troisiéme, quant a lui, est la version presque partout du corollaire 3.10.
Le dernier point est un peu plus délicat. On veut montrer que f =0 pu-p.p.,
c’est-a-dire que p({r € X : f(z) > 0}) = 0, la fonction f étant supposée
positive. Notons que ensemble borélien {z € X : f(z) > 0} = f71(]0, +o0])
peut étre obtenu par double inclusion comme

frex:f@)>0=J {xeX:f(a:)>%},

neN*
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une union de boréliens que I'on note | J, . An. Observons que I'on a par

I'inégalité de Chebyshev : pour tout n € N*,

H(An) < n /X fdp =0,

I'intégrale de f sur X par rapport a p étant supposée nulle, d’ou le fait que
1(A,) = 0 pour tout n € N*. Enfin, la famille (A, ),en+ étant croissante en
n pour l'inclusion, on a par la proposition 2.5 que

u({xeX:f(x)>O}):,u<U An>: lim u(A,) = lim 0=0,

on n—+o00 n—-+o0o
n

ce qui achéve la démonstration. Il

Exemple 3.2 Considérons la fonction f = g sur R muni de la mesure de
Lebesque. On a f =0 p.p. En effet,

A{z eR: fz) =1}) = MQ) = A (U{x}) =Y A{zh) =) 0=0.
zeQ z€Q z€Q

Un concept important qui sera illustré dans les chapitres a venir est la
convergence presque partout.

Définition 3.1 Une suite (f,)nen de fonctions mesurables de (X, A, ) vers
R converge "u-presque partout” vers une fonction mesurable f: (X, A, pu) —
R si elle converge simplement vers f sur un ensemble dont le complémentaire
est de mesure nulle, 1.e.

i({rexs @ #50}) o

En particulier, on a le résultat trivial suivant.
Proposition 3.1 La convergence simple entraine la convergence p.p.

En pratique, on commence par tenter de montrer la convergence simple.
Une fois cette analyse effectuée, on regarde en détail les différents cas obtenus
pour passer a la convergence p.p.
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Exemple 3.3 Considérons sur X = R muni de la mesure de Lebesque la
suite de fonctions fn(x) = Tj_1/m1/m(x), n € N*. On remarque que cette
suite converge simplement sur R vers la fonction = Tjoy. En effet, siz =0
alors f,(0) = 1 pour tout n € N* tandis que si x # 0, alors il existe n € N*
assez grand de sorte que x ¢ [—1/n,1/n] et donc f,(x) = 0 pour n assez
grand.

Qu’en est-il de la convergence p.p. ? Etant donné que nous n’avons que deuz
cas, {0} et R* et que le singleton {0} est un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle, cette suite converge p.p. vers la fonction nulle.

Exemple 3.4 Considérons sur X = R muni de la mesure de Lebesque la
suite de fonctions f,(x) = (cosx)", n € N. On remarque que cette suite
converge simplement vers 1 sur ’ensemble 217, vers 0 sur R\ ©Z car dans
ce cas cosx €] — 1, 1] et enfin ne converge pas simplement sur (2Z + 1) car
dans ce cas f,(x) = (=1)" qui n’admet pas de limite.

Cependant, elle converge p.p. vers 0 car l’ensemble Zw est dénombrable donc
de mesure de Lebesque nulle.
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CHAPITRE 4

Théorémes fondamentaux
d’intégration

SECTION 4.1
( Comportement face aux limites

Le probléme est le suivant. Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables
positives ou intégrables convergeant simplement vers f. A-t-on toujours

lim /fnd,u:/fd,u ?
n——+00 X X

Autrement dit, peut-on toujours intervertir limite et intégrale ?

Le réponse a cette question est : non, en général. Pour pouvoir intervertir
limite et intégrale, il faut faire des hypothéses supplémentaires sur la suite
de fonctions (f,)nen. Nous allons énoncer trois résultats :

e le théoréeme de convergence monotone (ou théoréme de Beppo-Levi,
déja entrevu au chapitre précédent) : on suppose que (f,)nen €st une
suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant simple-
ment vers f ;

e le théoréme de convergence dominée : outre la convergence simple, on
fait une hypotheése de domination sur la suite (f,,)nen ;

e le lemme de Fatou : ici, on ne suppose pas la convergence de la suite.
On obtient une inégalité entre les lim inf.

4.1.1 Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi

Le théoréeme de convergence monotone permet d’intervertir limite et intégrale
dans le cas ou la suite est croissante.

Théoréme 4.1 (Beppo-Levi)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives de (X, A, ) vers

37
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[0, +00] qui est croissante, i.e. pourtoutx € X, toutn € N, f,(z) < fri1(x).
Alors pour tout A € A,

lim [ f.du= / lim f,du.
A An—)—i—oo

n—oo

Preuve : Contrairement aux démonstrations des théoréemes fondamentaux
a venir qui se basent sur ce résultat, la démonstration du théoréme de con-
vergence monotone est quelque peu délicate. Notons f la limite des f,, qui
est mesurable et positive comme limite simple de fonctions mesurables et
positives (I’ensemble des valeurs de f est a priori [0, +0o0]). Notons que 1'on
peut se restreindre au cas A = X puisque la suite (f,, T4),en converge en
croissant vers f 1 4.

Comme la suite (f,)men est croissante, la suite réelle ( / fnd,u> lest
X neN
aussi, donc (/ fndu> a une limite a € [0, +o0].
X neN

De plus, pour tout n € N, f, < f donc / fodp < / fdu. A la limite
X X

n—>—|—oo,onaa§/fd,u.

b's
Soit maintenant g une fonction étagée positive et telle que ¢ < f, avec

g = Zb] ][Bj-
j=1

Etant donné ¢ €]0, 1] fixé, définissons pour tout n € N, 'ensemble

Cn={fn2cgy ={z € X: fal2) 2 cg(7)} .

Ces ensembles sont mesurables car C,, = (f,, — cg)~ ([0, +o0]). De plus, la
suite (C, )nen est croissante pour 'inclusion car la suite (f,),en est croissante.
Par ailleurs, on a U C,=X. Eneffet, siz € X, on a

falz) — f(z) = g(2),

n—-+o0o

donc il existe ng tel que f,,(z) > cg(x). Ainsi z € C,,, et z € U C.
neN
A présent, on a pour tout n € N,

[ fudnz [ gz [ cgdu=c [ gin=cdbu(Bnc).
X Ch Chn Ch

j=1
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Or Bj = U (Bj N Cn), donc

neN

w(Bj) = p (U BN Cn) = lim p(B; N Cy),

n—oo
neN

par la proposition 2.5. Ainsi,

n—-+00 n—-+o00

a = lim / fodp > lim ¢ bu(B;NC,) = chju(Bj) = c/ gdyu.
X j=1 j=1 X

Ceci étant vrai pour toute fonction g étagée telle que g < f, on en déduit

en passant au sup que « > ¢ [ fdu. Ceci étant vrai pour tout ¢ € [0, 1],
b's

il suffit de faire tendre ¢ vers 1 pour obtenir I'inégalité o > / fdu, ce qui
X

achéve la démonstration du théoréme. O

Faisons quelques remarques.

e Les séries et les intégrales pourront étre traitées dans le méme cadre.
En effet, prenons X = N, A = P(N) et p la mesure de comptage. Soit
(Un)nen une série a termes positifs ou nuls. Posons f(n) = wu,. Alors la
somme de la série de terme général u,, s’écrit comme une intégrale par

rapport a p :
+oo
Zun = / fdu.
n=0 N

En effet, la suite de fonctions (f,,) définie par f,,(k) = ux si k < m et

fm(k) =0 si k > m, est croissante. On a / fndp = Zuk On voit
N k=0

aisément que f,, 7 f.

e Soit maintenant (f,,) une suite de fonctions mesurables positives et
posons f = 3" f,. Alors

/X Fdu = i) /X fudp
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En effet, posons g,, = Z fm- Onag, 7 f et donc d’apreés le théoréme

m=0
de Beppo-Levi, lim /gndu:/ lim g,du, c’est-a-dire
n—-4o0o X Xn—H—oo

2 /X Fudp = /X gfndu.

4.1.2 Lemme de Fatou

Lemme 4.2 (Lemme de Fatou)
Soit f, : (X, A, u) — [0,+00] une suite de fonctions mesurables positives.

On a alors
/ liminf f,, dp < lim inf/ fndpt.
X n—-+oo n—-+4oo X

Preuve : Posons pour tout n € N, g, = ir;f fm- Alors, la suite (g, )nen est
m-n

une suite de fonctions mesurables positives, qui converge en croissant vers

sup g, = liminf f,,. D’aprés le théoréme de convergence monotone, on a donc
neN n—-+00

lim gndp = / liminf f,, du.
X X n—-+o0o

n—-+0o0o

Mais comme g, < f,, pour tout n € N et tout m > n, on a / gndp <
b's

/ fmdp pour tout m > n et donc / gndp < inf / fmdu, d’ott
X X m2n [y
lim gndp < lim inf/ frndp.
n—-+o0o X n—-+00 X

On en déduit le résultat désiré. O

4.1.3 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Lemme 4.3 Soit g : (X, A, u) — R une fonction intégrable et (f,)nen une
suite de fonctions intégrables de (X, A, u) vers R.
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e Sig < f, pour tout n € N, alors / liminf f, du < hm 1nf/ fndu.

X n—-+o0o

e 5ig> f, pour tout n € N, alors lim sup/ frdp < / limsup f,, du.
X b's

n——+o00 n——+00

Preuve : Ce lemme est une conséquence directe du lemme de Fatou.
Pour tout n € N, f,, — g est positive et mesurable, donc d’apreés le lemme de
Fatou, on a

/liminf(f )du<hm1nf/(f —g) dpu.
X b

n—-+o0o n—-+0o00

Comme liminf(f, —¢g) = (liminf f,) — g, et que 'intégrale est linéaire, on en
n—-+00 n—-+00

déduit le premier point.

Pour le second, on utilise la propriété évidente :

liminf(—f,) = — limsup f,.

n—r+00 n——+00

Théoréme 4.4 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X, A, u) dans R. On
suppose que :

® (fu)nen converge vers f p-p.p.

e il existe une fonction intégrable g : X — [0,+o0[ telle que pour tout
n € N, pour tout x € X, |fn(x)] < g(x).

Alors, f,, est intégrable pour tout n € N, f est intégrable et

lim /fnd,u:/fd,u.
n—+oo [y X

Notons que l'on peut supposer que la condition de domination a lieu
seulement presque partout.

Preuve : La condition de domination implique que pour tout n € N,

[ 1l < [ g <o
X X
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donc que | f,| est intégrable. Pour u-presque tout = € X, f(x) = lim f,(z),

n—-+0o

donc |f| < g p-p.p. Ainsi,

/Iflduﬁ/gdu<+oo,
X X

et | f| est intégrable. Comme on a, pour tout n € N, —g < f,, < g, d’apreés le
lemme 4.3 on peut écrire que

limsup/fndu < /limsupfnd,u
X X

n—+400 n—+400

Z/deﬂ

= /liminffndu
b'e

n—+oo

< liminf/fndu.
b's

n——+o0o

n—-+o0o

Ainsi lim sup / frndp = liminf / fndp, ce qui prouve que lim / fndp
X n—-+oo X n—-+oo X
O

existe et vaut, d’aprés les inégalités ci-dessus, / fdu.
X

Exemple 4.1 Soit f : R — R une fonction intégrable. Alors

] n _
nl—lgloo/Rf(m)(COS:U) dx = 0.
En effet, la fonction x — f(x)(cosz)"”, qui est évidemment mesurable sur
R, converge p.p. wvers 0 lorsque n tend vers linfini (cf. Uexzemple 3.4) et
est dominée sur R en valeur absolue par |f| qui est intégrable par hypothése
et indépendante de n. Le théoréme de convergence dominée donne alors le
résultat désiré.

SECTION 4.2
( Lien avec l’intégrale de Riemann

On va voir ci-dessous que l'intégrale de Lebesgue généralise l'intégrale de
Riemann lorsque X est un intervalle ou un produit d’intervalles dans le cas
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multidimensionnel. En particulier, on verra en TD qu’en général pour dé-
montrer qu'une fonction mesurable est intégrable au sens de Lebesgue, il est
la plupart du temps suffisant de démontrer que sa valeur absolue est inté-
grable au sens de Riemann.

Nous nous limiterons ici & la dimension 1, les démonstrations se généralisant
sans probléme a la dimension n > 2. Pour simplifier, nous nous limiterons
également aux fonctions positives.

Théoréme 4.5 Soit [a,b] un segment de R et f : [a,b] — R une fonction
positive, bornée, et intégrable au sens Riemann sur [a,b]. Alors f est intégrable
sur [a, b] par rapport a la mesure de Lebesque, et les intégrales sont les mémes.

Preuve : Rappelons tout d’abord la définition de " f Riemann-intégrable".
Pour toute subdivision pointée de [a,b], i.e. la donnée de o = (x;)o<j<n,
£ = (§)i<j<n tels que @ = zg < z1... <z, = b et & €|x;_q, 2], on pose

I(f,0,6) = Z(xj —xj_1)f(&). On note |o| = supz; — z,;_1 le pas de la
j=1 J

subdivision. La fonction f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si et

seulement si pour tous o, &, la quantité I(f,o,£) tend vers une unique limite

I quand |o| — 0. Le temps de cette preuve, on notera I = R(f,a,b).
Revenons a la démonstration. Soit f positive, Riemann-intégrable et bornée
sur [a,b]. On considére la suite de subdivisions emboitées définies pour
chaque n par :

b—a
uy=a<uy <---<uj, =b (depas o )

On pose pour tout n € N, 1 < j <27
mj = inf f(z)et M= sup f(z).

me[uj—l’uj xe[ugtl,u;?]

Les deux sommes :
271

271
b—a b—a
- _ n + n
I, = o g m; et I; = o g M;
Jj=1

j=1

convergent toutes deux vers l'intégrale de Riemann R(f,a,b). Posons main-
tenant

2n
9n = m? ][[ug,u?] + Z m? ][[u;.[l,u?]
j=2
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et
P = M T + 3 M g,
=2

On a pour tout n, g, < f < h,. De plus, (g,) est croissante alors que (h,,)
est décroissante. Si g et h sont leurs limites (simples) respectives (notons
que g et h sont mesurables comme limites de fonctions mesurables), alors on
ag<f<h

Les suites (g,) et (h,) sont majorées par sup,c(,; f(z) qui est intégrable
sur [a,b] par rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi par le théoréme de

convergence dominée les suites (I) et (I;7) convergent respectivement vers

b b
/ gd\ et / hd\, qui sont donc toutes deux égales a I'intégrale de Riemann

b
R(f,a,b). Ainsi, g = h = f pu-pp, et R(f,a,b) :/ fdA. O

On rappelle l'extension de l'intégrale de Riemann & un intervalle non

borné. On se limite encore aux fonctions positives L’intégrale au sens de
+oo

Riemann ainsi définie : / flz)dz = hm / f(z)dz est 1a aussi égale a
I'intégrale de Lebesgue de f sur [0, —|—oo[ En effet, définissons la suite (f,)

+o0 n
par f, = f Ijp,. Comme f est positive, f(z)dx = lirf / f(z)dx =
0 n—-+0o0 0
“+oo
lir_"I_l fn(x)dx. Pour tout n, f, est intégrable au sens de Lebesgue
n—-+0oo 0

d’aprés le théoréme précédent, et comme f,, 7~ f, on obtient le résultat par
le théoréme de convergence monotone.

On procéderait de maniére analogue pour les autres extensions (fonction non
définie aux bornes de l'intervalle d’intégration).

Attention : dans le cas ou f n’est pas positive, ce que l'on vient de faire
se généralise au cas des intégrales absolument convergentes. Les intégrales
semi-convergentes ne rentrent pas dans ce cadre.

sin
Exemple 4.2 La fonction x — —— n’est pas intégrable sur [0,4o00], i.e.
x

/Jroo
0

lim
M—+oc0 0 e

sin x sinx

dx comme

T

“+o0o
dr = 400, mais on peut donner un sens a /
0 x

sin x

dz.
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SECTION 4.3
( Fonctions définies par une intégrale

4.3.1 Théoréme de continuité

Les théorémes ci-dessous permettent d’intervertir les notions de continu-
ité/dérivabilité et d’intégrale, et a ce titre sont trés importants.

Théoréme 4.6 Soit (X, A, 1) un espace mesuré, I un ouvert de R contenant
tg, et f: I x X — R une fonction telle que

e pour tout t € I, x +— f(t,x) est mesurable ;
e la fonction t — f(t,x) est continue en ty pour p-presque tout x € X ;

o il existe g : X — [0,400] telle que [, gdp < +oo et |f(t,x)] < g(x)
pour tout t € I et p-presque tout v € X.

Alors la fonction F: I - R, F(t) = / f(t,x)du(z) est bien définie sur I et
X

continue en tg.

Preuve : Tout d’abord, la condition de domination assure que pour tout
tel, z— f(t ) est intégrable, donc F'(t) est bien défini.

Pour montrer ce théoréeme, on utilise la caractérisation de la continuité a
'aide des suites. Soit (t,) une suite de I tendant vers ty. Pour tout n, on
note f, : X — R, f.(z) = f(tn,z). Alors, f, est majorée par g presque
partout et ngrfoo falz) = f(to,x) pour presque tout z. Par le théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, on obtient donc que F(t,) — F(ty). Ceci
étant vrai pour toute suite (¢,) tendant vers ¢y, F' est continue en t. U

4.3.2 Théoréme de dérivabilité

Théoréme 4.7 Soit (X, A, u) un espace mesuré, I un intervalle ouvert de
R, et f: I x X — R une fonction tels que :

e pour tout t € I, la fonction x — f(t,z) est mesurable ;

o il existe ty € I tel que x +— f(to, x) est intégrable ;
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e pour presque tout x, t — f(t,x) est de classe C' sur I ;

o il existe g : X — [0, +00] telle que fX gdp < 400 et pour tout t € I et
pour p-presque tout x,

0

'a—{(t,x)‘ < g(z).

Alors, la fonction F' : I — R, F(t) = / f(t,x)du est bien définie et de
X
classe C* sur I, de dérivée

of
F'(t)= | —=(t,z)dpu.
0= [ Grttadn
Preuve : Soit t € I, (t,) une suite de I tendant vers t. Justifions d’abord
que la derniére intégrale ci-dessus existe. La fonction z +— g—{(t,m) étant
la limite simple de ¢, : © — W qui est mesurable, elle est donc

mesurable elle aussi. De plus, elle est majorée par g donc intégrable.

A présent, soient € X et t' € I. Par le théoréme des accroissements finis,
il existe u €]t, t'[ (ou |t',t[) tel que

f(t,>x> — f(t,:C)
' —t

(u’ fl?) < g(:v)

_|9f
_‘E

e Avec t' = ty, on obtient que

£t 2)] < g()[t —to| + | f(to, )],
ce qui assure que F'(t) est bien définie dans R.

F(t,) — F(t
% - / ondp. Or, |p,| < g (prendre t' = t,), et
n X
») tend simplement vers la fonction z — 2L(¢, ). Ainsi, par le théoréme
2 p ot b
de convergence dominée,

e Pour tout n,

n—-+o0o

lim sonduz/ g(tw)du(%‘)-
X X 13

Comme F'(t) = lim F(t,) - F(t)

n——+o0 t, — 1t
alors bien de classe C* car la continuité de I’ est immédiate par I'utilisation

, ceci achéve la démonstration (F est
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du théoréme de continuité au niveau de la dérivée). U

Notons que 'on peut remplacer la 4éme hypothése par
e pour tout intervalle compact K inclus dans I, il existe gi intégrable sur X

telle que Vt € K, |g—{(t,x)| < gk (x) p-p.p. sur X.

“+oo
Exemple 4.3 Posons I'(t) = / ' te *dx (fonction Gamma d’Euler).

o Quel est le domaine de déﬁnigz'on de I', c’est-a-dire l’ensemble des valeurs
de t pour lesquelles la fonction f, : x + 2t~ 1e™® est intégrable ? Pour tout
t € R, la fonction f; est mesurable sur l'intervalle |0, +o0[ car continue sur
cet intervalle et une courte analyse indique que f; est intégrable sur ]0,4o00]
si et seulement si t > 0. Ainsi, la fonction I' est bien définie sur ]0,+o0|.

o Est-elle continue sur]0,4+o00[ ¢ Tout d’abord pour tout x > 0, la fonction
t — fi(x) est continue en t > 0. Ensuite pour tout t € [a,b] C]0,+00], on a
pour tout x > 0,

|xt_le_$| < gt Iy () + I[l,oo[(x)xb_le_“’,

qui est intégrable sur |0, +oo[ et indépendant du parametre t. Ainsi, par le
théoreme de continuité, T est continue sur l'intervalle |a, b], donc sur]0, 4+o00],
a et b étant arbitrairement choisis dans |0,4+o00[. Notons qu’il aurait été
difficile de trouver une fonction intégrable dominant |f;| indépendamment de
t > 0, d’ou lintérét de localiser t sur lintervalle compact |a,b]. Ce type de
localisation est couramment utilisé en pratique.

o La fonction T est-elle de classe C' sur |0,+oc[ ? Pour tout x > 0, la
fonction t — fi(x) est de classe C' sur 0, +oo[ et

—afé(tx) =In(z)e "2t

De plus, pour tout t € [a,b], on a
|In(z) e 2! < |In(z)| e (T (2)z* " + T poof(z)z®™h),

qui est intégrable sur |0, +oo[ et indépendant du parametre t. Ainsi, par le
théoreme de dérivabilité, T est de classe C' sur lintervalle 10, +o00[ (car C*
sur a,b] ot 0 < a < b sont arbitraires) et pour tout t > 0,

+oo
I'(t) = / In(x) e 2" dr.
0
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SECTION 4.4
( Intégration sur les espaces produits

L’objectif de cette section est de calculer des intégrales de plusieurs vari-
ables et notamment d’échanger 'ordre des intégrales. Pour ce faire, nous
avons besoin de plusieurs résultats théoriques pas trés difficiles & démontrer
mais malgré tout assez techniques : soit nous les admettrons, soit nous en
donnerons seulement une esquisse de démonstration.

4.4.1 Introduction

Soit & calculer I = / / IQ v Sdzdy .
0.1)x[0,1] (¥ +¥?)?

On commence par 1ntegrer par rapport a z, on trouve :

; /1[/1x—yd]d /1{—x ]1 . /1 -1, T
= g\ dy= | || dy= y=—
o Lo (#2+y?)? o LTyl o 1+y2 4

En intervertissant les ordres d’intégration on aurait trouvé

1 1 1 1
o LJo ( +y) o LT +v*], 4

Ce paradoxe nous prouve en fait que I n’a pas de sens. La suite va nous
procurer un théoréme simple d’emploi pour effectuer les calculs en toute
quiétude.

4.4.2 Tribu produit et mesure produit

Définition 4.1 Soient (X, A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On appelle
tribu produit la tribu engendrée par les produits {A x B : A € A, B € B}.
Elle est notée AR B.

Exemple 4.4 B(R"*?) = B(R") ® B(RP?).
Notons que 'on a besoin de considérer la tribu engendrée car la famille

{AXx B:Ae€ A B € B} n'est pas une tribu, n’étant pas stable par passage
au complémentaire.
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Définition 4.2 Soient E€c A@Betf: (X xY, A®B)— (Z,C).
On note

E,={yeY:(x,y) e E}, e E'={xeX:(x,y)€F},
appelées sections de F, et
i (LB) > (2,0), gy fmy), et f1:(X,A) > (Z,0), 5> f(z,y).

Lemme 4.8 (admis) Soit f : (X XY, A®B) — (Z,C) une fonction mesurable.
Soit E € A® B. Alors,

1. Pour tout x € X, E, € B, et pour touty € Y, EY € A.

2. Pourtoutx € X, f, : (Y,B) — (Z,C) est mesurable et pour touty € Y,
fY (X, A) = (Z,C) est mesurable.

Proposition 4.9 (admis) Soient (X, A, p) et (Y, B,v) deux espaces mesurés
de mesures o-finies et E € A® B. Alors,

1. Pour tout v € X, v — v(E,) est mesurable de (X, A) — [0, +o0].
2. Pour touty €Y, y+— pu(EY) est mesurable de (Y,B) — [0, +00].

Théoréme 4.10 (admis) Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés
de mesures o-finies. Il existe une unique mesure p @ v sur (X x Y, A® B)
telle que pour tous A € A, B € B,

pwRv(Ax B)=u(A)v(B).

Cette mesure est appelée mesure produit. Flle est définie par :

1 ® U(E) = /X V(Ey)du(z) = / W(EY)du(y), VE € A®B,

Y

ce qui peut encore s’écrire

woue)= [ { / L;(sc,y)du(y)} nto) = [ [ / 1E<x,y>du<x>] v (y).

Exemple 4.5 La mesure de Lebesque A, 1, définie sur B(R"P) est égale a
la mesure produit \,, ® \,:

)\ner - )\n ® >\p'
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4.4.3 Théoréme de Fubini

Théoréme 4.11 (Théoréme de Fubini-Tonelli)
Soient (X, A, ) et (Y,B,v) deuzx espaces mesurés de mesures o-finies et f :
(X XY, A® B) — [0, +00]| une fonction mesurable positive. Alors :

e La fonction x +— / fedv = / f(x,y)dv(y) est mesurable sur (X, A),
Y Y

e La fonction y — / fdu = / f(z,y)du(z) est mesurable sur (Y, B).
X X
e On a l’égalité

[ wwon= [ ([w)an= [ ([ o)

ce qui se réécrit
flzy)dp@v)(zy) = /X (/Y f(x,y)dV(y)> du()

= [ ([ stevpinter) avi.

Preuve : Le schéma de la preuve est le schéma habituel. On montre le
résultat pour

XxY

o f= T4, puis
e f étagée (par linéarité), puis
e f positive (par convergence monotone).

La seule difficulté réside dans I'établissement du résultat pour 1T,. Clest
exactement le théoréme 4.10, que nous avons admis. U

On généralise immédiatement ce résultat aux fonctions intégrables de
signe quelconque en 1'utilisant pour les parties positive et négative. On a
alors le théoréme suivant.
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Théoréme 4.12 (Théoréme de Fubini)
Soient (X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces mesurés de mesures o-finies et f :
(X xY, A® B) — R mesurable telle que / |f(z,y)|d(p@v)(z,y) < +00

XxY
(i.e. [ est p® v-intégrable), alors

e pour p-presque tout x € X, f, est v-intégrable et pour v-presque tout
y €Y, fY est u-intégrable.

° I —> / fedv est définie presque partout et est u-intégrable,
Y

Y — / fYdu est définie presque partout et est v-intégrable.
X

e on a l’égalité

XxXY

fle.y)dp@v)(zy) = /X(/Yf(x,y)dV(y)) du(z)

_ /Y</Xf(x,y)du(x)> dv(y).

En prenant pour p et v la mesure de comptage sur N, on obtient le résultat
suivant.

Corollaire 4.13 Pour toute suite double (Gm.n)mnen de nombres réels ou
complezes vérifiant :

® ay, >0, Vm,neN,

® ou Z |G| < 400,

m,n

on a alors : Y amp = (O, Amn) =2,O,, Gmn)-

Contre-exemple :
1 sim=n;
A, = -1 sim=n+1;
0 sinon.

On vérifie aisément que: Z(Z Ump) 7 Z(Z Amon)-

m n m
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En pratique, aprés avoir vérifié les hypotheéses p, v o-finies et f mesurable,

on prend la valeur absolue et 1'on calcule |fld(p ® v) dans n’importe
XxY
quel ordre (par rapport a x puis a y, ou le contraire). Sil’on trouve une valeur

finie, on peut alors appliquer le théoréme Fubini pour calculer fd(p®v).
XxY

SECTION 4.5
( Changement de variable

Dans cette section, on cherche a transporter des mesures sur un autre en-
semble par le biais d’une application.

Nous allons d’abord considérer des changements de variables dans un cadre
mesurable. Bien siir, dans un cadre abstrait, il n’est pas question de par-
ler de difféomorphisme, de jacobien ...Nous ferons le lien avec les notions
habituelles de changement de variables ensuite seulement.

4.5.1 Image d'une mesure par une fonction mesurable et théoréme
de transport

Proposition-définition 4.14 Soit f une application mesurable de (X, A, i)
dans (Y, B). Posons

ui(B) = u(f(B)), BeB.
Alors piy définit une mesure sur (Y,B). C’est la "mesure-image" de p par f.

Preuve : Il est immédiat que py est une mesure puisque f ~1 conserve les
opérations ensemblistes. U

On donne maintenant des exemples de mesure image.

Exemple 4.6

e Plongement :
Soit f:[—1,1] — R?, f(x) = (z,y) étant l'unique point du demi-cercle
C={(z,y);x*+y* =1, y > 0} dabscisse x.
On munit [—1,1] de la mesure de Lebesgue A. La mesure Ay (mesure
sur R?) est portée par C. Elle n’a pas de densité sur R?. Elle ne peut
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étre connue que par paramétrage de la courbe C. Par exemple, pour
tout borélien A de R?, \p(A) = / Ta(z, V1 — 2?)dz.

On peut encore poser x = cost si t € [0,7]. On a alors A\f(A) =
J Ta(cost,sint)sin tdt.

e Projection :
Soit p la mesure de Lebesgue sur le disque D = D(0,1) de R?. Soit
f:D—=R, (z,y) = x. La mesure g (sur R) est donnée par

st = [ Tuuo) Jo(e pidody

dp(z,y)
soit, en utilisant Fubini-Tonelli,

b Vi-a? b
pr(la, b)) :/ (/_ dy) Iy qy(x)de = / 2v1 — 22 Iy qy()d.

V1—22

Donc py a pour densité h(v) = 2v1 — 22 I_yy)(z) par rapport a la
mesure de Lebesque sur R.

e Probabilités :
La loi d’une variable aléatoire est la mesure image de la mesure de
probabilité P par cette variable aléatoire, cf. le chapitre 8.

Théoréme 4.15 (Théoréme de transport)
Soit f (X, A, ) = R une fonction mesurable et jiy la mesure image de

par f.

e Pour toute fonction ® : R — [0, +o0] mesurable positive, on a
[ et = [ @o faue)
R X

e Pour toute fonction ® : R — R mesurable, ® est pg-intégrable si et
seulement st ® o f est p-intégrable. Dans ce cas, on a

[ e0dnste) = [ @ pwpino)
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Preuve : La démonstration de ce théoréme suit un schéma classique.
On choisit tout d’abord ® = TIz. Comme 1p(f(z)) = T;-1(5)(z), on a

[ tadisg = nslB) = s (B) = [ alf)dnto)

X

On continue la démonstration avec les fonctions ® étagées, puis positives (qui
sont limite croissante de fonctions étagées) a 'aide du théoréme de Beppo-
Levi pour conclure.

Enfin, on traite le cas des fonctions intégrables de signe quelconque (¢ =

o+ — o). O

4.5.2 Théoréme de changement de variable

Théoréme 4.16 Soit T' € M,,(R) une matrice inversible. Alors
(An)r = |det T| 71\,
Autrement dit, pour tout borélien A de R™,
M (T(A)) = | det T\, (A).

Preuve : Notons p(A) = A\,(T(A)). On vérifie aisément que p est une
mesure sur B(R™), finie sur les compacts et invariante par translation. Ainsi,
il existe ¢ € R tel que u = cp\,. En effet,

e (D) =0.

Si les A, sont mesurables 2 & 2 disjoints alors les T'(A4,,) le sont égale-
ment (car 7" est inversible), donc

1 (U An> = (U T(An>> = (T = 3 plAn).

neN neN neN neN

Si K est un compact de R”, T'(K') l'est aussi donc u(K) = A\, (T(K)) <
+00.

o WA+ a) = M(T(A+a)) = \(T(A) + T(a)) = NT(A)) = p(A).
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Il reste & calculer ¢p. Or cp = A, (T'([0,1[")). L’idée est la suivante (nous
ne détaillerons pas la preuve ici). On décompose T' en produit de matrices
¢lémentaires, pour lesquelles il est facile de calculer T'(]0, 1[*). O

L’interprétation géométrique de ce résultat est le suivant. Prenons pour
A le cube unité C' = [0, 1]". L’image par T de C est le parallélépipéde dont
les arétes sont données par les vecteurs colonnes de 7. Le théoréme conclut
que le volume (non orienté) de ce parallélépipéde est le déterminant (non
signé) de T.

Ce résultat constitue la brique élémentaire de la démonstration du théoréme
de changement de variable (habituel) suivant.

Théoréme 4.17 (admis)
Soit U,V deux ouverts de R et f: U — V un C'-difféomorphisme.

On note J¢(z) = det (gfl

(:v)) le jacobien de f au point x € U. Dans
J 1<i,j<n
la suite, \,, dx, dy désignent la mesure de Lebesque sur R™.

e Pour tout borélien B C U, \,(f(B)) = / |J¢(x)|d.
B
e pour toute fonction ® : V — [0, 400] mesurable positive, on a

A@@@:Awﬂmmqu

e pour toute fonction ® : V — R mesurable, on a

/ |D(y)|dy < 400 <= / |® o f(x)||J¢(x)|dx < +o0. Et alors,
1% U

A@@@zéwmmmuwm

1,2
FExercice : On sait que / e” 2dx = V27 Soit ¢ la forme quadratique sur R”
R

q(z) =< Mz,z > ou M est une matrice symétrique définie positive de taille

n. Montrer que
/ e 39() gy — Lﬁl
n (det M)z
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CHAPITRE D

Espaces de Lebesgue

Dans la suite du cours, nous noterons £ 1’ensemble des fonctions mesurables
de l'espace mesuré (X, A, u) dans R.

SECTION 5.1
( Espaces et normes L”

5.1.1 Objectif

Nous voulons introduire des normes sur I’ensemble des fonctions mesurables
L. Comme une norme définit une distance qui elle méme définit une topologie
(les ouverts), la norme définit en fait le concept de "convergence". Ainsi, si
nous avons a notre disposition plusieurs normes sur le méme espace, nous
avons alors plusieurs notions de convergence, qui d’ailleurs peuvent ne pas
étre comparables. On rappelle la définition d’une norme.

Définition 5.1 Une norme N sur un espace vectoriel E vérifie les propriétés
sutvantes :

e Pour tout f € E, N(f) € [0, +oc[, notamment N(f) # +o0.

e Définie : N(f)=0= f=0.

o Homogénéité : Pour tout f € E, A € R, N(Af) = |AIN(f).

o [négalité triangulaire : Pour tout (f,g) € E, N(f+g9) < N(f)+N(g).

On va de plus vouloir vérifier que l’espace vectoriel F muni de cette
norme est complet, c¢’est-a-dire que toute de Cauchy de E (pour cette norme)
converge vers une limite dans F : on parle alors d’espace de Banach. On
rappelle qu'une suite (f,,)nen d’élements de 'espace E muni de la norme N
est dite de Cauchy si

lim N(f,— f.) =0.

m,n—-+00

Comme une suite ( f,)n,eny d’élements de £ muni de la norme N converge vers
une limite f si
lim N(f,—f)=0,

n—-+o0o

57
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I'inégalité triangulaire entraine immédiatement que toute suite convergente
est de Cauchy.

5.1.2 Définition de l'espace L?

Soit 1 < p < +o0 et soit

v = (/. \f(x)\pdm)l/p,

définie pour tout f € £. On a bien N(f) > 0, mais cependant pour certaines
fonctions de £, on a N(f) = +oo. Nous allons limiter l'espace E a

E={feL:N(f)<+oo}.

L’ensemble E est un espace vectoriel dés que nous démontrons que N est
homogéne et vérifie 'inégalité triangulaire. L’homogénéité de N est tres
simple car :

von - ([ IAf(:v)I”du(x)>l/p (/[ If(x)l”du(af)>l/p — AN ().

Nous démontrerons I'inégalité triangulaire plus tard. Nous nous intéressons
maintenant & montrer que N est définie, c’est-a-dire que N(f) =0= f = 0.
Mais cela est manifestement faux, car

N(f)=0=|ff =0p—p.p. = [f| =0 p—p.p.

Donc f est nulle presque partout et non en tout point. Par exemple prenons
comme espace de départ R avec la mesure de Lebesgue et f = 1Ty, alors
N(f) = 0 mais f # 0. Donc N ne peut pas définir une norme sur notre
espace F.

Dans ce cas, l'idée est de restreindre notre espace E pour que N soit
bien une norme. Supposons que p soit la mesure de Lebesgue sur X C R et
définissons

E = {f € L et continue : N(f) < +o0}.

On vient donc de rajouter la continuité aux fonctions considérées. Dans ce cas
effectivement, si N(f) = 0 alors f =0 p-p.p. et donc f = 0 en tout point
car f est continue. Ainsi, quand on aura montré que N vérifie I'inégalité
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triangulaire, on aura montré que N est une norme sur F. Cependant cet
espace n'est pas forcément complet. Par exemple, prenons X = [—1,1] et
p =1 ainsi

1

E ={f € L et continue sur [—1,1] : / |f(x)|de < +o00}.

-1

On considére la suite de fonction (f,) définie par

1
-1 si z<——,
n
1 1
falx) =< nx si ——<ax<—,
n o n
1 siox > —.
n
La suite (f,) converge simplement vers la fonction f(z) = — Tj_y, op+ Tjo, 1.

On peut vérifier que

i [ 1fule) — @)l =0
1

n—oo [

et donc que (f,)nen+ est de Cauchy mais f n’est pas dans E. Ainsi (f,,)nen-
ne converge pas dans E.

Au vu des essais précédents, on voit qu’il faut assez réduire I'espace E
pour permettre a la norme d’étre définie mais pas trop pour garder E complet.

Définition 5.2 La relation “ f = g p-presque partout sur X’ est une re-
lation d’équivalence sur L. Cette relation, notée R, est compatible avec la
structure d’espace vectoriel de L.

On désigne par L 'espace quotient L = L/R. Ainsi f € L désigne n’importe
quel représentant de la classe de f, i.e. n’importe quelle fonction mesurable
f telle que f = f p-p.p. sur X.

Exemple 5.1

o Soient f,g,h : R — R les fonctions définies par

f(@) = Toyoof(x), 9(x) = Mo yoo(x),  h(2) = Tjo,joof() = Tyoy ().

Alors fRg et fRh pour la mesure de Lebesque.
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e O0R1g pour la mesure de Lebesgue.

On utilise généralement le mot de régularité pour caractériser les pro-

priétés de continuité et de dérivabilité d’une fonction : une fonction continue
par morceaux est moins réguliére qu’'une fonction continue, qui elle méme est
moins réguliere qu'une fonction dérivable.
Pour des éléments de L, la valeur en un point x € X n’a pas forcément de
sens. Quand c’est possible, on identifiera toujours f € L a son représentant
le plus régulier, c’est-a-dire a son représentant qui a le plus de propriétés en
terme de continuité, dérivabilité, . ..

Exemple 5.2 Dans L, on identifiera 1g a la fonction nulle et 1p\g a la
fonction constante égale a 1.

On peut maintenant définir les espaces LP.

Définition 5.3 On note LP [’espace

Hz{feLxéﬁwwwMﬁ<+w},

|mm—(4u@wwwf@

Exemple 5.3 Dans ces exemples, la mesure sous-jacente est la mesure de
Lebesqgue.

et l'on note

1
o S5i X =[1,+00|, la fonction définie par f(x) = — appartient a L* mais
x
pas a L.

1
e Si X =]0,1[, la fonction définie par f(x) = 7 appartient & L' mais
T

pas o L2.

5.1.3 Inégalité triangulaire et complétude de L”

Il nous reste & montrer que || - |[z» est une norme pour l'espace LP (donc
I'inégalité triangulaire) et que LP est complet. Commengons par rappeler
une inégalité classique du cours d’optimisation.
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Définition 5.4 Un ensemble X est convexe si et seulement si Vx,y € X,
Vo € [0, 1],
(1—-0)z+0y e X.

dans ce cas, une fonction ¢ : X — R est dite convexe si et seulement si

Ve, y € X, V0 € [0,1],
p((1=0)x+0y) < (1 —0O)p(x) + Op(y).
Exemple 5.4

e Soit ¢ dérivable sur]a,b], alors ¢ est convexe si et seulement si @' est
croissante.

e Soit p, deux fois dérivable sur|a,b|, alors ¢ est convere si et seulement
si " (x) > 0 pour tout x €]a, b|.

L’inégalité suivante, dite inégalité de Young, est un cas particulier des
inégalités de Jensen.

1 1
Lemme 5.1 Sia>0,b>0 et si p,qg >0 sont tels que — + — =1 (on dit
P q

a? bl
que p et q sont conjugués), alors ab < — + —
q
Preuve : Le cas ab = 0 est trivial et sinon, on pose s = plna, t = ¢ Inb,
A . . N s4t e’ et
et la convexité de la fonction exponentielle entraine que er "¢ < — 4+ —. [
P q

Avant de démontrer I'inégalité triangulaire, on démontre une inégalité qui
a son importance propre.

Théoréme 5.1 (Inégalité de Holder) Soient 1 < p,q < +oo que l'on
suppose conjugués. Sotent f € LP et g € L4. Alors on a l'inégalité

i) < ( [ 1r@rdnt ) ([ tatrrdnta )

qui s’écrit ausst
[ fgllee < 1 fllee gl za-
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Preuve : Notons a = ||f||zr et 8 = ||g|/za- Si a = 0 (resp. 8 = 0) alors
f=0 p—pp(resp. g =0 p—p.p) et ainsi fg =0 p—p.pdonc [ |fg|du = 0.

A présent, considérons le cas o > 0 et § > 0. Notons F = m et G = %
o
Ces quantités vérifient :
/ de,u:/ Gldp =1.
b's b's
On a 0 < F(z) G(z) < 400 p-p.p. et par I'inégalité de Young,
F(x)?  G(x)?
F(z)G(x) < () + () = D.p-
p 4q
En intégrant, on obtient finalement
/ F(z)G(x)du < 1,
X
c’est-a-dire la conclusion désirée. |

Sip =2 q = 2 l'inégalité de Holder est alors la célebre inégalité de
Cauchy-Schwarz car

<f g>= /X £(2) g(x) du(z),

définit un produit scalaire sur L?.

On a égalité dans l'inégalité de Holder si f et g sont proportionnelles
}1-D.D.

Nous allons utiliser a présent I'inégalité de Holder pour montrer I'inégalité
triangulaire, ce qui démontre que || - ||z» est une norme et que L est stable
par addition : L? est alors un espace vectoriel.

Théoréme 5.2 (Inégalité de Minkowski) Soit 1 < p < 400 et f,g €
LP. Alors on a l'inégalité

(/X [£(z) + g(@)I" d“(x)>; < (/X |f(x)P du(x)); + </X lg(2)|P dﬂ($)>;,

qui s’écrit ausst
1f+gllee < ([ flle + llgllze-
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Preuve : Pour p = 1, l'inégalité est évidente. Pour p > 1, on utilise
I'inégalité de Holder en écrivant (f + g)? = f(f +¢)P ' + g(f + g)P~! et on
pose ¢ = 1%. On abien p'+¢ 1 =1, ¢qg(p—1)=pet donc

| rusartan < (/Xfpdu)’i (/}((Hg)”du);,
/Xg(f+g)p1du < (/Xg”du); (/X(Hg)Pdu)é.

En additionnant membre & membre les inégalités précédentes, on obtient

Jurarans (et [ ot (/X|f+g|pdu)‘l?

1 1
Et comme 1 — — = —, on obtient I'inégalité désirée en divisant par
q p
1
(/ |f+g|pdu> :
b's

Ainsi, le corollaire suivant est immédiat par ce qui précede.
Corollaire 5.1 L’application || - ||z» est une norme sur LP.
On peut donc a présent définir la convergence dans ’espace LP.

Définition 5.5 Une suite (f,)nen de fonctions de LP converge dans [’espace
L? wvers une fonction f € LP si

Remarquons que si I'on revient sur le théoréeme de convergence dominée,
la conclusion est que nl_l)r_"l_loo Jx fadp = [y fdp, qui se réécrit comme

lim
n—-+o0o

[ - f)du’ o
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une quantité plus petite que la limite de la norme L' de f,, — f (pour le voir,
il suffit simplement de majorer en mettant la valeur absolue a 'intérieur de
I'intégrale). Cependant, en utilisant le théoréme de convergence dominée non
pas pour la suite (f,,)nen mais pour (|f, — f|)nen (pourquoi est-ce possible
?7), on obtient alors que lim, ., ||fn — fllzx = 0, qui est en fait la vraie
conclusion du théoréme de convergence dominée.

Revenons au probléme qui nous intéresse, c’est-a-dire de montrer la com-
plétude de 'espace LP lorsque 1 < p < 4o00.

Théoréme 5.3 (Riesz-Fischer) Soit (f,,)nen une suite de Cauchy dans LP
ot 1 < p<oo. Alors il existe f € LP telle que

im |[|f = fullr = 0.

n—-+o0o

Preuve : Ce théoréme se démontre en deux étapes :

e On note d’abord que si (u,)nen est une suite de fonctions de LP telle
400

que Z |tun||r < 400, alors la série numeérique de terme général wu, (z)

n=0
converge absolument p-p.p. sur X vers une fonction f € LP, définie

presque partout par

fl@) =) ua(z).

En effet, si s,(z) = Z |uk(x)|, la suite de fonction (sP),en est une
k=0

suite croissante de fonctions positives mesurables, et le théoréme de
convergence monotone entraine

lim Sn()P dp :/ lim s, (z)? du,
b b

n—-+o0o n——+oo

que l'on peut écrire

+00 p
i sl = [ (Zm(xn) .

k=0

Mais avec l'inégalité de Minkowski, et pour tout n € N, on a

n —+00
Isalle < lurllze <> k| e,
k=0 k=0
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de sorte que la limite ci-dessus est finie. On en déduit que la fonction
Dy ]uk|)p est finie p-p.p. sur X : la série converge absolument p-p.p.
donc elle converge p-p.p. Soit f sa somme. En utilisant I'inégalité de
Minkowski généralisée aux sommes infinies, on obtient la convergence
vers f dans LP :

n +00 +0o0
1F =Yl =11 > wller < 3 Il
k=0

k=n+1 k=n+1

e Soit (f)neny une suite de Cauchy dans LP. Il existe une fonction ¢,
définie sur N, croissante, telle que si I,m > p(n) alors ||f; — fuullr <
27" Soit (gn)nen la sous-suite de (f,)neny définie par g, = f,m). On
applique le premier point & la série des u,, = ¢gn+1 — g, pour montrer la
convergence de g, vers f dans LP.

Comme la suite (f,)nen est de Cauchy, la convergence d’une sous-suite
suffit & entrainer celle de la suite compléte :

nlg&ﬁ“f%'_(f”Lp::O,
ce qui termine la démonstration. [l
Au passage, on a montré que pour 1 < p < 400, la convergence de la suite

(fn) vers f dans LP entraine l'existence d’une sous-suite (f,,) qui converge
vers [ presque partout.

SECTION 5.2
‘7 L’espace L*°

Moralement, cet espace est celui des fonctions bornées. Cependant, la déf-
inition est un peu complexe car s’agissant d’un espace de fonctions définies
seulement presque partout, il n’est pas évident de définir les bornes.

5.2.1 Définition

Définition 5.6 Soit f € L. Le réel positif M est un "majorant essentiel”
de f si et seulement si

p({z € X;|f(z)] > M}) = 0.
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L’ensemble des majorants essentiels n’est pas vide (+o0o est un majorant es-
sentiel) et il est minoré (aucun nombre négatif ne peut étre majorant essen-
tiel).

On appelle "borne supérieure essentielle" de f sur X, et l’on note || f||r~ la
borne inférieure de l’ensemble des majorants essentiels, éventuellement égale
a +oo0.

Définition 5.7 L’espace L™ est [’ensemble des classes d’équivalence modulo
R de fonctions mesurables f telles que ||f||L~ < +oo. L’application || - || p=
définit une norme sur L et L™ est un espace vectoriel normé.

Le fait que || - ||z~ soit une norme est trivial et de I'homogenéité de la
norme suit la stabilité de L*>° pour la multiplication scalaire. La stabilité de
L par rapport a I’addition est une conséquence de I'inégalité triangulaire.

On peut donc a présent parler de convergence dans l'espace L.

5.2.2 Complétude

Pour terminer cette section, nous nous proposons maintenant de montrer que
I’espace L* muni de sa norme est un espace complet.

Proposition 5.1 L’espace L> est complet.
Preuve : Si (f,)nen est une suite de Cauchy dans L™, alors
Ve > 0, dk(e) > 0 tel que n, m > k(e) = || fu — filloe <€

Les ensembles suivants sont évidemment négligeables :

En = Azel; [fu@)] > |[falle~ },
Enm = {x € Li[fu(e) = fm(@)] > [fo = fmlle=}-

Soit A/ leur réunion : c’est une réunion dénombrable de parties négligeables,
donc N est négligeable. Pour tout x € N¢, la suite (f,,(2))nen est de Cauchy
dans R, donc convergente. Définissons alors la fonction f par :

n—-+oo
0 sinon.

Jo) = { lim f,(z) size N
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La fonction f est mesurable et vérifie ||f — fil|lpe = Um | f — finllzee-
n—-+0o

Comme la suite (f,,) est de Cauchy,
im |[f = fanlleee = lim | fo = finl[Le = 0.
m—-+00 n, m—-+o0o
Pour m > k(€) on a en outre que || f — f,.||~ < € et donc que

||f||L°° < ||meLoo + e < 0.

Ainsi, on a finalement montré que f € L. O

p
loc

SECTION 5.3
( Espaces L

Remarquons que sur R des fonctions aussi simples que les polynomes ne
font pas partie de 'espace L'. Cependant, comme toutes les autres fonc-
tions continues, elles sont intégrables sur tout compact de R. D’ou l'intérét
d’introduire les espaces suivants.

Définition 5.8 L’espace L ., avec 1 < p < 400, est l'espace des fonctions
localement de puissance p€™€ intégrables (localement intégrables sip = 1 et

localement essentiellement bornées si p = oco) sur X.

e On a que f € Lfoc si et seulement si pour tout compact K C X,

||f ][KHLP < +00.

e Onaf, — [ dans L} siet seulement si pour tout compact K C X,
n—-+o0o

B (= ) Ticlle = 0.
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CHAPITRE 06

Relations entre les espaces
fonctionnels classiques

Ce chapitre est destiné a faire un bilan provisoire des différents espaces fonc-
tionnels avec lesquels nous travaillons et les relations entre eux. Dans toute
la suite du cours, bien que tout ce qui suit peut s’étendre a d’autres es-
paces mesurés, on ne s’intéresse qu’aux fonctions a valeurs réelles définies
sur X = R ou sur un sous-ensemble borélien X C R, naturellement muni de
sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

SECTION 6.1
( Espaces de fonctions réguliéres

Nous commencons par introduire ou rappeler certaines définitions.

6.1.1 Espaces C*

Définition 6.1 Soit k € N. On note C* (respectivement C, respectivement
C™) Uespace vectoriel des fonctions continues k fois continiment dérivables
(resp. continues si k =0, resp. infiniment continiment dérivables) sur X.

On munit 'espace C de la norme uniforme définie par

[f]loe = sup [f()].
zeX

Sur l'espace C, cette norme coincide avec la norme de ’espace L*°, auquel
cas on utilisera dans la suite la notation || f||p= plutdt que || f/|oo-

Proposition 6.1 Si X est compact, alors l’espace C est complet pour la
norme uniforme.

Preuve : Soit (f,,)nen une suite de Cauchy de I'espace C muni de la norme
|| - ||zee. Comme cet espace est inclus dans L dont on sait qu’il est com-
plet, alors la suite de Cauchy (f,,)nen converge pour la norme || - ||~ vers un
élément f € L, qui en fait est la limite uniforme d’une suite de fonctions
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continues sur X. Elle est donc elle-méme continue sur X, d’ou le fait que

fec. O

La compacité de ’ensemble X ne sert pas dans la démonstration. Cepen-
dant, il nous faut la supposer sinon la norme || - || L~ peut ne pas étre définie.

Exemple 6.1

1

1
o Sur X =|0, 1], les fonctions f(x) = — et g(x) = —; sont telles que
x T

[fllzee = llgllzee = [[f = gllzee = 400

o S5i X =R, il suffit de prendre f(x) =z et g(x) = z*

On utilise alors la notion de convergence uniforme sur les compacts, en
tenant compte des dérivées lorsque k£ > 0 :

Définition 6.2 On dit que la suite (f,)nen converge vers f dans CF si les

dérivées fél) converge vers fO uniformément sur tout compact de X, pour
tout 0 <[ < k.

6.1.2 Espaces C*

Définition 6.3 Le support d’une fonction continue f est la fermeture de
l’ensemble des points ou elle n’est pas nulle :

supp(f) = {z € X : f(x) # 0}.

Notons que cette définition n’est pas adaptée aux fonctions définies presque
partout : avec cette définition, le support de la fonction I serait R, alors
que cette fonction est nulle p.p. C’est pourquoi pour une fonction générale
f € L(X), son support est le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel
f est nulle p.p. (pour la fonction 1Ig, son support est alors 'ensemble vide).

Définition 6.4 Soit k € N. On note C¥ (respectivement C., respectivement
C°) lespace vectoriel des fonctions continues k fois contindment dérivables
(resp. continues si k =0, resp. infiniment continiment dérivables) sur X et
a support compact inclus dans X .
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Exemple 6.2 Soit g la fonction définie sur R par

o) =ep (1755 ) Foaalo)

T2

Bien qu’il y ait manifestement un probléme aux points +1, cette fonction est
prolongeable par continuité en ces points, tout comme toutes ses dérivées. En
effet, pour tout k > 1 et pour tout |z| < 1, on a

g(k)(x):“f(%exp(l:lxg),

ou P est un polynéme, de sorte que lim g(k)(x) = 0. On en déduit que

lx|—1—
geCx.
Exemple 6.3 Considérons la suite (f,)nen de fonctions définies sur R par
0 si x ¢ [—n,n),
:zc—i—n)e‘m2 si —n<xz<-n+l,
fulz) = 2 . B
e st n+l1<zx<n-—1,

(n—z)e ™ si n—1<z<n.

Pour tout n € N, on a f, € C.. La suite (fn)nen converge uniformément
sur R wvers la fonction f(x) = e‘xg, mais cette fonction n’est pas a support
compact.

Ainsi, 'espace C. n’est pas un sous espace fermé de 'espace C muni de la
topologie de la convergence uniforme. Or, comme tout sous-espace complet
d’un espace vectoriel normé (non nécessairement complet) est fermé (admis),
on en déduit que 'espace C. n’est pas complet pour la norme uniforme.

A défaut de définir une topologie pour les C*, on va préciser une définition
de la convergence des suites qui en fait un espace complet.

Définition 6.5 Une suite (f,)nen converge vers une fonction f dans CF si
et seulement si :

e il existe un compact K C X tel que supp(f,) C K pour tout n € N,
° fél) —+> O uniformément sur X pour tout 0 <1 < k.
n—-+0oo
Ainsi, il aurait fallu dans ’exemple précédent que le support des fonctions

fn, en Poccurrence [—n, n], soit inclus dans un compact ne dépendant pas de
n pour que la fonction limite f soit elle-aussi & support compact.
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SECTION 6.2
( Relations entre les modes de convergence

Les inclusions entre les espaces fonctionnels sont résumées dans le tableau
suivant. Une fléche y relie un espace E & un espace F' si et seulement si E
s'injecte continiiment dans F', ¢’est-a-dire que :

e CF,

e f, — f dans FE entraine f, — f dans F.

COO > Ck > C > Lfooc > Llpo¢:4> Llloc
C® - CF - C. g e e

L’espace C2° s’injecte contintiment dans chacun des espaces de ce tableau,

et chaque espace s'injecte continiiment dans L;, .

Attention : il y a quelques restrictions a faire pour obtenir ce diagramme.
Toutes les inclusions sont vraies sans hypothése additionnelle sauf pour les
inclusions concernant les espaces LP. En effet, il faut supposer 'espace X
borné entrainant que sa mesure de Lebesgue est finie pour que l'on ait L™ C
LP C L' (voir le contre-exemple 5.3 du chapitre précédent).

En revanche, les convergences p.p. et dans les espaces L” ne sont pas
directement comparables, comme on le verra en TD. Néanmoins, nous avons
vu précédemment les propriétés suivantes : si 1 < p < 400,

e la convergence de la suite ( f,,),en vers f dans LP entraine la convergence
p.p. vers cette méme limite f mais seulement d'une sous-suite (f,,, )ken-

e si la suite (fy,)nen converge p.p. vers f et est telle que | f,,|P est dominée
par une fonction intégrable et indépendante de n, alors f € LP et la
convergence vers f a aussi lieu dans LP (une application du théoréme
de convergence dominée).
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Enfin, ces deux modes de convergence entrainent une convergence com-
mune, la convergence dite en mesure, qui n’est autre que la version "théorie
de la mesure" de la convergence en probabilité, comme on le verra au dernier
chapitre. On admet cette propriété.

Définition 6.6 Une suite de fonctions (fy)nen de L converge en mesure vers
une fonction f € L si

¥e> 0, lim u({z € X :|f(x) - f(@) > ) =
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CHAPITRE 7

Convolution des fonctions

SECTION 7.1
‘7 Définition

7.1.1 Un exemple de la physique

Exemple 7.1 Le circuit RC représenté a la figure 7.1 est constitué d’une
résistance et d’un condensateur. Son entrée est la tension z(t) fournie par le
générateur ; sa sortie la tension v(t) aux bornes du condensateur.

R

—— VW

x(t) — i(1) - V(1)

Figure 7.1: Circuit RC

alt)
C

Ri(t) +v(t) = z(t),

Si la charge est q(t), on sait que v(t) = , et la loi d’Ohm fournit :

et en tenant compte de ce que i(t) = ¢'(t),
RCV'(t) + v(t) = z(¢).

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
constants. FElle se résout classiquement en cherchant une solution générale
de l’équation homogene, puis en recherchant une solution particuliére de
l’équation avec second membre par la méthode de variation de la constante.
On pose v(t) = k(t) e 7.

5
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On obtient alors K'(t) = 706, et re x(t), puis, sous des hypothéses raisonnables

sur x(t) :
1 t

etwe x(s)ds + k,

qui fournit :
¢
v(t) = R_lC /_OO ¢ 7 x(s)ds + ke To, (7.1)

la constante k étant alors déterminée par une condition supplémentaire, qui
peut étre par exemple que si la tension d’entrée x(t) est nulle, alors v(t) = 0.

La sortie v(t) apparait ci-dessus comme une fonction de l'entrée x(t), a
travers un opérateur de type intégral. La variable de temps y apparait a la fois
comme borne de Uintégrale et sous le symbole [. En introduisant la fonction
Tjo,oc[; appelée fonction de Heaviside (ou échelon unité en théorie du signal),
on observe que

t
/ 6_% ZL’(S) ds = / 6_% ]I]07OO[<15 — 8) x(s) dS,
R

—00

1
de sorte que si l'on note h(t) = —— e 72 T «((t), on pourra écrire :

RC
o(t) = /R h(t — 8) 2(s) ds = (hx2)(8). (7.2)

On dit que v est égal au produit de convolution des fonctions h et x.

Les formules (7.1) et (7.2) sont formelles : on ne sait pas si les intégrales
sont bien définies. On verra des conditions garantissant 1’existence du produit
de convolution. En particulier, les fonctions A et x pourront étre de la forme
xr =1x lIg+ et h = h Tr+ pour décrire I’évolution du systéme aprés sa mise
sous tension.

7.1.2 Définition

Définition 7.1 Soient f,g € L. Alors la fonction définie par

(z,y) = flx —y)g(y),
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est mesurable de R? dans R. Les fonctions f et g sont dites convolables si la
fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R pour presque tout x € R. On
définit dans ce cas le produit de convolution :

(f * 9)a /f:v—

Proposition 7.1 Le produit de convolution est bilinéaire et symétrique au
sens suivant : s’ils sont bien définis, on a

o fxg=gxf.

o (af +Bg)*h=af*xh+ [g*h pour tous a, B € R.

o supp(f xg) C supp(f) + supp(g).

Preuve : Evidente pour les deux premiéres propriétés. Pour celle associée
aux supports, soit x ¢ supp(f) + supp(g). Montrons que f xg(z) =0. On a

fxglx) = / f(@—y)9(y) Isupp) (@ —y) Tsupp)(y) dy

= /Rf(:c—y)g(y) Lisupp(e)n@—suppr) (¥) dy

car (supp(g)) N (z —supp(f)) = 0. En effet, si cet ensemble n’était pas vide,
il contiendrait un ¢ dans supp(g) qui s’écrirait t = x — u avec u € supp(f).
Mais alors x = t 4+ u serait dans la somme des supports, ce qui est contraire
a I'’hypothése de départ. Il

SECTION 7.2
( Convolution et espaces fonctionnels

Pour quels espaces fonctionnels le produit de convolution est-il bien défini,
et dans quel espace appartient-il 7 Ce sont deux questions auxquelles on se
propose de répondre. Lorsque 'on pourra y répondre de fagon positive, on
notera Fx F C G.
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7.2.1 Espaces L! et L?

Théoréme 7.1 Pour tout 1 < p < oo, on a
L'x LP C LP.
De surcroit on a l'inégalité suivante : si f € L' et g € LP, alors

1f % glle < fller llgllze-

Preuve : La fonction y — |f(x — y)\% lg(y)| appartient a LP pour presque
tout  de R, d’apres le théoréme de Fubini, car

/R @ —yllgw)Pde < lg)P 1o,

et par suite, / [f (@ =)l gl dedy < |lgllzs [1.f]|L-
R

On applique U'inégalité de Holder a |f(x — y)|% lg(y)|, élément de LP et
1
|f(z —y)|e, qui appartient & L9 :

(11 la)(@) < ( [15 =) |g<y>|pdy)” T
R
d’ol1 ) )
51+l do < 1S5 Vol 1515, = W7
]

Théoréme 7.2 L’espace L' est une algebre de convolution : pour tous f, g €
L' alors fxg € L et pour tout h € L*,

fx(gxh)=(fxg)*h.

Preuve : Démontrons I'associativité du produit de convolution. Si f, g et
h sont des fonctions de L', il en est de méme pour f*g et gxh. Pour presque
tout x € R, la fonction

yH/RIf(:E—y—Z)g(Z)h(y)! dz:/le(x—U)g(u—y)h(y)l du,
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est intégrable et 'on a, d’aprés le théoréme de Fubini,

/R </R flz—y—2)g(2) dz) h(y)dy = /Rf(x —u) </Rg(u _ y)h(y)dy) du,

c’est-a-dire

((f +g)xh) (z) = ([ x (g% h)) (2).

7.2.2 Espaces L! et L™

Lorsque l'espace LP est remplacé par L°°, on obtient le méme type de ré-
sultat, en gagnant de la continuité, ce qui est remarquable car les fonctions
initialement prises dans L' et LP ne sont pas forcément continues !!

Théoréme 7.3 On a
L'« L* cCnL™,
et pour tous f € L' et g € L™,

1 gllzee < [ fllzt [lgllzee- (7.3)

Preuve : L’inégalité (7.3) est triviale, ce qui nous donne que L*xL> C L*.
Pour montrer que le produit de convolution fxg est continue sur R, c’est plus
délicat et 'on admettra cette propriété (bien que la fonction y — f(y)g(z—y)
soit dominée en valeur absolue par |f|||g||L~ qui est bien intégrable, rien ne
nous dit qu’elle est continue sur R : on ne peut donc pas utiliser directement
le théoréme de continuité sous l'intégrale). U

7.2.3 Espaces L? et L? avec p et ¢ conjugués

Lorsque p et ¢ sont conjugués, I'inégalité de Holder entraine immédiatement
le résultat suivant.

Théoréme 7.4 Lorsque p et q sont conjugués, on a
LPx LY C L™,
et pour tous f € LP et g € LY,
1 % gllzee < [ fllr [lglla- (7.4)



80 CHAPITRE 7. CONVOLUTION DES FONCTIONS

7.2.4 L'espace L}

loc

Si f et g sont localement intégrables, leur produit de convolution n’est
généralement pas défini. Cependant, le théoréme suivant décrit une situ-
ation dont les applications sont importantes.

On notera u la fonction échelon unité de Heaviside,
u(@) = o qoof(T).

Théoréme 7.5 Soient f et g deuz fonctions de L},,. Les fonctions uf et ug
sont convolables et

(uf) * (ug /fx— (y) dy

Preuve : La fonction (z,y) — |u(z —y) f(x — y)| |u(y) g(y)| est positive
et mesurable sur R?. D’autre part, on vérifie que

Pour presque tout £ € R, on a donc

ju £l % Jugl (z) = /|fa:— )| dy,

- u<w>/0 1z — ) T — )] | To.ag(w) 9(v)] dy.

Comme f et g sont dans L., les fonctions Tjo . f et Tjo,g sont dans L' :
elles sont convolables d’apres le théoréme 7.1. U

7.2.5 Espaces C* et L}

loc

Intéressons-nous a présent a la régularité du produit de convolution.
Théoréme 7.6 Pour tout 1 < k < +o0, on a

Cé* Ly, C CF,
et pour tous f € C*¥ et g € L}

loc’

(fx9)V = fO%g pour1 <1<k
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Preuve : On le démontre pour k > 1, et d’abord pour [ = 1, en utilisant
le théoreme de dérivabilité d’une fonction définie par une intégrale :

e ona f €CF donc il existe M > 0 tel que f(y) = 0 dés que |y| > M.
Soit K = [—a,a] un intervalle compact de R, et b = a + M. On note
gy =g T_yy. Alors, pour tout x € K, on a

M
o= f@ldy= [ 17 gta =l dy < il 1= <+

M

Ainsi, les fonctions f et g sont donc convolables.

e la fonction x — f(x — y) g(y) est dérivable pour presque tout y € R,
de dérivée = — f'(x —y) g(y).

e pour tout x € K et presque tout y € R,

1f (@ =) g < I1f oo |gs(y)] =2 9 (),
avec gx € L.

Ainsi, les hypothéses du théoréme sont vérifiées et

(fxg9)( /f:c— (y) dy.

Ceci est vrai pour tout = réel. Enfin, un raisonnement par récurrence sur
1 <1 < k nous permet d’obtenir le cas général. O

Bien évidemment, ce résultat est vrai lorsqu’on remplace l'espace L}
L', vu que L' C L}

Enfin, notons que le produit de convolution de deux fonctions & support
compact est également & support compact. En effet, ceci est immédiat car si
f et g sont de telles fonctions, on a vu que supp(f xg) C supp(f) + supp(g).

loc PAr

loc*

SECTION 7.3
( Régularisation par convolution

L’un des intéréts principaux du produit de convolution est qu’il permet
d’approcher des fonctions de 'espace L?, donc éventuellement non réguliéres,
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par des suites de fonctions réguliéres : ce qui se cache derriére n’est autre
qu’un résultat de densité d’un espace fonctionnel dans un autre. En pra-
tique, il s’avére que ce type de résultat est trés important. En effet, lorsqu’on
désire établir un résultat pour des fonctions appartenant & un certain espace
fonctionnel, il est souvent suffisant de I'établir seulement pour les fonctions
appartenant & un sous-espace dense dans le premier, ’extension a 1l’espace
initial se faisant alors par un passage a la limite. Ceci est intéressant lorsque
les fonctions du sous-espace sont plus faciles & manipuler en pratique, comme
par exemple les fonctions C* a support compact.

Commencons par un premier résulat que ’on admet car difficile et fasti-
dieux & démontrer. Il s’agit d'un premier théoréme de densité.

Théoréme 7.7 (admis) Pour tout 1 < p < +00, lespace C. est dense dans
Lr.

Ainsi, pour toute fonction de L?, il existe une suite de fonctions (¢;,)nen
de l'espace C. telle que

i i~ fllze = 0.

A priori, cette suite n’est pas associée a un produit de convolution. C’est
I'utilisation de ce dernier qui va nous permettre de gagner en régularité, c’est-
a-dire de passer de ’espace C. a l’espace C°. Pour ce faire, introduisons tout
d’abord la notion d’unité approchée.

Définition 7.2 On appelle unité approchée dans L' une suite de fonctions
(¢n)nen de la forme @, (x) = np(nz), avec ¢ une fonction telle que

e 0 >0,

o supplp) C [~1,1],

. /Rgo(:c)da;: 1.

Théoréme 7.8 Soit (p,)nen une unité approchée dans L' et f € LP avec
1 <p<+oo. Alors

lim |lgp* f— fllze = 0.
n—-+o0o
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Preuve : D’aprés le théoréme 7.7, 'espace C. est dense dans LP, donc pour
tout € > 0, on peut trouver g € C,. telle que || f — g||» < €/3. Fixons-nous
un tel € > 0. Pour tout n € N, on a :

1fx@n = Fllr < AIf %0 = g% @nllie + lg % o0 = glle +1f = gllze-

Comme ||f —g||» < €/3 et p,, € L' avec de surcroit ||¢,||z1 = 1, le théoréme
7.1 entraine que

ln* (f = Dllee < Nlenller [[f = gllr <1 x /3.

Pour tout n € N, on a donc

If *xon— fller <2e/3+ (g% ©n — gllLr-

Il reste donc & montrer que ||g*p, —g||, < £/3 quitte a prendre n assez grand.
La fonction g appartenant & C. est uniformément continue sur R, donc il existe
a > 0 tel que si |y| < «, alors pour tout € R, on a |g(x) — g(x —y)| < /3.
Ainsi, on a :

9(z) — g*onlz) = g(2) / o) dy — g% gn(a),
(9(x) — g(z —y)) enly)dy,

(9(x) — g(x —y)) enly)dy

I
——

ly| <o}
+ (9(x) = g(x —y)) ealy) dy.
{ly|za}
On peut majorer chaque terme de cette somme :
1 1 1
e desquen>—, ona / [ea(y)| dy = 0, car supp(p,) C {——, —},
a {lyl>a} non
d’ott
[ ) —ate =) eatns| <2lali [l =0
{ly[>a} {lyl>a}

e pour le premier terme, on a

‘/{I - }(g(x) —g(x —y)) nly) dy‘ < gl e/3 = /3.
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On en déduit que, pour n assez grand, on a |g(x) — g * p,(z)| < €/3 et
ce pour tout x € R : la suite (g * @n)neN converge donc uniformément vers
g. Comme le produit de convolution de g et ¢,, est celui de deux fonctions
a support compact, il est aussi & support compact et méme indépendant de
n : on en déduit que la convergence de la suite (g * ¢, )nen a bien lieu dans
C., un espace qui s’injecte contintiment dans LP, de sorte que ||g * v, — g||»
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Pour terminer la démonstration, il

suffit de prendre n assez grand pour assurer que ||g * ¢, — g|lz» <e/3. O

Un mot a propos de la terminologie "unité approchée". Si p = 1, la
convergence de la suite (¢, * f)nen vers f a lieu dans L', dont on sait qu’elle
est une algébre de convolution, cf. le théoréme 7.2. Cette algébre n’a pas
d’unité : cela signifie qu’il n’existe aucun élément de L', que I'on pourrait
par exemple noter 0 tel que dx f = fxd = f pour toute fonction f non nulle
de L'. On comprend donc pourquoi 1'on parle dunité approchée.

En procédant a la méme démonstration pour la fonction fx = f Ik, ou
K est un compact de R, on obtient le résultat suivant.

p
loc

Corollaire 7.1 Soit (p,)nen une unité approchée dans L' et f € L
1 <p<+oo. Alors

avec

i flgux £~ fllg, =0

En particulier, si les ¢,, sont dans C2°, alors le résultat précédent combiné
au théoréeme 7.6 indique que toute fonction f € L' ou de L}, peut étre
approchée dans L! ou dans L] par une suite de fonctions dont les éléments
sont dans C*, ce qui est trés utile en pratique. Avec un peu plus d’effort,
on peut construire la suite (¢, ),en & partir d'une fonction ¢ particuliére, de
sorte que chacun de ses éléments soit a support compact : on obtient alors
le résultat de densité suivant.

Théoréme 7.9 Pour 1 < p < oo, l’espace C° est dense dans les espaces L'
et L}

loc*
Pour terminer ce chapitre, illustrons ce résultat sur quelques situations.

Exemple 7.2 Pour chacune des fonctions suivantes, on peut trouver une
suite de fonctions de C, qui l'approche dans L' :
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o f(a)=—

T 1ta?

o glz) = T y1(a)

1

|

]I[_l’ 1](1’)

85

Figure 7.2: On peut approcher une fonction de L' par des fonctions continues

a support compact.

Attention : le théoréme 7.9 peut étre généralisé aux espaces LP avec p > 1,
mais il est faux si p = +00. On peut le vérifier sur la fonction g de 'exemple
7.2 qui n’est pas continue sur R, donc ne peut étre la limite uniforme d’une
suite de fonctions continues.
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CHAPITRE 7. CONVOLUTION DES FONCTIONS



CHAPITRE 8

Probabilités

Dans ce dernier chapitre, nous allons revoir briévement la théorie des prob-
abilités en l'inscrivant dans le cadre général de la théorie de la mesure et de
I'intégration. Bien évidemment, il ne s’agit pas de refaire un cours exhaustif
sur ce trop vaste sujet mais plutdt de voir comment les concepts probabilistes
vus en MIC2 se réécrivent dans le langage que nous utilisons depuis le début
de ce cours.

SECTION 8.1
( Analogies avec la théorie de la mesure

Avant de commencer a établir les résultats importants de la théorie des pro-
babilités, reformulons tout d’abord les objets probabilistes d’intérét a travers
le langage de la théorie de la mesure. Pour ce faire, nous avons le tableau
suivant :

’ Langage des probabilités \ Théorie de la mesure ‘
espace probabilisé : (€2, A, P) espace mesuré : (X, A, u)

avec de plus P(Q2) =1

parameétre d’aléa : w inconnue : x

variable aléatoire réelle : Z : 0 — R | fonction mesurable : f: X — R
espérance : E[Z] = |, ZdP intégrale : [, fdu

Une variable aléatoire réelle n’est rien d’autre qu’'une fonction quantifiant,
en un certain sens, une expérience aléatoire (par exemple le jeu de pile ou
face est codé numériquement par une variable aléatoire Z prenant la valeur 1
si 'on obtient pile et 0 sinon). Afin de pouvoir calculer des quantités intéres-
santes, il nous faut introduire une structure probabiliste sur I’espace d’arrivée
de la variable aléatoire réelle, en 'occurrence (R, B(R)) : c’est 'objet des lois
(de probabilité). La loi de la variable aléatoire réelle Z est définie sur B(R)
par

Py(A) =P({w € Q: Z(w) € A}) = P(Z1(A)) = E[ 14(Z)], A€ B(R).

Autrement dit, c’est la mesure image (voir la Section 4.5.1) de la mesure de
probabilité P par la variable aléatoire Z. Par abus de notation, on la note
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plus communément

P4(A) = P(Z € A).

En particulier, il est facile de vérifier qu’elle satisfait les axiomes d’une
mesure de probabilité sur (R, B(R)). Par ailleurs, sachant que toute fonction
mesurable peut étre approchée simplement par une suite de fonctions étagées,
on en déduit que caractériser la loi d’une variable aléatoire réelle Z revient
a calculer la quantité E[f(Z)] pour toute fonction f mesurable positive ou
bornée.

Dans la théorie de la mesure, on peut montrer que toute mesure o-finie
(donc toute mesure de probabilité) sur (R, B(R)) se décompose en une partie
absolument continue et une partie étrangére pour la mesure de Lebesgue.
Sans trop rentrer dans les détails, cela signifie dans notre cadre probabiliste
que la loi Py de toute variable aléatoire réelle Z peut se décomposer de la
maniére suivante par rapport a la mesure de Lebesgue : il existe fz une
fonction mesurable positive et © une mesure satisfaisant la propriété

W(A)£0 = m(A) =0, AecB(R),

telles que
Po4) = | fala)do + (),

Si g = 0 alors on dit que fz est la densité (de probabilité) de la variable
aléatoire réelle Z. On dit aussi que Z est continue (attention, cela n’a rien a
voir avec la notion usuelle de la continuité) et que P, est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue. Dans le cas ou f; = 0 et p est une
somme dénombrable de mesures de Dirac 4,,,, alors la variable aléatoire est
dite discréte. Une variable aléatoire est donc discréte si et seulement s’il
existe des coefficients (¢, )en positifs ou nuls et une suite de points (z,)nen

tels que
Py = chéwn avec ch =1.

neN neN

Si une variable aléatoire ne prend qu’un nombre dénombrable de valeurs (),
alors elle est discrete et

Py =) P(Z=1,)5,.
neN

Par exemple, si 'on revient au jeu du pile ou face, la variable aléatoire Z
prenant la valeur 1 si ’on obtient pile et 0 sinon, toutes deux avec probabilité
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1/2, suit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Dans le langage de la théorie
de la mesure, la loi P s’écrit comme une somme de masses de Dirac pondérées

1
PZ:§(50+51)~

De méme, si Z correspond au nombre de résultats pile obtenus lorsqu’on
lance & n reprises la méme piéce de monnaie, alors Z est une variable aléatoire
binomiale et sa loi est donnée par

Bien évidemment, les autres exemples classiques comme la loi uniforme sur
un ensemble fini ou la loi géométrique rentrent dans ce cadre. Dans le cas
des variables aléatoires continues, nous considérons les lois uniforme sur un
intervalle borné, normale (ou gaussienne), exponentielle, Gamma, etc...

SECTION 8.2
‘7 Espérance et intégrabilité

Etant donnée une variable aléatoire réelle Z et p € [1, 00|, on dit qu’elle est
dans l'espace LP si

E[|Z]] = /Q 1 Z(w)PdP(w) < +o0.

En particulier si elle est dans 'espace L', alors elle est dite intégrable et
son espérance est bien définie (on rappelle que 'espérance n’est pas toujours
définie pour une variable aléatoire donnée !!) et si de surcroit elle est dans
Iespace L2, alors on dit qu’elle est de carré intégrable et sa variance

Var(2) = E[(Z - E[Z])’] = E[2°] - E[2]",

est elle aussi bien définie (par l'inégalité de Cauchy-Schwarz & venir). En
utilisant le Théoréme 4.15 (voir la Section 4.5.1), la premiére quantité ci-
dessus se réécrit comme

E[|Z]"] = / (2P dPy (2).
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Plus généralement, si h est une fonction borélienne alors h(Z) est une variable
aléatoire réelle et sous réserve que h est a valeurs positives ou que h(Z) € L*,
on a

EMMHIAMHMMMMI/M@MHﬂ

R

Ainsi, on a h(Z) € L' si et seulement si i est intégrable sur R pour la mesure
correspondant a la loi P;. Dans le cas des variables aléatoires discrétes, si
Py =5 P(Z = x,)0,,, alors

E[W(Z2)] =) hwn)P(Z = ),
tandis que si Z est continue, on a

EWMH=/M@MWMW

R

A titre d’exemple, une fonction indicatrice étant intégrable par rapport a
toute mesure finie, la fonction de répartition F; de la variable aléatoire réelle
Z est définie par le choix de la fonction h(z) = Tj_og(2) :

Fy(t) =B[ I_w(Z)] = P(Z < t) = /R Iy (z)dPs(z), tER.

En étendant la notion la notion d’espérance pour des fonctions h boréliennes &
valeurs dans le plan complexe C, le choix de I'exponentielle complexe h(z) =
e qui est bien une fonction intégrable car de module 1, donne lieu a la
fonction caractéristique de 7 :

D4(t) = E[e"”] = / e dPy(z), teR.

R
De plus, lorsque Z admet une densité f, alors la fonction caractéristique
est la transformée de Fourier de la densité f7 (ce concept ne sera abordé
qu’en 4GMM). Pour terminer cette section, on mentionnera deux points trés
importants en pratique : la fonction de répartition et la fonction caractéris-
tique sont deux objets qui caractérisent la loi d’une variable aléatoire réelle,
c’est-a~dire que si deux variables aléatoires réelles ont méme fonction de ré-
partition (respectivement méme fonction caractéristique), alors elles ont la
méme loi.
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SECTION 8.3
( Inégalités classiques

Les inégalités vues au chapitre 5 admettent une version probabiliste.

e Inégalité de Holder : si Z; et Z; sont deux variables aléatoires réelles
telles que Z; € LP et Zy € L9, ou les exposants p,q > 1 sont conjugués, alors

E[|Z1Zs|] < E[|Z1["]V7 E[| Z2|)'/1.

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : c’est le cas précédent avec p = ¢ = 2.
En particulier en prenant Z; = Z et Z; = 1 (une probabilité étant une mesure
finie, 1 est de carré intégrable), on obtient

E(| 2] < E[|Z]7)""”.

e Inégalité de Markov : on peut aussi mentionner I'inégalité de Markov
: si Z est une variable aléatoire intégrable, alors

El|lZ
p(lz) > o)< AL oo
T

e Inégalité de Chebyshev : en choisissant dans 'inégalité précédente
Z = (Y —E[Y])? ou Y est une variable aléatoire réelle de carré intégrable,

on obtient
Var(Y')

2

P(|Y —E[Y]| > 2) < . z>0.

T

SECTION 8.4
( Indépendance et loi

L’indépendance est une notion-clé de la théorie des probabilités. Dans ce qui
suit, nous ne considérons par souci de simplicité que des couples de variables
aléatoires réelles, mais ceci se généralise aisément au cas des variables aléa-
toires multidimensionnelles. Rappelons que deux variables aléatoires réelles
7y et Zy sont dites indépendantes si pour tous A, B € B(R), on a I'égalité

PYeA ZeB)=PY € A)P(Z € B),

ol le point-virgule représente I'intersection entre deux ensembles. Du point
de vue des lois de Y et Z, I'égalité précédente se réécrit comme

py}z(A X B) = Py(A) Pz(B)
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Ci-dessus, la loi Py 7 est la loi jointe du couple (Y, Z), vu comme une variable
aléatoire a valeurs dans I'espace produit R2. Ainsi, 'indépendance entre deux
variables aléatoires réelles se traduit simplement par le fait que la loi jointe
Py 7 du couple (Y, Z) est le produit tensoriel Py ® Pz des deux lois marginales
Py et Pz. Dans le cas des variables continues, la densité jointe est le produit
des densités marginales.

Notons que 'égalité précédente se réécrit comme
E[ T4(Y) 15(2)] = E[ Laxp(Y, Z)] = E[ La(Y)] E[ 15(Z)].

Autrement dit, deux variables aléatoires réelles Y et Z sont indépendantes si
et seulement si ’espérance du produit d’indicatrices vaut le produit des es-
pérances de ces indicatrices. Sachant que toute fonction mesurable peut étre
approchée simplement par une suite de fonctions étagées, on en déduit que
I'indépendance peut étre reformulée de la maniére suivante : deux variables
aléatoires réelles Y et Z sont indépendantes si et seulement si I'on a ’égalité

pour toutes fonctions f, g boréliennes positives ou bornées. En particulier,
I'indépendance est une notion plus forte que la non-corrélation, c¢’est-a-dire
que

E[YZ] = E[Y]E[Z].

En effet, pour obtenir cette égalité, le choix des deux fonctions f et g est
imposé (la fonction identité pour les deux).

Enfin, terminons cette section par la notion de produit de convolution.
On s’intéresse maintenant au calcul de la loi Py, 7 de la somme Y + Z lorsque
Y et Z sont des variables aléatoires réelles indépendantes. Pour ce faire, il
nous faut définir le produit de convolution de deux mesures. Soient u et v
deux mesures sur un espace mesuré (X, .4, m). On définit la mesure p* v sur
(X, A, m) de la fagon suivante : pour tout A € A,

per )= [ e = [ [ T i)
(8.1)

En d’autres termes, la mesure p x v est la mesure image de pu ® v par
lapplication (x,y) — x + y. On peut vérifier que la définition de la convo-
lution de mesures est compatible avec la notion de convolution des fonctions



8.5. CONVERGENCES 93

au sens ot s'il existe deux fonctions positives f, g € L' qui soient les densités
respectives des mesures p et v par rapport a la mesure de Lebesgue, alors
f x g est la densité de la mesure p * v par rapport a la mesure de Lebesgue.
On déduit de la formule (8.1), par définition de I'intégrale, que pour toute
fonction ¢ : X — R mesurable positive, on a

[ o@isn© = [ [ ot dutrivto)

Ainsi, dans le cadre probabiliste des lois de variables aléatoires réelles in-
dépendantes, on a pour toute fonction ¢ borélienne positive ou bornée,

/ 6dPyrz = | o+ y)dPralz,y)
R

RQ

= ¢(x + y)dPy (x)dPz(y)

R2

= /Rgbd(Py*PZ).

On en déduit que les deux mesures Py, et Py % Py coincident dés que les
variables aléatoires sont indépendantes. En particulier, lorsque les variables
sont continues, la densité fy, 7 de la somme Y + Z n’est rien d’autre que le
produit de convolution fy x fz des densités de Y et de Z.

SECTION 8.5
‘7 Convergences

Terminons ce polycopié en énumérant les différents modes de convergence
que l'on rencontre principalement. Dans la suite, on se donne une suite de
variables aléatoires réelles (Z,),en ainsi qu'une variable aléatoire réelle Z.

e Convergence presque sire : la suite (Z,),en converge presque stre-
ment vers Z si pour tout w € 2 en dehors d’un ensemble négligeable pour la
probabilité P, c’est-a-dire de probabilité nulle, on a Z,(w) — Z(w) lorsque
n tend vers l'infini. Le complémentaire d'un ensemble négligeable étant de
probabilité 1, ceci se réécrit comme

P( lim Z,=2) =1.

n—-+o0o
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Il s’agit de la version probabiliste de la convergence presque partout. C’est
celle qui apparait dans la loi forte des grands nombres pour des variables
aléatoires indépendantes, de méme loi et intégrables.

e Convergence en probabilité : la suite (Z,),en converge en proba-
bilité vers Z si pour tout € > 0, on a

lim P(|Z, — Z| > ¢) = 0.

n——+o00

Il s’agit de la version probabiliste de la convergence en mesure.
e Convergence en loi : la suite (Z,),en converge en loi vers Z si pour
toute fonction ¢ € C N L, on a
lim E[¢(Z,)] = El¢(Z2)].
Jim E[6(Z,)] = E[9(Z)]
Il s’agit de la convergence étroite pour les analystes, que nous n’avons pas
introduite dans ce cours. Néanmoins, il est trés importante au sens ou c’est

cette convergence qui a lieu dans le théoréme central limite pour des variables
aléatoires indépendantes, de méme loi et de carré intégrable.

e Convergence dans L : étant donné 1 < p < 400, la suite (Z,,)nen
converge dans LP vers Z si l'on a
lim E[|Z, — Z|P] = 0.
n——+o0o

Bien évidemment, pour que cette convergence ait un sens, il faut supposer
que toutes les variables sont dans 'espace LP.

Une fois ces modes de convergence introduits, on peut reformuler tous les
théorémes fondamentaux du chapitre 4, a savoir les théorémes de convergence
monotone de Beppo-Levi et de convergence dominée de Lebesgue, ainsi que
les théorémes de continuité et de dérivabilité. Pour ce faire, on remplace les
(suites de) fonctions par des (suites de) variables aléatoires réelles, la conver-
gence presque partout par la convergence presque siire et enfin les intégrales
par des espérances. Par exemple, la version probabiliste du théoréme de
convergence dominée de Lebesgue est la suivante :

si la suite (Z,)nen converge presque stirement vers Z et s’il existe une
variable aléatoire positive Y intégrable et telle que |Z,| <Y pour tout n € N,
alors Z € L' et
lim E[|Z,—Z|]=0 et en particulier lim E[Z,] = E[Z].

n—-+o0o n—-+0o00
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Par ailleurs, lorsqu’on considére la version probabiliste du théoréeme de
dérivabilité sous l'intégrale, on est en mesure de relier la fonction caractéris-
tique et les moments d’une variable aléatoire : s’il existe p > 1 tel que Z € LP,

alors on a .
oD (t) = PE[ZPe"?), t €R,

et en particulier lorsqu’on choisit ¢t = 0 on obtient que

27 (0)
o

E[77) =

Cette observation est a la base de la démonstration du théoréme central
limite.

A présent, on peut se demander si les différents modes de convergence
énonceés ci-dessus sont comparables. Le schéma général des implications entre
convergences est le suivant :

CV presque siire

N\
/!

CV en probabilité — CV en loi.

CV dans LP

Par ailleurs, on a aussi les résultats suivants :

e La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité, sauf
lorsque la limite Z est une constante.

e La convergence en probabilité n’entraine pas la convergence p.s.

e Les convergences p.s. et dans LP ne sont pas comparables en général.
En revanche, si la convergence p.s. a lieu et s’il existe une variable aléatoire
positive et intégrable Y telle que |Z,[P <Y, alors la limite Z est dans ’espace
L? et la convergence a aussi lieu dans L : ¢’est une application de la version
probabiliste du théoréeme de convergence dominée.

e Enfin, deux faits connus et utiles en pratique : la convergence en loi est
équivalente a :

o la convergence simple des fonctions de répartition en tout point ot
la fonction de répartition de la limite est continue ;

o la convergence simple des fonctions caractéristiques.



