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Avant-Propos

Le mouvement brownien est un phénomene aléatoire jouant un role fondamen-

tal dans la théorie des processus stochastiques. Son évolution au cours du temps est
extremement désordonnée. Il en résulte que la construction d’'une intégrale par rapport a
ce processus ne rentre pas dans le cadre de l'intégration classique.
Dans ce cours, nous introduirons la théorie du calcul stochastique, ou calcul d’It6, du nom
d’un célebre mathématicien japonais du 20eme siecle, nous permettant de donner une
définition probabiliste a cette intégrale, mais aussi d’étudier des équations différentielles
perturbées aléatoirement par ce type d’intégrales. Les solutions de ces équations, que
I’'on appelle équations différentielles stochastiques, définissent de nouveaux processus, les
processus de diffusion, qui sont a la base du calcul probabiliste moderne.

Cher étudiant, ce cours est fondamental pour vous si vous désirez poursuivre
votre cursus universitaire dans le domaine des probabilités. En particulier, le mouve-
ment brownien ainsi que la formule d’It6 sont deux objets essentiels que vous manipulerez
fréquemment dans un avenir proche et dont vous serez amené a parler dans les soirées
mondaines. Ainsi, vous devrez fournir un travail dense et approfondi tout au long du
semestre afin d’avoir le recul nécessaire pour découvrir les immenses perspectives qu’ouvre
la théorie du calcul stochastique vers I'infini et au-dela. Pour vous exercer, un devoir mai-
son est mis a votre disposition a la fin du chapitre sur le mouvement brownien, ainsi que
les sujets d’examen des deux derniéres années (en annexe).

Enfin, ce polycopié ne demandant qu’a étre amélioré, n’hésitez pas a me faire part
de vos remarques et suggestions. En particulier, la présence presque stre de coquilles
et erreurs diverses et variées est bien évidemment délibérée dans le but pédagogique que
vous puissiez exercer votre esprit critique dans les meilleurs conditions possibles.

Aldéric Joulin
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Chapitre O

Rappels sur ’espérance
conditionnelle

0.1 Quelques rappels sur les tribus

Avant de rentrer dans le coeur du sujet, faisons quelques rappels sur la notion de tribu
engendrée.

Définition 0.1.1. Soit Q) un ensemble et A une famille de parties de 2. On dit que A
est une tribu (sur Q) si:

(i) Qe A.

(17) pour tout ensemble A € A, on a A° € A, ou A® désigne le complémentaire de
A dans Q (stabilité par passage au complémentaire).

(731) pour toute famille (A, )nen de Q satisfaisant A, € A pour tout n € N, alors
Unen Apn € A (stabilité par union dénombrable).

En particulier, on appelle tribu engendrée par une classe de parties C de €2 la plus
petite tribu sur 2 contenant C, c¢’est-a-dire 'intersection de toutes les tribus contenant C.
On la note o(C). Un exemple classique est bien sur la tribu borélienne sur Q = R?, ot C
désigne 1’ensemble des ouverts de R?.

Dans la suite de ce cours, 'espace de probabilité sur lequel les différents objets
aléatoires seront définies est noté (2, A, P).

Définition 0.1.2. Etant donnée une variable aléatoire (v.a.) X a valeurs dans un espace
mesurable (E, &), on appelle tribu engendrée par X, et on la note o(X), la sous-tribu de
A engendrée par l’ensemble des images réciproques de X . Autrement dit,

o(X) == o(X'(B):B€&)
= c({we: X(w)eB};Bef)
= o({XeB};Beéf),

7



8 CHAPITRE 0. ESPERANCE CONDITIONNELLE

ot la derniere €qgalité est simplement une notation. Il s’agit donc de la plus petite tribu
sur € rendant X mesurable. De méme, si (X, )nen, est une suite de v.a. a valeurs dans
(E, &), alors on définit la tribu engendrée par cette suite comme

o (Xp)nen,) =c({NL{X; € Bi};neN,;By,...,B, €E).

A présent, nous allons énoncer un résultat tres utile en pratique, le lemme de Doob,
du a un célebre probabiliste américain du milieu de 20eéme siecle. En particulier, ce lemme
nous donne un critere simple pour établir la mesurabilité d’une v.a. Y par rapport a la
tribu engendrée par une autre v.a. X, sous réserve qu’elles sont toutes 2 a valeurs dans
R (ou éventuellement dans R?).

Lemme 0.1.3 (Cas réel). Etant donnée une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X, une autre
v.a.r. Y est o(X)-mesurable si et seulement s’il exite une fonction borélienne h : R — R
telle que Y = h(X).

0.2 Espérance conditionnelle

Maintenant, nous sommes en mesure d’introduire la notion d’espérance conditionnelle.
Dans la suite et sauf mention du contraire, tous nos objets aléatoires seront a valeurs
réelles. De plus, lorsque 'on aura une égalité entre v.a.r., on sous-entendra qu’elle sera
vérifiée presque strement.

Définition 0.2.1. Soit F une sous-tribu de A, engendrée par une partition (A, )nen, de
Q, a savoir
Upen, 4, = Q
{ ANA; = 0 pour i#j.

Notons N := {n € N,.: P(A,,) > 0}. On appelle probabilité conditionnelle d’un événement
A € A sachant la tribu F la quantité:

P(A| F)w) == > P(A[A,)14,(w), weQ,
neN

ot 14, (w) est lindicatrice valant 1 siw € A, et 0 sinon.

Notez que cette probabilité conditionnelle est une v.a. et non un nombre déterministe,
le conditionnement ayant lieu par rapport a une tribu et non un événement. De surcroit,
elle est mesurable par rapport a la tribu F car c’est une fonction des A,. Enfin, elle est
constante sur les A,, et vaut alors P(A | A,).

Cette probabilité conditionnelle étant clairement bornée par 1, elle admet une
espérance et ’on a par convergence monotone

EPA|F)] = Y P(A]A,)E[l,]
neN
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= Z P(A | An) P(An)

neN
= P(4),

grace a la FPT, la célebre Formule des Probabilités Totales. Ainsi, la probabilité condi-
tionnelle par rapport a une tribu vaut, en moyenne, la probabilité initiale.

En utilisant une reformulation avec les indicatrices, la définition de la probabilité
conditionnelle devient:
E[la|F] = > E[la] Ay
neN

Bien entendu, la quantité intervenant dans le membre de droite doit étre comprise comme

E[1ala,]

Ella| A i= P(A] 4n) = =p2

On en déduit que cette probabilité conditionnelle est obtenue par “moyennisation” de
la v.a. 14 sur les événements engendrant F. L’étape suivante est donc de remplacer
cette indicatrice par une v.a. suffisamment intégrable, comme on le fait dans le cours
d’intégration (passage des indicatrices aux fonctions étagées puis aux fonctions mesurables
positives puis enfin aux fonctions intégrables).

Définition 0.2.2. Soit X une v.a.r. de carré intégrable et F une sous-tribu de A en-
gendrée par une partition (A,)nen, de Q. De méme que précédemment, notons N :=
{n € N, : P(A,) > 0}. On appelle espérance conditionnelle de X sachant la tribu F la
v.a.
E[X | Fl(w) =Y E[X|A)] 1), we,
neN
E[X | A,] désigne le ratio E[X 14,] /P(A,).

Remarquons plusieurs propriétés. Tout d’abord, 'espérance conditionnelle est
clairement F-mesurable, linéaire et est positive si X l'est. De plus, un exercice clas-
sique est de montrer, via I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qu’elle est de carré intégrable,
donc intégrable, et vaut en moyenne I’espérance de X:

EE[X|F] = Y E[X|AJE[la]

neN

= Y E[X14)]

neN
= E [X]’

la famille (A, )nen, formant une partition de Q. Par ailleurs, si X est mesurable par
rapport a la tribu F, i.e. X s’écrit X = >, o; 14, et ol les ; sont des constantes, alors

EX|F] = ) ) aE[la | A1

neN i



10 CHAPITRE 0. ESPERANCE CONDITIONNELLE

= ZO&ilAi

= X,

en ayant utilisé encore une fois le fait que (A,),en, est une partition de Q. Si les
tribus o(X) et F sont indépendantes, c’est-a-dire que tout événement o (X )-mesurable est
indépendant de tout événement F-mesurable, alors on démontre facilement que E [X | F] =
E [X]. Enfin, terminons par la propriété clé satisfaite par I’espérance conditionnelle, qui
est a la base de la prochaine définition et qu’on laissera en exercice au lecteur: pour toute
v.a.r. F-mesurable et de carré intégrable Z on a

E[X Z] = E[E[X | F] Z].

A présent, on va généraliser 1’espérance conditionnelle a une tribu arbitraire, non
nécessairement engendrée par une partition. En particulier, on va pouvoir condition-
ner par une v.a.r. générale. La définition que nous donnons ci-dessous est celle dans
L3(92, A,P), que I'on notera L?*(A) ou L? §’il n’y a pas de confusion possible (on utilis-
era ce méme raccourci de notation pour tous les espaces LP). Cette définition peut étre
étendue par densité & I'espace L'(A) (on remplacera alors dans ce qui suit la v.a.r. Z par
une indicatrice).

Définition et théoréme 0.2.3. Soit X une v.a.r. dans L*(A) et soit F une sous-tribu
quelconque de A. Alors il existe une unique v.a.r. Y dans L*(F), i.e. dans L*(A) et
F-mesurable, telle que pour toute v.a.r. Z € L*(F),

E[XZ] =E[Y Z].

On note Y =E[X | F]: c’est l'espérance conditionnelle de X sachant la tribu F.

Démonstration.  Posons F' = L*(F), qui est un espace de Hilbert donc complet (i.e.
toute suite de Cauchy converge pour la norme associée). De plus, F' étant inclus dans
L2(A), il est fermé (tout sous-espace complet d'un espace métrique, non nécessairement
complet, est fermé). Ainsi, par le théoréme du supplémentaire orthogonal d’un fermé dans
un espace de Hilbert, 'espace L?(A) se décompose comme la somme directe de F' et de
son orthogonal F+ := {U € L*(A) : E[U Z] = 0 pour tout Z € F}: L*(A) = F® F*. En
d’autres termes, toute v.a.r. de L?(.A) se décompose de maniere unique comme la somme
de 2 v.a.r., I'une dans F et 'autre dans F*. Lorsque I'on applique ce résultat & X on
obtient 'existence et l'unicité d'une v.a.r. Y € F telleque X =Y + (X —Y)ou X -V
est dans F'+. Ainsi, on en déduit que pour tout Z € F, E[(X —Y) Z] = 0, c’est-a-dire le
résultat désiré. |

Cette définition généralise le cas de I'espérance conditionnelle par rapport a une
tribu engendrée par une partition. Comme l'espérance classique, ’espérance condition-
nelle satisfait les propriétés de linéarité, de positivité, de convergences monotone et
dominée, mais aussi les inégalités de Jensen et de Cauchy-Schwarz, de Holder, etc...
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Proposition 0.2.4. L’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes:
() E[E[X | F]] = E[X].
(i1) Si les tribus o(X) et F sont indépendantes, alors E[X | F] =E [X].
(i13) Si X est F-mesurable, alors E[X | F] = X.
(iv) SiG C F alors E[E[X | F] | G =E[X | G].
(v) E[X | F] est le projeté orthogonal de X sur le sous-espace fermé L*(F).
Démonstration. (i): prendre Z = 1 qui est bien dans L*(F).

(i1): Supposons les tribus ¢(X) et F indépendantes. Alors pour toute v.a.r. Z € L*(F),
E[X 7] = E[X] E[Z].

Or E[X] étant constante, elle est bien F-mesurable et donc on obtient le résultat par
unicité de 'espérance conditionnelle.

(#4i): Méme raisonnement que précédemment.
(1v): Immédiat en utilisant les propriétés (i) et (iii).
(v): La v.ar. Y := E[X | F] est le projeté orthogonal de X sur F := L*(F) si et
seulement si
YeF and [ X —=Y|r2u = [}Ielff; 1 X = Ullz2a)-

On sait déja que Y € F. Ainsi, soit Z € F et posons U := X —Y € F+ (comme on l'a
vu ci-dessus) et V :=Y — Z € F comme différence de 2 éléments de F. Alors E[UV] =0
et I'on obtient:

E[(X-2)] = E[(U+V)?]
= E[U?] +E[V’] +2E[UV]
E[U?] +E[V?],

quantité qui est minimale pour le choix de V =0, i.e. Z =Y. [ ]

Pour terminer ce chapitre, mentionnons que ’espérance conditionnelle par rapport
a la tribu o(X) se note classiquement E[- | X]. Si 'on considére une v.a.r. Y intégrable,
alors vu que E[Y | X] est o(X)-mesurable, le lemme de Doob indique qu’il existe une
fonction borélienne A : R — R telle que E[Y | X] = h(X). Dans ce cas, on note
E[Y | X = z] la quantité h(x), pour tout x € R, notation quelque peu abusive des que X
est continue (interdit de conditionner par un événement de probabilité nulle).
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Chapitre 1

Le mouvement brownien

1.1 Vecteurs et processus gaussiens

Avant de définir I'objet central de ce chapitre, le mouvement brownien, commencons par
introduire la notion de vecteurs gaussiens généralisant les variables aléatoires gaussiennes
unidimensionnelles.

1.1.1 Définition et premieres propriétés des vecteurs gaussiens

Si X est un vecteur aléatoire en dimension d (i.e. une v.a. & valeurs dans R? vue comme
un vecteur colonne) tel que chacune de ses coordonnées X;, i € {1,...,d}, soit dans L2
alors on définit dans la suite son vecteur espérance et sa matrice de covariance par

E[Xﬂ 011 O12 -+ 014
) 021 O22 -+ 024
E[X] =m := : et Var(X) =T := .
E[X4]
041 0d2 ' 044

ou o; ; désigne la covariance entre les variables X; et Xj:
055 = COV(Xi,Xj) = E[(XZ — ml) (X] - m])] = E[Xl XJ] — m;my,

ou m; := E[X;] pour tout i € {1,...,d}. En particulier, cette covariance est bien définie
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, on remarque que la matrice I' est symétrique
et qu’elle peut s’écrire comme

IF=E[X-m)(X-m)"] =E[XX"] —mm",

ou le symbole T désigne la transposition et ’espérance d’une matrice est définie comme
la matrice des espérances de chacun de ses éléments. On en déduit qu’elle est semi-définie
positive au sens ou pour tout x € Rd,

'Tz = E [|27 (X —m)]?] > 0.

13



14 CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN

Dans la suite de ce chapitre, on supposera que les vecteurs gaussiens considérés sont non
dégénérés, c’est-a-dire que det T # 0 (elle donc définie positive, i.e. 27Tz > 0 pour tout
z # 0 dans R?).

Définition 1.1.1. Soit X un vecteur aléatoire en dimension d et de matrice de covariance

I'. Il est dit gaussien si la densité jointe est donnée par
! exp (—l(x —m)TT Nz — m)) , xR
(2m)4/2 \/det T’ 2

On note alors X ~ Ny(m,T') (et N(m,T') sid=1).

fx(z) =

Ainsi, comme dans le cas unidimensionnel, la donnée du vecteur espérance et de la
matrice de covariance caractérise la loi d’un vecteur gaussien. La fonction caractéristique
étant vue comme la transformée de Fourier de la densité, que 1’on sait injective dans L?,
on a la caractérisation suivante de la loi d'un vecteur gaussien. Dans la suite on notera
indifféremment < z,y > ou 27y le produit scalaire entre deux éléments de R?.

Proposition 1.1.2. Un vecteur aléatoire X est gaussien d’espérance m et de matrice de
covariance I si et seulement si sa fonction caractéristique est donnée par

ox(0) := E[e'<"*>] = exp (i@Tm - %HTFQ) . O R

A présent, posons-nous la question suivante: un vecteur gaussien a-t-il toutes ses
composantes unidimensionnelles gaussiennes ? Et réciproquement, suffit-il d’avoir toutes
les coordonnées gaussiennes pour que le vecteur associé soit gaussien ? La proposition
suivante permet de répondre a la question.

Proposition 1.1.3. Un vecteur aléatoire X est gaussien si et seulement si 07X est une
v.a. gaussienne unidimensionnelle pour tout § € R différent du vecteur nul, i.e. toute
combinaison linéaire non nulle de ses coordonnées est gaussienne.

Démonstration.  Notons respectivement m et I' le vecteur espérance et la matrice de
covariance du vecteur X. Supposons le gaussien. Alors pour tout § € R différent du
vecteur nul, la fonction caractéristique de la v.a.r. 7X s’écrit pour tout u € R:

Porx(u) = E [emeTX}
= ¢x(ub)
u2
= exp <z’u0Tm ) QTF0> )

Ainsi, on en déduit que pour tout € R? non nul, la v.a.r. 67X suit une loi gaussienne
d’espérance 87'm et de variance 8710, qui est strictement positive car I" est définie positive.
Réciproquement, si 67X suit une loi gaussienne pour tout § € R? non nul, alors

E[0"X] = YL, 6,EX] = 0Tm;
Var (07X) = Var (Y0,6,X) = S, 06; Cov(X,, X;) = 07T0.
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Alors on a pour tout © € R
U2
Porx(u) = exp (iu@Tm -5 QTI‘Q) ,
et en choisissant u = 1 on obtient que pour tout § € R% non nul,
1
ox(0) = exp (i@Tm ~3 GTFH) ,

c’est-a~dire que X ~ Ny(m,T). u

Ainsi, chacune des coordonnées d’un vecteur gaussien suit forcément une loi gaussi-
enne. En revanche, la réciproque est fausse: il se peut que 2 variables aléatoires réelles
Y et Z soient gaussiennes sans que le vecteur (Y, Z) soit un vecteur gaussien. En effet,
considérons une v.a.r. Y ~ N(0,1), indépendante d’une variable ¢ dite de Rademacher,

de loi donnée par
1
Pe=1)=Ple=-1) = 3"
On montrera que Z = €Y est une v.a.r. gaussienne alors que le vecteur (Y, Z) ne l’est pas.
Ainsi, demander a ce qu’'un vecteur aléatoire soit gaussien requiert plus que le caractere

gaussien des coordonnées.

Le résultat qui suit est en quelque sorte un “miracle” du cadre gaussien, au sens ou
il suffit de démontrer la nullité des différentes covariances afin d’obtenir 'indépendance.

Proposition 1.1.4 (Miracle gaussien). Soit X un vecteur gaussien. Alors ses coor-
données sont indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

Démonstration. Les coordonnées du vecteur gaussien X sont indépendantes si et
seulement si sa densité fx est le produit des densités des coordonnées. Ceci équivaut
a dire que la forme quadratique (z — m)TT~!'(z — m) apparaissant dans fx s’écrit de
la forme S>% oy (z; — m;)% En d’autres termes, il n’y a aucun terme croisé du type
(z; — m;)(x; —mj) pour i # j, ¢’est-a-dire que la matrice I'! (donc I') est diagonale. m

1.1.2 Quelques autres propriétés en vrac

Donnons dans ce bref paragraphe quelques propriétés que 'on rencontre usuellement
lorsque 'on s’attaque a un probleme faisant intervenir des vecteurs gaussiens.

Proposition 1.1.5 (Transformation linéaire). Soit A une matrice inversible d x d et b un
vecteur dans R?. Considérons le vecteur gaussien X ~ Ny(m,T). Alors le vecteur AX +b
est gaussien d’espérance Am + b et de matrice de covariance AT AT .

En particulier, si X ~ Ny(0,0%1,) et que la matrice A est orthogonale, i.e. AAT = I,
alors les vecteurs X et AX ont méme loi.

Démonstration. 11 suffit de faire les calculs. On remarquera au passage que la ma-
trice AT AT est bien semi-définie positive, et méme définie positive car A est supposée
inversible. [ ]
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Proposition 1.1.6. Un vecteur aléatoire d-dimensionnel X est gaussien d’espérance m
et de matrice de covariance I' si et seulement si X peut s’écrire X = AU 4+ m, ou
U ~ Ny(0,1,) et A est une matrice carrée d x d inversible et vérifiant AAT =T.

Démonstration.  La matrice I' est symétrique donc diagonalisable dans une base or-
thonormale. De plus, étant définie positive, toutes ses valeurs propres \; sont strictement
positives. Notons P la matrice de passage qui est orthogonale, i.e. PPT = I;. Alors la
matrice carrée d x d donnée par A := PD, ou D est la matrice diagonale formée par les
Vi, est inversible et satisfait AAT = I'. Enfin, la proposition précédente entraine que
U := A7 (X —m) est un vecteur gaussien centré et de matrice de covariance l'identité. m

Proposition 1.1.7 (Projection gaussienne). Notons X = (Xi,...,Xy) etY = (Y1,---,Yy)
et supposons que le vecteur aléatoire (X,Y) soit gaussien dans R Alors la loi con-
ditionnelle de Y sachant X = x est elle-aussi gaussienne et il existe des constantes

a,by,..., by € RY telles que
d

EY|X]=a+ ) bX
i=1
De plus, le vecteur aléatoire Y — E[Y'|X] est gaussien centré et indépendant de X .

Démonstration. Le cas général est une adaptation immédiate du cas d = d = 1.
Ainsi, soit (X,Y) un vecteur gaussien dans R?. On montre tout d’abord que le vecteur
(X,Y —a —bX) est gausien dans R? pour tous a,b € R. Soit ag et by les valeurs pour
lesquelles la quantité E[(Y —a — bX)?] est minimale. En d’autres termes, ag + by X est
le projeté orthogonal de Y sur l'espace Vect{l, X} C L?. La v.a.r. gaussienne gy =
Y — ag — bpX étant dans espace Vect{1, X }*, on a alors que Elgg| = E[eg X]| = 0, c’est-
a-dire que g est centrée et indépendante de X, le vecteur (g9, X) étant gaussien. Il en
résulte enfin que E[Y | X] =E[gg + ag + b X | X] = ag + by X. m

Terminons ce paragraphe par le Théoreme Central Limite multidimensionnel, dont
la preuve est quelque peu similaire au cas de la dimension 1.

Proposition 1.1.8 (Théoreme Central Limite multidimensionnel). Soit (X, ),>1 une
suite de vecteurs aléatoires i.i.d. & valeurs dans R, et dont les coordonnées sont de
carré intégrable. Notons m := E[X;] et I := Var(X;). Alors on a la convergence en loi
sutvante:

1 n

1.1.3 Processus gaussien et mouvement brownien

A présent, introduisons la notion de processus gaussien, qui est une généralisation non-
dénombrable des vecteurs gaussiens.

Définition 1.1.9. Un processus (stochastique) est une famille de variables aléatoires
réelles X; indexées par le temps t € [0,T), avec T € (0,00]. Il est dit gaussien si
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chacun des vecteurs extraits est un vecteur gaussien, i.e. pour tout d € N, et tout d-uplet
(t1,...,tq), le vecteur d-dimensionnel (Xy,,...,Xy,) est gaussien.

Un processus gaussien (Xy)ico,r) est donc caractérisé en loi par sa “gaussianité”
ainsi que par ses fonctions espérance et covariance:

m(t) :=E[X;] et K(s,t):=Cov(Xs, Xy), s,t€][0,T).

La question est maintenant la suivante : si I'on se donne ces 2 fonctions, existe-il un
processus gaussien associé 7 Il s’avere que la réponse est positive lorsque K vérifie
quelques bonnes propriétés (fonction symétrique de type positif sur [0,7) x [0,7)). La
démonstration utilise principalement le fameux théoreme d’existence de Kolmogorov. En
particulier, 'exemple fondamental de ce cours, le célebre mouvement brownien, peut étre
construit de cette maniere-la. Cependant, étant donné que nous allons privilégier dans
la suite de ce chapitre une autre approche, disons plus constructive, nous ne nous at-
tarderons pas sur ce théoreme dont I’étudiant curieux trouvera sans peine une référence
dans un bon ouvrage de Probabilités avancées, ou encore sur le Web.

Définition 1.1.10. Soit (By)icp,r) un processus a valeurs dans R. 1l est appelé mou-
vement brownien (sur lintervalle [0,T)) si c’est un processus gaussien centré, p.s. a
trajectoires continues et de fonction de covariance donnée par

K(s,t) = Cov(Bs, By) = min{s,t}, s,t€][0,T).

Cette dénomination est essentiellement diie a un botaniste anglais, Robert Brown,
qui ’a décrit pour la premiere fois en 1827 en observant le mouvement de grains de pollen
en suspension dans un liquide. Un siecle plus tard, en 1923, 'américain Norbert Wiener
le construit rigoureusement, et c¢’est pour cela que 1’on parle aussi de processus de Wiener.
Précisons que nous avons défini ce processus sans en avoir encore démontré l’existence.
Pour ’heure, on supposera qu’il existe afin d’en donner les propriétés fondamentales.

Proposition 1.1.11. Soit (By)icpo,r) un mouvement brownien. Alors il vérifie les asser-
tions swwantes:

(1) By =0 p.s.
(17) pour tout 0 < s <t < T, laccroissement By — By suit la loi normale centrée
N(0,t—s).

(13i) pour tout 0 = tg < t1 < -+ < tq < T, les accroissements By, — By, |, 1 €

{1,...,d}, sont indépendants.

i—17

Démonstration. Les propriétés (i) et (i¢) sont triviales. Pour démontrer (zii), il suffit de
démontrer que la matrice de covariance du vecteur gaussien (By,, By, — By, ..., Bi,— B, )
est diagonale, ce qui est immédiat. [ ]

Remarque 1.1.12. Il résulte de la proposition précédente que si I’on se donne 0 =ty <
ty <ty--- <tq <T,alors la densité jointe du vecteur (By,, ..., By,) est donnée par

1 - (= m)’ e R
(2m) 42\ /1 (ty — t1) -+ - (ta — ta—1) P ( 2; 20ty — tr1) > ’ <K

k=
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ou par convention zy = 0.

La proposition suivante nous permet d’exhiber de nouveaux mouvements brown-
iens a partir d’'un mouvement brownien originel. Les démonstrations sont laissées en
exercice.

Proposition 1.1.13. Soit (By)ico,ry un mouvement brownien (T = +oo dans les deux
derniers cas). Alors

(1) (=Bi)iejo,r) est aussi un mouvement brownien.

(i1) autosimilarité (ou invariance par changement d’échelle): pour tout A > 0, le

)

processus donné par Bt(’\ \%\ By est un mouvement brownien sur [0,T/X).

(791) invariance par translation: pour tout s > 0 fizé, le processus donné par Bt(s) =

By s — By est un mouvement brownien sur Ry (on admettra qu’il est indépendant de toute
la trajectoire brownienne jusqu’a l'instant s ).

(1v) invariance par retournement temporel: le processus donné par B, :=tB /t est
un mouvement brownien sur R. Pour la continuité en 0, on remarquera que les processus
B et B ayant méme loi et étant continus sur (0,00),

p(imB=0) = (U N {u%s%}

neN, peN. te(0,p~1]NQ

-r(NU N {misy

neN, peN. te(0,p~1]NQ

_ P <lim B, = 0)
1.

t—0

On en déduit que le mouvement brownien a le méme comportement trajectoriel
partout sur la demi-droite réelle.

1.2 Construction du mouvement brownien

1.2.1 Principe de la méthode

Démontrons de maniere constructive que ce fameux mouvement brownien existe bel et
bien. Pour ce faire, on va expliciter son développement en série en utilisant une base
d’ondelettes. Cette construction est celle de Paul Lévy, célebre probabiliste francais du
milieu du 20eme siecle et accessoirement beau-pere de Laurent Schwartz, pere de la théorie
des distributions ayant obtenu la médaille Fieds en 1950 et dont 'amphithéatre principal
du batiment 1R3 a ’'UPS porte le nom.

L’espace de Hilbert considéré dans cette partie est L?(0, 1) muni de la mesure de Lebesgue.



1.2. CONSTRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN 19

On note pour toute fonction f de carré intégrable la norme || fls := /< f, f >, ou< -+ >
désigne le produit scalaire

<fg >::/O F@) g(x)dz,  f.g € L2(0,1).

On se donne & présent une base hilbertienne (¢, )nen de L?(0,1), i.e. une famille dense
satisfaisant < ¢y, ¢m >= l{n—m}. Dans ce cas, toute fonction f € L*(0,1) s’écrit comme

f=Y <fon> ou,

n>0

la convergence de la série ayant lieu dans L?(0,1). De plus, on a l'identité de Parseval:

<fg>=) <fion><g > [fygeL01)

n>0

En particulier, si les fonctions f et g sont définies par f = 1l et g = 1jgy, ol les
parametres s,t € [0, 1] sont fixés, alors I'identité de Parseval entraine la formule suivante:

min{s,t} = Z ngﬁn(x)dx/o On(z) dx,

n>0 0

qui n’est autre que la fonction de covariance d’'un mouvement brownien. Ceci est tres
intéressant. Ainsi, si I'on définit formellement le processus (B;):cpo,1] par la série suivante

By = ZZn/O on(x) dz,

n>0

ol (Z,)nen est une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles suivant la loi N'(0, 1), alors il
s’agit d'un processus centré dont la covariance se calcule comme suit:

Cov(Bs, B) = E[B;B
- Y ez [ e [ @

n,m>0

_ Z/Os%(x)dx /Ot%(x)d:v

n>0

= min{s,t},

d’apres ce qui précede. Ainsi, une fois que I'on aura démontré la convergence de la série
pour une base hilbertienne bien choisie, il nous restera a vérifier que le processus obtenu
est gaussien et a trajectoires continues. C’est ce a quoi nous allons nous atteler dans la
partie suivante.
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1.2.2 Décomposition en ondelettes

Introduisons les ondelettes de Haar. Il s’agit de considérer une “ondelette mere” donnée
par
H(t) == 1,19 (t) = 1pj2q(t), te[0,1],

et de prendre la famille de ses dilatées translatées dyadiques comme suit: notons Hy :=
1[071] et
Hp(t) = 2112 H(th —k) = 2921 £ M)(t) — 27 1[’”71,/2 Lﬂ](t)a
277 27 27 727

ol 'entier strictement positif n se décompose de manieére unique comme n = 2/ + k
avec j € N et k{0,1,...,27 — 1}. Il n’est pas difficile de montrer que cette famille est
orthonormée dans L?(0, 1), le 27/2 n’étant présent que pour assurer une norme égale a 1.
Par ailleurs, comme la fonction indicatrice de tout intervalle dyadique [k277, (k + 1)277]
appartient a l'espace vectoriel engendré par la famille (H,),en, €t que toute fonction
continue sur [0, 1] peut étre approchée uniformément par des combinaisons linéaires de
ces indicatrices d’intervalles dyadiques, on en déduit que I'espace vectoriel engendré par
la famille de fonctions H,, est dense dans l'espace des fonctions continues, et par suite
dans L?(0,1). Autrement dit, la famille (H,),ey forme une base hilbertienne de I’espace

L2(0,1).

L’intérét de cette base réside dans le fait que les intégrales des fonctions H,,, que
I'on va utiliser dans la décomposition en série du mouvement brownien vue ci-dessus,
forment aussi une base d’ondelettes. Plus précisément, posons \g = 1 et \, := 27179/2
pour tout entier strictement positif n := 2/ + k, et construisons la base d’ondelettes
triangulaires suivante: I'ondelette mere est définie par

A(t) =2t 1[0,1/2) + 2(1 - t) 1[1/2,1]7

et la famille de ses dilatées translatées par Ag(t) :=t et

, . k < k+1
A, (t) = A2t — k) = 27+l <t — —) 1[£ k+1/2)(t) + 2711 < R t) 1[k+1/2 k+1](t).

2] 27 27 2J 27 27

Alors on obtient l'identité
t
/ H,(u)du= X\, Ap(t), te]0,1].
0

On notera que pour tout n € N, A, est a valeurs dans U'intervalle [0, 1]. A présent, nous
sommes enfin en mesure d’établir I'existence du mouvement brownien.

Théoreme 1.2.1. Soit (Z,)nen une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi
N(0,1) et définissons

By =Y MZ.Au(t), tel01]

neN
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Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) p.s. la série converge uniformément sur [0, 1].
(it) le processus (By)icio,1) est un mouvement brownien.

Avant de démontrer le théoreme, il nous faut démontrer le résultat suivant, qui
sera utilisé a plusieurs reprises dans la suite de ce chapitre.

Lemme 1.2.2. Soit (Z,)nen une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles suivant la loi
N(0,1). Alors p.s.,
Z
C :=sup L < 00.
n>2 4/log(n)

Démonstration. Soit o > 1 et n > 2, de sorte que y/2alog(n) > 1. On a facilement que

2 1
P (\Zn] > /2alog(n) \/>/ ue™ "y, = —,
2alog(n ™ ne

qui est sommable. Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout w en dehors d’un
ensemble négligeable, il existe ng = ng(w) € N tel que pour tout n > ng, on ait

|Z,| < v/2alog(n),
et donc que p.s., C' < 0. ]

Démonstration. [Théoreme 1.2.1] Démontrons tout d’abord le point (7). Si l’on note

p
BY =) NZA(t), te(0,1],
=0

le point (i) revient a montrer que p.s., sup,coq; |Br — BY| — 0 lorsque p — co. Tout
entier n strictement positif se décomposant de maniére unique comme n = 27 + k, ou
k€ {0,...,29 — 1}, on a que log(n) < (j + 1)log(2), mais aussi que pour t € [0,1] et
j € N fixés, Ayi (t) = 0 sauf pour exactement une valeur de k € {0,...,2/ — 1}, notée
k;:. Ainsi, pour tout J € N et tout M > 27, on a en utilisant le lemme 1.2.2,

> NlZaAnt) < C Y A/log(n)A(t)

n>M n>M
27 -1

< Clog(2) D Y 27 G 4 1Ay (1)

§i>J k=0

= é Z 2_j/2\/ j + 1A2]’+kj,t (t>

j=J
Ainsi, comme Ay, € (0, 1], on obtient au final que

OZQ_j/2 /j+1A2j+kj,t(t) < CZQ_j/Q /5 +1,

§>J j=J
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qui tend vers 0 lorsque J — co. La démonstration de (i) est établie. En particulier, on
obtient que p.s. le processus limite (B;);cjo1] est a trajectoires continues.

Pour le point (i7), le processus limite étant centré et ayant pour fonction de covariance
K(s,t) = min{s,t}, s,t € [0, 1], comme on I’a vu précédemment via l'identité de Parseval,
il ne reste qu’a démontrer qu’il s’agit d’un processus gaussien. Soit 0 < t; < --- <t; <1
et considérons le vecteur X := (By,,...,B,). Pour tout # € R% on a en utilisant le
caractere i.i.d. des variables Z,,,

dx(0) = Elexp(i <0, X >)]

= HE exp (@'anez)\nAn(tl)>]

n>0 =

= exp _%Z(ZQM”A”(M)

n>0 \l=
d t t
1 l m
= oexp|—3 Z GZQWZ/ Hn(u)du/ Hn(u)du>
Im=1 n>0 70 0

d
1
= exp —3 Z 0,6, min{tl,tm}> ,

I,m=1

d’apres ce qui précede. Ainsi, X est bien un vecteur gaussien, ce qui acheve la démonstration
du point (ii), et donc du théoreme 1.2.1. u

Enfin, notons pour conclure cette partie que ’on peut étendre aisément la définition
du mouvement brownien a tout R, de la facon suivante. Si 'on considere une famille
indexée par n € N de mouvements browniens indépendants (Bt(n))te[oﬂ sur [0, 1], alors on

définit le processus (By)i>o par
B, = Z B 4+ B™Y e nn+1),
k=1

qui vérifie les axiomes d’'un mouvement brownien sur R, .

1.3 Comportement des trajectoires browniennes

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous étudions quelques propriétés partic-
ulieres des trajectoires browniennes ¢t — B;. Si I est un intervalle de R, , notons qu’il
n’est pas clair que sup,c; By (resp. infye; By) soit mesurable car il s’agit d’'un supremum
(resp. infimum) non dénombrable de fonctions mesurables. Cependant, les trajectoires
du mouvement brownien étant continues, on peut se restreindre aux valeurs rationnelles
de l'intervalle I et 'on obtient alors un supremum (resp. infimum) dénombrable. Nous
utiliserons fréquemment et quelquefois implicitement ce type de remarque dans la suite.
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1.3.1 Propriétés principales

Avant de donner quelques propriétés classiques sur les trajectoires du mouvement brown-
ien, établissons un résultat intéressant en pratique, connu sous le nom de loi du tout ou
rien, ou encore loi du 0/1 de Blumenthal.

Lemme 1.3.1. Définissons pour tout t > 0 la tribu F; = o(Bs : s € [0,t]) et soit
For = esoFs- Alors la tribu Foi est triviale au sens ot P(A) € {0,1} pour tout
Ae Foi.

Démonstration. Montrons que la tribu Fy, est indépendante de la tribu F, = o(B; :
t > 0). Sic’est le cas, elle est indépendante d’elle-méme car Fy, C Fo, donc triviale.
Pour ce faire, nous allons utiliser I'indépendance et la stationnarité des accroissements
browniens. Soient h > 0, A € Fo,0 <t; <--- <tget f:R? — R une fonction continue
bornée. Les tribus Fj et o(Byrp, — By @ t > 0) étant indépendantes, on a

E1a f(Bu+h — Bny- - Biywn — Bn)l = P(A)E[f(Biy4n — Bhs - -+, Biyrn — B
= P(AE[f(B,...,B)],

par stationnarité des accroissements. En faisant tendre h — 0, on obtient par convergence
dominée (en utilisant la continuité des trajectoires browniennes) l'identité suivante :

E[l4 f(By,---,By)] = P(AE[f(By,...,B,)],

d’ou le résultat. m

La loi du 0/1 de Blumenthal est aussi une application immédiate de la continuité
a droite de la filtration naturelle (complétée) du mouvement brownien; voir a ce sujet le
chapitre 2.

Proposition 1.3.2. Soit (B;)i>0 un mouvement brownien sur Ry. Les propriétés suiv-
antes sont vérifiées:
(i) p.s. pour tout e >0, sup;ep Br > 0 et infiep g By < 0.
(1) p.s. pour tout € > 0, le mouvement brownien a un zéro sur l'intervalle |0, €.
(1ii) étant donné x € R,, notons T, le premier temps de passage en x, i.e.
T, :=inf{t > 0: B, = x} (avec inf ) = oo par convention). Alors on a pour tout x € R,,
P(T, < 400) = 1.
(iv) on a p.s. limsup,_,., By = 400 et liminf, ,,, B; = —o0.
(v) on a p.s. limy_, o By/t = 0.

Démonstration. On va démontrer certains points de cette proposition en utilisant les
invariances du mouvement brownien vues dans la proposition 1.1.13. Etablissons tout
d’abord les points (i) et (7). Soit (£,)nen une suite de réels strictement positifs décroissant
vers 0 et soit A 'événement défini par 'intersection décroissante (pour Iinclusion)

A= ﬂ{ sup B; > 0}.

neN te[0,en)
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Par convergence monotone, on a que

P(A) = lim P( sup B;>0) > lim P(B,, >0)=—
n—o0 tE[O En] n—o0
Or, I'événement {sup,c..B: > 0} étant F. -mesurable, on en déduit que A est Fo,-
mesurable et par la loi du 0/1, on a que P(A) = 1, c’est-a-dire que
P(sup B; >0 Ve >0) = 1.
te(0,e]
Pour établir I’assertion avec I'infimum, il suffit de remarquer que (—By);>o est aussi un
mouvement brownien. Le point (i) est donc démontré. Quant au point (i7), il ne s’agit que
d’une conséquence immédiate de (i) en utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires,
le mouvement brownien étant un processus a trajectoires continues.
A présent, démontrons les points (17i) et (iv). Par la propriété d’autosimilarité, on a pour
tout z > 0 et tout ¢ > 0:
P(T, <t) = P(sup Bs > x)
s€[0,t]
= P(sup By > 1)
s€[0,1]
= P(sup B(t) > i)
s€[0,1] \/—
P(sup B, > —),
= sup —
s€[0,1] \/_
et par convergence monotone lorsque ¢ — oo, on obtient d’apres ce qui précede que
P(T, < o0) = 1. Par symétrie du mouvement brownien, on en déduit que P(T, < +00) =
1 pour tout < 0. Enfin, étant donné que le mouvement brownien est une fonction
continue de R, dans R, il ne peut visiter tous les réels que si, p.s., limsup,_, . B; = 400
et liminf, .o B; = —o0.

Finissons par le point (v). Par la propriété de retournement du temps, le processus
By := tBy); est un mouvement brownien sur R, donc le comportement de B;/t est le
meéme que celui de By, qui tend vers 0 lorsque ¢ — +00 par continuité. [ ]

Terminons ce paragraphe en démontrant un résultat tres important a propos de la
non-dérivabilité des trajectoires browniennes.

Théoreme 1.3.3. On a p.s.: les trajectoires browniennes ne sont pas dérivables.

Démonstration.  Le mouvement brownien étant invariant par translation, il suffit de
démontrer la non-dérivabilité en 0, c’est-a-dire montrer que la quantité

By— By By

t—0 ¢
n’admet pas de limite lorsque ¢ — 0. Or, par la propriété de retournement du temps,
(Bt>t20 est aussi un mouvement brownien sur R,. Ainsi, B;/t a le méme comportement
que By, qui n’admet pas de limite lorsque ¢ — 0 d’apres le point (iv) de la proposi-
tion 1.3.2. [ |
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1.3.2 Holder continuité

Comme nous 'avons vu précédemment, le mouvement brownien admet le dévelopement
en ondelettes
By =) MZ.An(t), te(0,1].
neN

Ceci va nous permettre de démontrer une propriété de Holder continuité des trajectoires
browniennes, dont on rappelle la définition.

Définition 1.3.4. Une fonction f : [0,1] — R est dite Hélder continue d’exposant o €
(0,1) (ou encore a-héldérienne) s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

If(s)— ft) <cls—t* 0O0<s<t<l.

Remarque 1.3.5. Notons que cette propriété entraine I’'uniforme continuité. Pour a = 1,
il s’agit des fonctions lipschitziennes tandis que pour a = 0, seules les fonction bornées
telles que sup f—inf f < 1 sont concernées. Enfin si o > 1 alors f est forcément constante.

Théoréme 1.3.6. Pour tout o € (0,1/2), p.s. les trajectoires browniennes sont -
holdériennes.

La démonstration de ce résultat sera immédiate une fois le lemme suivant établi
(se servir du fait que lorsque o € (0,1/2), on a /5 + 1 x 277/2 < 279 pour j assez grand).
Il s’agit d’un résultat d’analyse dont on donne la démonstration par soucis de complétude.

Lemme 1.3.7. Soit f : [0,1] — R une fonction continue admettant le développement en

ondelettes suivant:
F(t) = F0)+ 3" cutduh).

n>0

ot la convergence de la série est supposée uniforme sur [0,1]. S’il existe o € (0,1) tel
que pour j entier assez grand, on ait |coiyr] < 27, ot k € {0,...,27 — 1}, alors f est
a—holdérienne.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité et pour simplifier que ¢y = 0 et que
|coivi| < 27 pour tout j € N et tout k € {0,...,27 — 1} (le cas général est immédiat,
bien qu'un peu pénible & écrire). Alors pour tous s,t € [0, 1],

27 -1

FO=16) = 35 e (Baral) = Aosia(s)

j=>0 k=0

=: ZDj(S7t)‘

Jj=0

Rappelons que pour u € [0, 1] et j € N fixés, on a que Ay, (u) € (0,1] pour exactement
une valeur de k € {0,...,27 — 1}, notée k;,,. Ainsi, on a

Dj (S’ t) = Coitk;, A2j+k5j,t (t) — Coitky, A2j+kj,s (S)
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De cette équation on en déduit que
D55 1)] < lewsyay | + lewany | <2 x 279,

De plus, toutes les fonctions Ay, étant triangulaires de pente 42771 on obtient que
pour tout k € {k;;, kjs},

Ay (t) = Dgpp(s)] < 2771t — 5.

Ainsi, apres avoir différencié les cas k;; = k; s et kj; # kj 5, il en résulte alors les bornes
supérieures suivantes:

2 x 270
. < ) .
[D;(s, )] < { 2 % 2749 x 2H |t — g].

Enfin, pour tout J € N,

J
[F() = f(s)] < D 20— Yy 2
Jj=0 j>J+1
A 2(1—04)(J+1) -1 21—a(J+1)
< t—
s At T

et en choisissant 'entier J tel que 2=/+1) < |t — s| < 27/, on obtient alors le résultat
désiré avec une constante ¢ > 0 dépendant seulement de a. [ ]

A présent, démontrons que p.s. les trajectoires browniennes ne sont pas a—holdériennes
pour a > 1/2.

Théoréme 1.3.8. Notons C(a,c,e) l'ensemble des w € Q tels qu’il existe s € [0,1] tel
que
|Bi(w) — Bs(w)| < c|t —s|¥  pour tout t tel que |t —s| <e.

Si > 1/2 alors P(C(a, ¢,€)) = 0 pour tout ¢ > 0 et tout € > 0.

Démonstration.  Nous allons démontrer ce résultat en utilisant 1'indépendance et la
stationnarité des accroissements browniens. Soit m € N, fixé, que I'on choisira plus tard
de maniere adéquate. Pour tout entier n > m (qui aura vocation a tendre vers l'infini),
on définit la variable aléatoire

Xk ::max{]B@—Bﬂ:je{k,...,k+m—1}}, kel{0,...,n—m),

représentant le maximum des m accroissements browniens pris entre les instants k/n et
(k 4+ m)/n. Soit w € C(a,c,e): il existe s € [0,1] tel que |By(w) — Bs(w)| < cft — s|*
pour tout ¢ € [0, 1] satisfaisant |t — s| < e. Prenons n assez grand de sorte que m/n < e.
Comme s € [0,1], il existe k € {0,...,n —m} tel que s € [k/n, (k +m)/n]. Ainsi, pour
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tout j € {k,...,k+m — 1}, la distance entre s et j/n ou (j + 1)/n est inférieure & m/n,
qui est inférieure a €. D’ou 'on obtient

[Biss(w) = By ()| < |Buss(w) — Ba(w)] +|Bafw) — By (w)
j+1

IN

| s s — Lo
n

< 2c (T)a
n

Autrement dit, on a l'inclusion suivante: pour n assez grand,

n—m

Cla,e,e) C U {ka < 2c (%)a}

k=0

D’ou, en utilisant 'indépendance (respectivement la stationnarité) des accroissements
browniens a la deuxiéme (resp. troisieme) ligne ci-dessous,

3
3

PCla,ce)) < S P (Xn,k <2 (@)“)

n

k=0

n—m k+m—1 mA @
— H }P’<|Bm—31|§20<—> )

k=0 j=k " " n

m\ o\ m
— (n—m+1)P(|B%|§20<E)>
(n—m+1)P(|B] < QCmo‘nl/Q_a)m.

Or, B; suivant la loi A/(0,1), on a pour tout x assez petit que
2z
P(|B| <z) < —,
<| 1’ — ) — \/ﬁ
et I’on obtient alors en réinjectant dans I'inégalité précédente que

4em\™
P(C a,ce < n1+m(1/27a).
Clace) < ()

Enfin, comme a > 1/2 et m est un entier arbitraire, il suffit de prendre ce dernier tel que
m(a — 1/2) > 1 afin que le terme de droite ci-dessus tende vers 0 lorsque n — oo. La
démonstration du théoreme est achevée. [ ]

A présent, on se pose la question suivante: qu’en est-il du cas limite o = 1/2 7
Pas d’inquiétude, cher lecteur, ce cas-la étant appréhendé avec une grande précision.

Théoréme 1.3.9 (Module de continuité de Lévy). Définissons le module de continuité
du mouvement brownien par

m(e) := sup |B;— Bs|, ¢ assez petit.
[t—s|<e
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Alors on a le résultat de convergence p.s. suivant:

lim sup & =

e—0  /2elog(1/e)

Démonstration.  Démontrer 1'égalité revient bien évidemment a établir les inégalités
< et >, dont les deux démonstrations utilisent le lemme de Borel-Cantelli. Cependant,
nous n’allons démontrer que la partie >, 'autre inégalité étant plus technique et pouvant
par exemple étre appréciée a sa juste valeur a travers la preuve du théoreme 1.4.1 du
somptueux cours de Jacod [1].

Commengons par poser ¢(g) := /2¢clog(1/e) pour tout € € (0,1) et définissons Z(a) :=
faoo e 2y pour tout @ > 0. On a

—(12/2 [e%e) 1 1
‘ :/ 1+ = ) e Pde < (1+ = | Z(a),
a “ x? a?

ce qui entraine que

e—a2/2

Z(a) > m7

A présent, soit & € (0,1) et posons Z,, := P (| By-n| > 66(27™)) pour tout entier n > 1. On
obtient alors de l'inégalité (1.3.1) que

I, = \/g T(2"25¢(27™))

= \/%I((S\/ 2nlog(2))

—né2log(2)

a>0. (1.3.1)

e
Y
N4
ol K5 > 0 est une constante ne dépendant seulement que de §. Ainsi, par I'indépendance
et la stationnarité des accroissements browniens,

> K

P ( max [By — Buy| < 5¢<2—">)

Q, =
1<k<on 27
= (1-7,)%
< eXp<_2nIn)
<

Kden(lfé"z) log(2)
exp | — Tn )

Comme 6 € (0,1), la série ), converge et par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout w
en dehors d’un ensemble négligeable N, il existe ng = ng(w) € N tel que pour tout entier

n > ng, on ait
|Bx (W) — Bi-1(w)]
max 2 2" > 0.
1<k<2n »(27m)
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Il en résulte que p.s.,

, m(e) _ .. m(27")
| > ] )
AP S = il Gy T

et ¢ étant arbitrairement proche de 1, on obtient finalement 'inégalité désirée. [ ]

Enfin, terminons par deux résultats classiques. Le premier exhibe ce que 'on
appelle la variation quadratique du mouvement brownien, objet fondamental sur lequel
repose l'intégration stochastique, tandis que le second stipule que les trajectoires brown-
iennes ne sont pas a variation bornée.

Définition 1.3.10. La variation d’une fonction f : R, — R sur un intervalle [0,T] est
définie par
Var(f,T) = sup S |f(t:) — (1),

ot le supremum est pris sur l'ensemble des subdivisions (t;) de [0,T]. Elle est dite a
variation bornée sur lintervalle [0,T] si Var(f,T) < oc.

Par exemple, toute fonction lipschitzienne est a variation bornée, toute fonction
monotone également. En particulier, toute fonction a variation bornée:
- est différence de deux fonctions croissantes;
- a au plus une infinité dénombrable de points de discontinuité.
- est dérivable presque partout (au sens de la mesure de Lebesgue).
Mentionnons qu’a ’avenir les suites de subdivisions que nous considérerons seront
en général emboitées bien que dans certains cas, comme ci-dessous, cela ne soit pas
nécessaire.

Proposition 1.3.11. Soit 0 = {f < < --- <t; =1t une suite de subdivisions emboitées
de lintervalle [0,t] de pas tendant vers 0, i.e. T, := Sup;<;<, ti —t7 1 — 0 lorsque
n — 0o. Alors, on a la convergence suivante dans L?:

2
Pn
B (Z(Bt? — By )" - t) =0.

De plus, la convergence est p.s. lorsque la subdivision est uniforme.

Démonstration.  En notant AB;, := Bin — B et At;p, =t — ' ,, on remarque
que pour i € {1,...,p,}, les accroissements Z;, := (AB;,)* — At;, sont centrés et
indépendants, d’ou

E (pZH(ABZ,nV - t) = Var (pzn Zz‘,n)

=1

= i Var (Z; )
i=1



30 CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN

Pn

= 2) (Atin)
i=1

< 2wy,

quantité qui tend vers 0 lorsque n — co. Dans la derniere égalité ci-dessus, nous avons
utilisé le fait que si X est une variable aléatoire normale centrée et de variance o2, alors
Var(X?) = 204

A présent, supposons la subdivision de U'intervalle [0, ¢] uniforme, i.e. les At;,, ne dépendent
pas de i. Par exemple, considérons les ¢ de la forme ¢} := it/2" avec p,, = 2". Alors pour
i€ {1,...,2"}, les accroissements U; := /2" /t AB;,, sont i.i.d. de loi normale centrée
réduite. On obtient alors par la loi forte des grands nombres que

2n P
2 U 2
S 8B - £ Y
i=1 1=1
tend p.s. vers t lorsque n — +o0c. ]

Corollaire 1.3.12. On a le résultat suivant: p.s., les trajectoires du mouvement brownien
ne sont pas a variation bornée.

Démonstration.  La preuve se fait par 'absurde. Fixons-nous un intervalle [0, ], sur
lequel p.s. les trajectoires browniennes sont a variation bornée. Ainsi, en reprenant les
notations ci-dessus avec la subdivision uniforme sur [0,¢] et le module de continuité de
Lévy, on a

n n
Z(ABz’,n>2 < m(m) Z |AB; ]
i=1 i=1

< m(m,) Var(B,t),
qui tend vers 0 lorsque n — +o0o, le module de continuité de Lévy étant une fonction
continue par continuité uniforme du mouvement brownien sur l'intervalle compact [0, t].
Il y a donc contradiction. [ ]
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1.4 Propriété de Markov forte et principe de réflexion
(Devoir maison)

On considere B un mouvement brownien sur R, muni de sa filtration naturelle standard
(Fi)i>0 (regarder le chapitre 2 pour la définition). On a vu que ce processus satisfait la
propriété de Markov simple, i.e. pour tout s > 0, le processus B*) donné par Bt(s) =
Bgyy — B, est un mouvement brownien indépendant de F,;. On rappelle aussi que pour

tout a € R,, le temps d’atteinte T, de a est défini par
T, :=inf{t > 0: B, = a},

et nous avons démontré qu’il est p.s. fini.

1 - Dans cette question, nous étendons la propriété de Markov simple a un temps d’arrét

fini quelconque: c’est la propriété de Markov forte. Ainsi, si 7 est un temps d’arrét p.s.

fini, on veut montrer que le processus B(™) défini par BIST) = B,.;— B,, est un mouvement

brownien indépendant de la tribu F;.
Soit d e N,, 0 =1ty <t <--- <tyet f une fonction continue bornée sur R?. Enfin, soit

Aec F..
(a) Montrez que I'identité suivante est satisfaite:

E (L4 f(BY, ... B))]

. ,n -
= lim > E [1Aﬂ{(k—1)2*”<r3k2*"} By, Bl? ))] :
>1

et déduisez-en que
E[Laf(B],....BT)| =P(A) E[f(By,.... B,).

(b) Concluez.

2 - A présent, nous allons démontrer le principe de réflexion du mouvement brownien, qui
énonce que le processus X donné par

Xi = Bilp<ry + (2a — By) lysr,y, t2>0,

est un mouvement brownien.

(a) D’apres vous, pourquoi parle-t-on de principe de réflexion ?

(b) En utilisant la propriété de Markov forte du mouvement brownien, montrez
que pour tout z € R,

P(2a—B >x;T,<t)=P(B,>x;T,<t), t>0,

(c) Déduisez-en que X; a méme loi que B; pour tout ¢ > 0.
(d) Pourquoi intuitivement le processus X est-il un mouvement brownien ?



32 CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN

3 - Le supremum du mouvement brownien est noté S; := sup,coy Bs, ou t > 0. Dans
cette derniere partie, nous donnons des informations sur .S; ainsi que sur le temps d’arrét
T,.

(a) Soient @ > 0 et # < a. En utilisant le méme type d’argument que dans la
question 2(b), montrez que

P(S;>a;B; <xz)=P(B;>2a—1x).

(b) Déduisez-en que S; a méme loi que | B;|. Les processus S et | B| ont-ils la méme
loi 7
(c) Montrez que la loi jointe du couple (S;, By) a pour densité

~ 2(2a—x) (2a — x)?
fila,z) = W exXp (_2—t) Lj0,00)(@) L(=00,0] (%)-

(d) Calculez la densité de T,,.



Chapitre 2

Martingales

2.1 Rappels sur les martingales a temps discret

Commencons 'étude des martingales par le cas du temps discret, qui est plus aisée et
dont la généralisation au cas du temps continu n’est pas difficile.

2.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.1.1. Une suite (F,)nen de sous-tribus de A est appelée une filtration de
Uespace (§2, A, P) si
FoCcHC---CF,C---CA

L’espace (2, A, (Fp)nen, P) est alors appelé un espace de probabilité filtré.

Remarque 2.1.2. La notion de tribu est liée a I'information dont nous disposons. Ainsi,
supposer cette suite de tribus croissante traduit simplement le fait que plus on avance
dans le temps, plus on a d’informations.

Définition 2.1.3. Considérons une suite de variables aléatoires réelles (M, )nen. On
dit que (My,)nen est adaptée a une filtration (Fp)nen st M, est F,-mesurable pour tout
n € N.

Remarque 2.1.4. Notons que (M,),en est évidemment adaptée a sa filtration naturelle,
définie par F,, := o(My : k € {0,...,n}) pour tout n € N.

Définition 2.1.5. Considérons une suite (M, ),en adaptée a une filtration (Fy)nen, €t
dont tous les éléments sont intégrables. On dit que la suite (My)nen est (pour (Fp)nen)
une

(i) martingale si E[M,+1 | F,] = M,, pour tout n € N.

(i1) surmartingale si E[M,+1 | Fn] < M, pour tout n € N.

(i73) sous-martingale si E[M,+1 | Fn] > M, pour tout n € N.

33



34 CHAPITRE 2. MARTINGALES

Remarque 2.1.6. Observons qu'une martingale est a la fois une surmartingale et une
sous-martingale. Par ailleurs, elle est forcément d’espérance constante, tandis que celle
d’une surmartingale décroit et celle d'une sous-martingale croit.

Donnons-nous quelques exemples bien sympathiques:

(1) Si (X,,)nen, désigne une suite de variables aléatoires indépendantes et intégrables,
alors la suite (S, )nen, définie par S, := > | X, est une martingale (resp. surmartin-
gale, sous-martingale) pour la filtration engendrée par la suite (X,,)nen, lorsque pour tout
n € N,, on a E[X,]| =0 (resp. E[X,,] <0, E[X,,] > 0).

(i1) Méme conclusion pour la suite M,, := S? — no?, sous réserve que les X; ont
méme variance o2,

(i) Si (Xp)nen, désigne une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables
et d’espérance commune égale a 1, alors la suite M, := [[/_, X; est une martingale par
rapport a la filtration naturelle de (X,,)nen, -

(iv) Si (My)nen, est une suite de variables aléatoires intégrables, centrées, et a ac-
croissements indépendants, alors c¢’est une martingale par rapport a sa filtration naturelle.

(v) Si (Fn)nen est une filtration quelconque et X une variable aléatoire intégrable,
alors M, := E[X | F,] est une martingale pour (F,,),en-

Proposition 2.1.7. Soit (M, )n,en une suite adaptée a une filtration (F,)nen, et telle que
tous ses éléments soient intégrables. Alors c’est une martingale si et seulement si pour
tout n,p € N,

E[My+p | Fu] = M,.

Démonstration. La condition suffisante est triviale (prendre p = 1). Pour la condition
nécessaire, notons que 'on a pour p € N,

M=

E[Mn+p ‘ *Fn] = E (MnJrz - MnJrifl) + Mn | -Fn

=1

p
- ZE []E [Mn—i-i - Mn-i-i—l ‘ fn+i—l] ‘ ‘7:”] + M,
i=1

I
=

mny

car (F,)nen étant une filtration, on a F,, C F,4;_1 pour tout i € {1,...,p}. [

Dans la suite, nous supposerons 'espace de probabilité filtré par une filtration
générique (F,)nen-

Proposition 2.1.8. Soit (M, )nen une sous-martingale et soit f : R — R une fonc-
tion conveze croissante. On suppose que f(M,) € L' pour tout n € N. Alors la suite
(f(Mp))nen est elle-méme une sous-martingale. Si (M,)nen est une martingale, alors il
suffit que f soit convexe.

Démonstration. Immédiate en utilisant I'inégalité de Jensen pour 'espérance condition-
nelle. [ ]
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Remarque 2.1.9. Par exemple, si (M, ),en est une martingale alors (|M,|?)nen (avec

p > 1 et sous réserve que chaque M, est dans L) et (M,"),en sont des sous-martingales.

A présent, introduisons la notion de transformation prévisible d'une martingale.

Définition 2.1.10. Soit (M, ),en une martingale et soit (Ap)nen, une suite de variables
aléatoires réelles prévisibles, i.e. A, € F,_1 pour tout n € N,. Alors la transformation
prévisible de la martingale (My,)nen par la suite (Ap)nen, est définie par la suite donnée
par M() =M, et

]/_\Zn = Mo—f—ZAZ (Mi_Mi—1)7 n € N,.
=1

La transformation prévisible permet de construire une nouvelle martingale a partir
d’une martingale originelle, sous certaines conditions sur la suite prévisible. Il s’agit d’une
version discrete de 'intégrale stochastique.

Théoreme 2.1.11. Si les variables aléatoires réelles A, sont bornées en plus d’étre
prévisibles, alors la transformation prévisible (M,)nen de la martingale (M,)n,en par
(An)nen, est encore une martingale.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que la suite (Mn)neN est clairement adaptée
par rapport a la filtration (F,)nen, et que la bornitude des A,, assure simplement que les
éléments Mn sont bien intégrables pour tout n € N. Etant donné un entier n, on a par la
prévisibilité de A, .1,

E [Mn—l-l - Mn|fn = E [An—l-l(Mn—i-l - Mn)|fn]
An+1 E [Mn—i-l - Mn|fn]
— 0,
car (M,)nen est une martingale. ]

2.1.2 Théoreme d’arrét

Introduisons a présent la notion de temps d’arrét.

Définition 2.1.12. Une variable aléatoire entiére T, pouvant prendre la valeur 400, est
un temps d’arrét pour la filtration (F,)nen St

{r<n}eF, nelN

Notons que dans cette définition on peut remplacer 'événement {7 < n} par {7 = n}, ce
qui ne sera plus le cas lorsque le temps sera continu. Pour illuster cette notion de temps
d’arrét, prenons l’exemple d’un joueur rentrant avec une somme Sy dans un casino. On
note 5, sa fortune a l'instant n. Ce joueur décide de jouer tant qu’il a encore de ’argent
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dans son portefeuille (on suppose le casino ouvert 24h sur 24). Cela signifie qu’il joue
jusqu’a l'instant
7:=inf{n € N: S, = 0},

qui est un temps d’arrét pour la filtration naturelle de la suite (S, )nen-

Définition 2.1.13. Etant donné un temps d’arrét T, on définit F. la tribu des événements
antérieurs a T par

F.={AcA: An{r=n}eF, VneN}.

Dans beaucoup de circonstances, ce qui nous intéresse est le comportement d’une
suite de variables aléatoires, disons (X, ),en, évaluée au temps d’arrét 7. S’il est supposé
fini p.s., alors on peut définir la variable aléatoire X, qui est F,-mesurable, comme

Xe = Lpreny X

neN

Lorsque que le temps d’arrét est infini, nous pouvons toujours le tronquer en considérant
plutét pour un entier n donné le temps d’arrét n A 7, qui est fini et méme borné. Dans
ce cas, la variable aléatoire X, ,, est bien définie.

Théoréme 2.1.14 (Théoreme d’arrét). Soit (M,,)nen une martingale et soit T un temps
d’arrét. Alors la suite arrétée (Mpar)nen €St aussi une martingale.
De plus, si 71 < 19 sont deux temps d’arrét supposés bornés, alors on a

E [MTZ | ‘FTl] = MTl et E[MTI] = E[MTQ] = E[MO]

Démonstration. Quitte a remplacer (M,,),en par la martingale (M, — My),en, supposons
sans perte de généralité que My = 0, ce que l'on fera (presque) systématiquement dans
la suite de ce cours. La variable 7 étant un temps d’arrét, les variables aléatoires définies
pour tout n € N, par A,, := 1>, forment une famille prévisible par rapport a la filtration
(Fn)nen- De plus, on a

n nAT
D AM; = Miy) =Y (M= M 1) = My,
=1 =1

ce qui entraine que la suite (M,a,)nen est la transformation prévisible de la martingale
(M,,)nen par rapport a (Ay )nen,. Ainsi, le théoreme 2.1.11 nous permet de conclure quant
a la premiere affirmation. Le lecteur averti aura noté que cette propriété de martingale
peut étre démontrée directement, bien évidemment.

Démontrons maintenant les deux égalités. Supposons 7, borné par une constant positive
k. Comme (Mpar, )nen €st une martingale, on a pour n > k que

E[Mm | ]:n] - E[Mn/\Tz | ]:71]
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= ZE[MMTQ | Fp) Lri=p)

peN

- Z Mp/\ﬂ-g ]-{71:1)}

peEN

= Z My 1z, —py

peN
= M,,

ou la seconde égalité se démontre en revenant a la définition de ’espérance conditionnelle.
Enfin, si 7 désigne 7 ou 7, comme p.s. M- j M, et que
n [e.e]

nAT

|Mupr| < Z |M; — M;_4|
i1

K

< D (Ml + [ M),

i=1

qui est intégrable (car les M; le sont) et indépendant de n, le théoreme de convergence
dominée entraine que
E[M.] = lim E[M,\.] =0.

n—-+o0o

2.2 Inégalités maximales et théorémes de convergence

2.2.1 Inégalités maximales de Doob

Lorsque l'on étudie un processus aléatoire, une question importante en pratique est de
savoir controler son évolution. En particulier, il s’avere que pour les sous-martingales
positives, nous pouvons obtenir des inégalités sur son processus supremum, a Savoir

M’ := sup M, néeN.

n
0<k<n

On les appelle inégalités maximales (de Doob). Dans cette partie, nous établissons
deux inégalités maximales pour les sous-martingales positives qui nous serviront comme
ingrédient de base dans le développement du calcul stochastique. En particulier, une fois
que tous les résultats ci-dessous seront démontrés, ils seront immédiatement valables pour
des martingales, en remplagant M* par supy<y<, | Mg|.

Théoréme 2.2.1. Soit (M,),en une sous-martingale positive. Alors pour tout n € N,

AP(M; > N) S E[M, 1] < E[M,], X>0.
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Par ailleurs, si (M,)nen a tous ses éléments dans LP, ou p > 1, alors pour tout n € N,
B[ M,["]
P

Démonstration. Etablissons tout d’abord la premiere inégalité. Notons que pour une
sous-martingale, on a

P(M* > \) < A > 0.

M, <E[M, | F], kE<n, nkeN,
ce qui entraine que pour tout A € F, en multipliant par 14 et en prenant I’espérance,
E[My 14] < E[M,, 14].
Par ailleurs, on peut écrire I'identité suivante: pour tout A > 0,
P(M:> X)) =P(ma<n), neN,

ou 7y est le temps d’arrét 7, := inf{n € N : M, > A}. Ainsi, étant donné que sur
{ma < n}, on a M, > A, on obtient en passant a 'espérance et en utilisant 1'inégalité
précédente que

/\P(TA < n) < E[MT,\ 1{7'A§n}]

= > E[My 1]

k=0

< ZE[M” 1{r>\:k}] car {7’)\ = k‘} e Fi
k=0
- E[Mn 1{7,\§n}]7

ce qui conclut la démonstration de la premiere inégalité.

Pour la seconde inégalité, on notera que si (M, )n,en est une martingale ou une sous-
martingale positive et telle que M, € LP pour tout n € N, alors (|M,["),en est une
sous-martingale positive et 'inégalité précédente s’applique, ce qui termine la preuve. m

A présent, donnons une seconde inégalité maximale, comparant ’espérance du
processus supremum avec celle du processus originel.

Théoréme 2.2.2 (Doob L?). Soitp > 1. Supposons que (M, )nen soit une sous-martingale
positive telle que M, € LP pour tout n € N. Alors pour tout n € N, M} € L? et

slony) < (25 B

Démonstration. Tout d’abord, le fait que M;® € L? est une conséquence des inégalités

(MEP < (i Mk;) < (n+ 1! zn:M,f.

k=0 k=0
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En se ramenant a la premiere inégalité maximale du théoreme 2.2.1, il vient
BIOGY] = p [ o POL 2 0)do
0
< p /OO P2 E[M, Lz >ay) do
0

M;
— pEDL, [ e
0

p *\p—1
= EE[Mn(Mn) ]

T EIME PR,

p—1

IN

ou dans la derniere inégalité nous avons utilisé 'inégalité de Holder avec les exposants p
et ¢ =p/(p—1). Enfin, on regroupe les termes comme il faut dans l'inégalité ci-dessus et
ceci acheve la démonstration. [ ]

2.2.2 Convergence des martingales

Dans ce paragraphe, nous nous attaquons a la convergence des martingales, sous diverses
hypotheses d’intégrabilité. Pour la théorie du calcul stochastique que I'on va voir dans
les prochains chapitres, un théoreme important concerne les martingales bornées dans
L2 Enongons ce premier résultat, dont la preuve repose essentiellement sur une inégalité
maximale de Doob.

Théoréme 2.2.3. Soit (M,)nen une martingale bornée dans L?, i.e.

sup E [Mfl] < +400.
neN

Alors la suite (M,)nen converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire My, € L?.

Démonstration. Pour toute paire arbitraire de rationnels a < b, notons I’ensemble

Agp = {w € Q:liminf M,,(w) <a < b <limsup Mn(w)} .
n—r+0o0 n—-+00
Ainsi, la suite (M,,)nen va converger p.s. (éventuellement vers U'infini) & partir du moment
ot I'on montre que P(U,peqAap) = 0. Afin de faire le rapprochement avec les inégalités
maximales, observons que 1'on a

b—
Aup C {w € Q:sup [My(w) — My (w)] > “}, m e N.

E>m - 2
En effet, si w € A,4, alors pour tout m € N,

b—a < sup Mi(w)— klgf My(w)

k>m
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= sup [My(w) — M;(w)]

k,>m
< 2 sup [My(w) — Mip(w)]-
k>m
Considérons a présent les accroissements définis par dj, := M, — M_1, k € N,. Comme la
suite (M, )nen est de carré intégrable, on en déduit que les (dy)ren, sont orthogonaux entre
eux (exercice). Comme précédemment nous pouvons supposer sans perte de généralité
que My = 0, et I'on obtient alors

E[M?] =E (idk) =§n:E[di},

qui est la somme partielle d'une série convergente par I’hypothese de L2-bornitude. Par
ailleurs, le processus (Myym — M )ken étant une martingale (pour la filtration translatée
(Fram)ren ), la suite (M) )xen définie pour tout k € N par M] := (My,., — M,,)? est une
sous-martingale positive et I'inégalité de Doob du théoreme 2.2.1, combinée au lemme de
Fatou, s’applique de la maniere suivante:

b— b— a)?
P (sup (M — Mol = 224) = P (supar = U200
k>m 2 4

k>0
4
4
- swpE[M

k+m
4

= m sup ZE [dﬂ

k>0 =
=m
4

= a2 > E[4].

>m

Enfin, le terme de droite tend vers 0 lorsque m — +00, ce qui démontre que P(A,;) = 0,
et donc que P(Ug pegAlap) = 0.
Pour démontrer la seconde assertion, notons M, la limite p.s. de la martingale (M,,),en -
Par le lemme de Fatou, on a

E [M2] <liminfE [M;?] <sup E [M;] < +oo0,

n—-4o00 neN n

d’ott M, est non seulement finie mais aussi dans L?. Enfin, la convergence dans L? est
immédiate d’apres ce qui précede:

E[(Mwx — M,)*] = ) E[d;] — 0.

n—+00
k>n+1
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Remarque 2.2.4. Mentionnons que ce résultat reste valable lorsqu’on remplace L? par
LP pour tout p > 1.

Il s’avere que 1'on peut obtenir une complete caractérisation de la convergence
des martingales dans l'espace L!. Pour ce faire, introduisons tout d’abord le concept
d’intégrabilité uniforme.

Définition 2.2.5. Une famille de variables aléatoires réelles (X;)ier est dite uniformément

intégrable si
lim supE UXZ| 1{|Xi|>a}} =0.

a—+00 icl

L’intérét d’introduire cette notion est qu’elle va nous permettre d’obtenir la conver-
gence dans L' & partir de la convergence p.s., lorsque le théoréme de convergence dominée
ne s’applique pas.

Proposition 2.2.6. Si une suite (X, )nen est uniformément intégrable et converge p.s.
vers une variable aléatoire X, alors Xoo € L' et la convergence a aussi liew dans L'.

Démonstration. Notons pour tout a > 0 la quantité

p(@) = sup B [1X,| L, o]
ne

Tout d’abord par le lemme de Fatou,

E |:|Xoo| 1{‘Xw|>a}] S hm lIlf E |:|Xn| 1{|X"|>a}]

n—-+o0o

IN

pla),

ce qui entraine que X, € L' et méme E[|X,|] < p(a) + a. Maintenant, on majore
| X, — Xoo| de la maniere suivante:

| X = Xoo| < X0 — Xool Lxni<ay + [ Xool Lxapsa + [ Xl Lyx,|>a)-

Les deux premiers termes sont majorés respectivement par a + |Xoo| et | X/, tous deux
dans L', donc le théoréme de convergence dominée entraine que

E [[X0 = Xool Lgxaizmy] =2 0 et E[[Xoo|Lxusa) =2 B [[ Xl Lixesa)] < pla),

tandis que le troisitme et dernier terme est majoré en espérance par p(a). Ainsi, on
obtient que

limsup E[|X, — Xoo] < 2p(a),

n—-+oo

et nous concluons la preuve en observant que p(a) — 0 lorsque a — +00. [ ]
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La proposition suivante exhibe des criteres intéressants en pratique pour établir la
propriété d’intégrabilité uniforme.

Proposition 2.2.7. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(1) Si une famille de variables aléatoires réelles (X;);cr est bornée par une variable
aléatoire intégrable, alors elle est uniformément intégrable.

(17) S”il existe p > 1 tel que la famille de variables aléatoires (X;)ier soit bornée
dans LP, 1.e.

sup E [|X;["] < 400,
el
alors elle est uniformément intégrable.

(i73) Une famille de variables aléatoires réelles (X;)icr est uniformément intégrable
si et seulement si elle est bornée dans L' et équicontinue, i.e. pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que

P(A) <n=sup E[|X;|14] <e.
iel
Démonstration. Le point (i) est immédiat en utilisant le théoréeme de convergence
dominée, tandis que pour le point (i7), on utilise les inégalités de Holder puis de Cheby-
shev.
Etablissons le point (77i). On a pour tout A € A et tout a > 0,

E[|Xi|14] < aP(A) +E[|Xi| 1{x;a}]-

Ainsi, en prenant A = €, ceci entraine par intégrabilité uniforme que sup,c; E[|X;]] <
+00. Montrons maintenant 1’équicontinuité. Soit € > 0. On choisit alors a de telle sorte
que sup;c; E[|X5] 1{x,/>a}] < €/2. De I'inégalité ci-dessus, il s’ensuit

sup E[|X;|14] < aP(A) +

i€l

DO | ™

Enfin, le choix de n := ¢/(2a) nous permet d’établir I’équicontinuité.
Réciproquement, posons M := sup,c; E[|X;|] < +oo. Alors pour tout i € I, 'inégalité
de Chebyshev nous dit que

sup P(|X;| > a) < %,

iel a
et par suite, le choix de a assez grand et 1’équicontinuité achevent la démonstration de
I'intégrabilité uniforme. [ ]

Remarque 2.2.8. En particulier, si une variable aléatoire réelle est intégrable, alors
on peut adapter la preuve précédente pour montrer, en utilisant le théoreme de conver-
gence dominée, qu’elle est équicontinue. Ceci se généralise a une famille finie de variables
aléatoires.

A présent, nous sommes en mesure d’établir la caractérisation de la convergence
dans L' des martingales.
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Théoreme 2.2.9. Soit (M,)neny une martingale. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:
(i) il existe une variable aléatoire Z € L' telle que

M,=E[Z|F,), neN.

(19) la suite (M, )nen est uniformément intégrable.
(i14) la suite (M, )nen converge p.s. et dans L' vers une variable My, € L.

Dans ce cas, on a Z = My, et la martingale (M, )nen est dite fermée (par My).

Démonstration. (i) = (ii) : étant donné un entier n, considérons 'ensemble A, =
{|M,| > a}. D’apres les inégalités de Chebyshev puis de Jensen, on a

E || M, E||Z
oy B < SPac B E[Z])
neN a a

Par ailleurs, A,, étant F,-mesurable, I'inégalité de Jensen entraine aussi
B[ M 14,] <E[|Z]14,].

La variable aléatoire Z étant équicontinue car intégrable, pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que pour tout n € N,
P(A,) <n=E|[|Z]14,] <e.

Il suffit enfin de choisir a assez grand de sorte que sup, .y P(A4,) < 7, et on aura alors
E[|M,|14,] < € pour tout n € N, autrement dit 'intégrabilité uniforme.

(i1) = (4i7) : on admet la démonstration de la convergence p.s., qui n'est pas difficile
mais utilise un formalisme assez pénible a introduire. Il s’agit de considérer ce que 'on
appelle le “nombre de montées d'une martingale a travers un intervalle fixé”. Le lecteur
intéressé trouvera une preuve de ce résultat dans n’importe quel ouvrage traitant de la
convergence des martingales. Une fois la convergence p.s. établie, la convergence dans L'
est immédiate par la proposition 2.2.6.

(77i) = (i) : notons que pour tous n,p € N et tout A € F,, la propriété de martingale et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent que

|E [(Moo - MN) 1A]| = |E [(Moo - Mn—i—p) 1A]|
< El[Mex — Myyyp)|]
it

Finalement, on obtient que E [(My, — M,) 14] = 0 pour tout A € F,, donc que M, =
E[Moo | 'Fn] u

Remarque 2.2.10. On en déduit par les théoremes 2.2.3 et 2.2.9 que toute martingale
bornée dans un LP, ou p > 1, est fermée.
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2.3 Martingales a temps continu

A présent, nous allons nous focaliser dans le reste de ce cours sur les processus en temps
continu. En particulier, nous allons généraliser au cadre des martingales a temps continu
toutes les définitions, propriétés et résultats vus dans la partie précédente. Dans la suite
tout processus (X;):;>o sera noté X.

2.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.3.1. Une famille (F;)i>0 de sous-tribus de A est une filtration de l’espace
(2, A, P) si
Fs CF, 0<s<t.

L’espace (Q, A, (Fi)>0,P) est alors appelé un espace de probabilité filtré.
On note Foo := o(F; : t > 0). Si chaque tribu F; contient les ensembles négligeables de
Foo, la filtration est dite complete. Définissons la tribu

Fiy = ﬂ Fiye-

e>0

Alors (Fiy )0 est une nouvelle filtration. On dit que la filtration (Fi)i>o est continue
a droite st Frr = JF¢ pour tout t > 0. Enfin une filtration est dite standard si elle est
compléte et continue a droite.

Remarque 2.3.2. On peut toujours se ramener au cas d’une filtration compléte en rem-
placant F, par F;, = o(F;, N), ot N désigne la classe des ensembles négligeables de
Foo. De plus, remarquons que la filtration (Fiy)i>0 est la plus petite filtration continue a
droite contenant (F;)¢>o. Enfin, si I'on considere la filtration naturelle d’un processus X
a trajectoires continues, i.e. pour tout t > 0, F; := o(Xs : s € [0,¢]), il se peut qu’elle ne
soit pas continue a droite.

Soit B un mouvement brownien, Fy := o(B; : s € [0,t]) et F = o(B; : t > 0).
Si NV désigne la classe des ensembles négligeables de F2 , on définit

Fi = J("T_;tow/\/’)‘

La filtration (F;)¢>o s’appelle la filtration standard du mouvement brownien, et comme
son nom l'indique, c’est une filtration standard car elle est continue a droite (résultat
admis): F,, = JF; pour tout ¢ > 0.

Définition 2.3.3. Un processus X est adapté a une filtration (Fi)i>o0 st X; est Fi-
mesurable pour tout t > 0.

Définition 2.3.4. Considérons un processus M adapté a une filtration (Fi)i>o, €t dont
tous les éléments sont intégrables. On dit que M est, par rapport a (Fi)e>0, une

(i) martingale si E[M; | Fs] = My pour tout 0 < s < t.

(i1) surmartingale si E[M; | Fs] < My pour tout 0 < s < t.

(i13) sous-martingale si E[M; | Fs] > M pour tout 0 < s < t.
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Encore une fois, donnons-nous quelques exemples encore plus sympathiques que dans le
cadre discret. Pour cela, on considere un processus a accroissements indépendants X, i.e.
pour tout 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X, est indépendante de la tribu Fy, ou
(Fi)e>0 est sa filtration naturelle. Le lecteur attentif aura remarqué que cette définition est
légerement différente de celle donnée pour le mouvement brownien au chapitre précédent,
dans la proposition 1.1.11. Il s’avere qu’en fait ces deux définitions coincident lorsque 'on
prend la filtration standard du mouvement brownien.

() Si le processus X est intégrable alors M, := X; — E[X;] est une martingale par
rapport & (F;)>0-

(77) Si X est centré et de carré intégrable, alors méme conclusion pour le processus
M, = X? — E[X?].

(77i) Si X est exponentiellement intégrable d’ordre 6 > 0, alors méme conclusion
pour le processus Mt(e) = X /I [ef%].
En particulier, on voit que le mouvement brownien est une martingale par rapport a sa
filtration standard.

Dans la suite de ce cours, on supposera ’espace de probabilité filtré par une filtra-
tion générique (F;)i>o-

Proposition 2.3.5. Soit M une sous-martingale et soit f : R — R une fonction conveze
croissante. On suppose que f(M;) € L' pour tout t > 0. Alors le processus (f(M;))i>o
est elle-méme une sous-martingale. Si M est une martingale, alors il suffit que f soit
convexe.

2.3.2 Théoreme d’arrét et inégalités maximales de Doob

Comme dans le cadre discret, introduisons a présent la notion de temps d’arrét relative-
ment a une filtration.

Définition 2.3.6. Une variable aléatoire T, pouvant prendre la valeur +o00, est un temps
d’arrét pour la filtration (Fi)i>o Si

{(r<tleF, t>0.
Dans ce cas, on définit la tribu F, des événements antérieurs a T par
Fr={AcA: An{r <t} eF Vt>0}.

Notons que si 7 n’était pas un temps d’arrét, F, ne serait pas une tribu (Q ¢ F,).
De plus, on remarque que la définition de F, est quelque peu différente du cas ou le
temps est discret, ou la notion de continuité a droite n’a pas de sens (comme on 1'a vu
précédemment, on peut utiliser comme définition d’'un temps d’arrét que {r = n} € F,
ou {r < n} € F, pour tout n € N). Dans le cas continu, {7 = t} € F; pour tout t > 0
n’implique pas que 7 est un temps d’arrét pour (F)i>o-

Voici maintenant une liste de propriétés classiques satisfaites par les temps d’arrét,
dont les démonstrations sont laissées au lecteur passionné. En particulier, certains résultats
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nous prouvent a quel point il est agréable de considérer une filtration standard plutot
qu’une filtration quelconque.

Proposition 2.3.7. (i) Si 7(w) = t pour tout w € Q, alors T est un temps d’arrét et
F.=F; (il n’y a donc pas d’ambiguité de notation).

(i1) Le temps d’arrét T est F.-mesurable.

(131) Si 1 < T, alors F, C F,,.

(iv) Les variables min{7, 7o} et max{7y, 2} sont des temps d’arrét et Fuingr, 7} =
Fry N Foy.

(v) Les événements {m < 1o}, {1 < 1} et {m =} sont dans F, N F,,.

(vi) St (Tp)nen est une suite croissante de temps d’arrét, alors T := lim, oo Ty, est
aussi un temps d’arrét (éventuellement infini).

(vii) La variable T est un temps d’arrét pour la filtration (Fiy)io si et seulement
si pour tout t > 0, {1 <t} € F;.

(viii) Si (Fy)e=0 n'est pas continue a droite, il existe des temps d’arrét pour (Fiy )0
qui ne le sont pas pour (F;)i>o-

(iz) Tout temps d’arrét pour (Fii)iso est limite d’une suite décroissante de temps
d’arrét pour (Fi)i>o0-

(x) Si (Fi)iso est continue a droite, alors on peut remplacer {T < t} par {1 < t}
dans la définition de la tribu F..

Soit X un processus adapté a la filtration (Fi)i>o. Etant donné un borélien A, on note le
temps d’entrée dans A par 74 :=inf{t > 0: X; € A}, ou l'on convient que inf () = oc.
(xi) St A est fermé et X a trajectoires continues, alors T4 est un temps d’arrét
pour (Fy)>o0-
(xii) Si A est ouvert et X a trajectoires continues, alors T4 est un temps d’arrét
pour (Fit)t>0-

A partir de maintenant, vu que l'on va sans cesse manipuler des temps d’arrét, la
filtration (F;):>o sera supposée standard.

Théoréme 2.3.8 (Théoreme d’arrét). Soit M une martingale continue et soit T un temps
d’arrét p.s. fini. Alors le processus arrété M™ donné par M] = M, est aussi une
martingale.

De plus, si 0 < 1 sont deux temps d’arrét bornés, alors on a

E[M, | F,] =M, et E[M,]=E[M,]=E[M,).

Remarque 2.3.9. Si 'on suppose que la martingale est uniformément intégrable, alors
on peut s’affranchir de I'hypothese de bornitude sur les temps d’arrét. Cette remarque
est évidemment valable pour le théoreme d’arrét en temps discret.

Démonstration. Les deux points que nous devons vérifier sont I'intégrabilité du processus
MT ainsi que la propriété de martingale, i.e. pour tout 0 < s <,

E [Mt/\T | ]:s] - MS/\’T'



2.3. MARTINGALES A TEMPS CONTINU 47

Pour ce faire, notons pour tout entier n > 1 I’ensemble discret
Su(s,t) :={s+ (t—s)k/2" : k € Z},

qui contient les éléments s et ¢, et désignons par 7, le plus petit élément de S, (s,t)
supérieur ou égal a T, i.e.

7, = inf{u € S,(s,t) :u> 71}

On remarque que S,(s,t) C Sp11(s,t) et que (7,)n>1 est une suite de temps d’arrét qui
tend p.s. vers 7 en décroissant. Ainsi le processus (My)ues, s+ (Tesp. (| Mu])ues, (s,0+)
est une martingale (resp. sous-martingale) a temps discret par rapport a la filtration
discrete (Fy)ues, (s)+, OU Sp(s,t)" désigne I'ensemble des éléments positifs ou nuls de
Sn(s,t). Ainsi, par le théoreme d’arrét 2.1.14, les temps d’arrét ¢ et ¢ A 7, étant dans
S, (s,t) et bornés, on a

E [M; | Firr,) = Mins, (2.3.1)

et par l'inégalité de Jensen, on obtient
E[|Mipr,|] < E[|M]] .

En faisant tendre n vers I'infini, le lemme de Fatou entraine l'intégrabilité du processus
MT. Par ailleurs, comme s,t,7, € S,(s,t)", le théoreme d’arrét 2.1.14 nous dit que

E [Mt/\T" | ]:s] = MS/\’Tn’

Il reste a faire tendre n proprement vers l'infini de chaque coté de 1’égalité. Par continuité
de la martingale, le terme de droite tend p.s. vers M s,. De méme, comme M;,,, tend p.s.
vers My, il nous suffit de montrer, par unicité de la limite, la convergence dans L' pour
établir I'égalité désirée. En adaptant la preuve du début du théoreme 2.2.9, 1’égalité (2.3.1)
entraine 'uniforme intégrabilité de la suite (M, )n>1. Ainsi, par la proposition 2.2.6, la
convergence dans L' est démontrée, ce qui acheéve la démonstration de la premiere partie
du théoreme.

A présent, si T et o sont deux temps d’arrét bornés (disons par k), alors adaptant le méme
raisonnement que précédemment, il existe deux suites décroissantes de temps d’arrét
(Tn)n>1 €t (0n)n>1 convergeant p.s. respectivement vers 7 et o, et telles que p.s., 0, <
T, pour tout entier n > 1 et 7, < kK + 1 pour n assez grand. Alors par le théoreme
d’arrét 2.1.14 appliqué a la restriction de la martingale & ’ensemble (discret) des valeurs
possibles pour un couple (o, 7,),

E [MTn | ‘Fo'n] = Man'
Ceci entraine que pour tout A € F, C F,,

E[14M, ] =E[14M,,]. (2.3.2)
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Par ailleurs, on a aussi pour n assez grand que
M, =E[M.1 | F,,| etque M, =E[Mq|F.].

Ainsi, les suites (M, )n>1 et (M, )n>1 sont uniformément intégrables. Enfin, comme elles
convergent p.s. respectivement vers M, et M., on en déduit par la proposition 2.2.6 la
convergence dans L', et donc on obtient en faisant tendre n — oo dans (2.3.2) I'égalité
désirée:
E[M, | F,] = M,.
|

On vient de voir qu’il fallait travailler un peu afin d’établir le théoreme d’arrét
en temps continu. En revanche, I'adaptation des inégalités maximales de Doob au temps
continu est immédiate, comme on va le voir ci-dessous. Dans la suite, on note pour une
sous-martingale positive son processus supremum

M7 = sup My, T >0.
t€[0,T]

En particulier, une fois que tous les résultats ci-dessous seront démontrés, ils seront
N RE . *
immédiatement valables pour des martingales, en remplacant M7 par sup;e(o 7y | Mi|.

Théoréeme 2.3.10 (Inégalités maximales de Doob). Soit M une sous-martingale positive

continue et ayant tous ses éléments dans LP, ou p > 1. Alors pour tout T > 0 on a

[inégalité suivante :

E [M7]
P

P (M5 > \) < A> 0,

et sip>1, on a aussi

Blosy) < (-2) B,

Démonstration.  Etant donné T > 0, notons pour tout n € N Pensemble S,[0,7] :=
{kT/2" : k =0,1,...,2"}. Alors par continuité du processus M, on a

M7y = lim sup M,.
n—=+00 45,.10,7]
Ainsi, en utilisant les deux inégalités maximales de Doob du théoreme 2.2.1 pour la sous-

martingale positive a temps discret (M);es, [0, puis le lemme de Fatou, on obtient pour
tout A > 0,

P
P(M;;>A)ghmmf1@< sup Mt>)\> gE[MT],

n—-+00 t€8a[0,T] AP
et aussi

E[(M})P] < liminf E

n——+oo

p
sup MY s(L) E(M2].
£€8,[0,T] p—1
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2.3.3 Convergence des martingales

Dans ce paragraphe, nous adaptons au cadre du temps continu les théoremes de conver-
gence des martingales a temps discret.

Théoreme 2.3.11. Soit M une martingale continue bornée dans L?, i.e.

sup E[|M|P] < +o0

>0

pour un p > 1. Alors elle converge p.s. et dans LP vers une variable aléatoire My, € LP.
De plus, la martingale est fermée par My, i.e. My =E[My | F], t > 0.

Démonstration. Démontrons simplement le cas de la convergence LP. Pour tout m € N,
on a

1My = Moo llp < | My = Myl + | My = Mg, ¢ = 0.

Le processus (|My — M,,|P)i>m ¢tant une sous-martingale pour la filtration translatée
(Fim+t)t>0, 00 & pour tout entier n vérifiant n > ¢ > m que

1My — Mipllp < || My — Myl
et donc il vient pour tout m € N:

limsup || M; — Moo”p < ||Mp, — M00||p + sup || M, — Mm”p'
t——+o00 n>m

Enfin, par la version LP du théoreme 2.2.3, la martingale discrete M, converge vers M,

dans LP et on en déduit que les deux termes de droite tendent vers 0 lorsque m tend vers

I'infini. [ ]

Théoreme 2.3.12. Soit M une martingale continue. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) M est fermée par une variable aléatoire Z € L.

(17) M est uniformément intégrable.

(i11) M converge p.s. et dans L' vers une variable My, € L'.

Dans ce cas, on a Z = M.

Démonstration. Les démonstrations de (i) = (i) et (ii7) = (i) sont les mémes que celles
du théoreme 2.2.9 pour les martingales a temps discret.

(i1) = (i17) : Une fois la convergence p.s. démontrée, la convergence dans L' se déduit
de 'uniforme intégrabilité par la proposition 2.2.6, comme dans le cadre discret. Ainsi,
démontrons la convergence p.s. de la martingale. Tout d’abord, définissons la suite
croissante de temps d’arrét

T, :=inf{t > 0:|M;| >n}, neN,

et notons que par le théoreme d’arrét 2.3.8, le processus M™ est une martingale bornée
par n. Ainsi, par le théoreme 2.3.11, elle converge p.s. lorsque ¢t — co. Etant donné que
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I'on a M; = M, lorsque 7, = 00, on en déduit que la martingale M converge p.s. sur
{7, = co}. A présent, on sait que I'uniforme intégrabilité entraine la bornitude dans L'
et donc par l'inégalité maximale de Doob du théoreme 2.3.10, on a pour tout n € N,,

P(r, < o0) = Tlim P(r, <T)
—00
= lim P(M} >n)
T—o0
suprso E[|Mr|]

n

Ainsi, il en résulte que P(N,en {7, < o0}) = 0. Enfin, la martingale M convergeant p.s.
sur Upen{7, = o0}, qui est donc un événement de probabilité 1, on en déduit qu’elle
converge p.s., ce qui acheve la démonstration. [ ]



Chapitre 3

Semimartingales continues

Dans le chapitre précédent, nous avons vu le cas des martingales. Il s’avere que ces
processus font partie d'une classe plus générale de processus stochastiques, appelés semi-
martingales, pour lesquels nous serons en mesure dans le prochain chapitre d’établir une
théorie de l'intégration stochastique. Par définition, une semimartingale continue est la
somme d’une martingale locale et d’un processus a variation bornée, tous deux conti-
nus. Apres avoir défini la notion de martingale locale, nous introduirons la variation
quadratique d'une semimartingale, qui jouera dans cette théorie de I'intégration un role
prépondérant.

3.1 Martingales locales

3.1.1 Définition et premieres propriétés

Par soucis de concision, les martingales (locales) que nous considérerons dans la suite de
ce chapitre seront, sauf mention du contraire, toujours continues et issues de 0.

Définition 3.1.1. Un processus M adapté a la filtration (F;)i>o est une martingale locale
s’il existe une suite croissante (7,)nen de temps d’arrét tendant vers Uinfini et telle que
pour tout n € N, le processus arrété M™ = (Min,, )i>0 est une martingale. On dit alors
que la suite (T,)nen réduit M ou est une suite localisante pour M.

Remarque 3.1.2. Au contraire des martingales classiques, nous n’imposons pas d’hypothese
d’intégrabilité sur les martingales locales.

A présent, établissons quelques propriétés classiques des martingales locales, qui
sont bien utiles en pratique. Les démonstrations sont laissées en exercice.

Proposition 3.1.3. (i) Une martingale est une martingale locale (la suite 1, = n est
localisante).

(17) Si M est une martingale locale, alors pour tout temps d’arrét T, le processus
arrété M7 est aussi une martingale locale (utiliser le théoréme d’arrét).

o1
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(1ii) Si (Tp)nen Téduit une martingale locale et que (0,)nen est une suite de temps
d’arrét tendant vers linfini, alors la suite (7, A Oy)nen est aussi localisante.
(1v) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel.

Dans la suite, nous donnons quelques propriétés supplémentaires des martingales
locales que 1'on utilise fréquemment en pratique.

Proposition 3.1.4. Les propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) Une martingale locale positive M telle que My € L' est une surmartingale.

(it) Une martingale locale bornée ou telle qu’il existe Z € L' telle que pour tout
t >0, | M| < Z, est une martingale (supposer que My € L' pour tout t > 0 ne suffit pas;
en revanche la condition E[sup,c 4 |Ms|] < oo pour tout t > 0 est suffisante, et bien utile
en pratique).

(131) Si M est une martingale locale, alors la suite (T,)nen définie par
Tp = 1nf{t > 0 : | M| > n} est localisante.

(1v) Si une martingale locale est a variation bornée, alors elle est p.s. identique-
ment nulle.

Démonstration. (i) : Soit (7,)nen une suite localisante et soient s < ¢. On a pour tout
n € N,

Ms/\‘rn = E [Mt/\Tn ‘ fs] .

Puisque la martingale locale est positive, on peut appliquer le lemme de Fatou pour les
espérances conditionnelles et on obtient

M, > E[M,|F).

Enfin, en prenant s = 0 puis en passant a l'espérance, on voit que M; € L! pour tout
t > 0. Il s’agit donc bien d'une surmartingale.

(#7) : Méme raisonnement que précédemment, en utilisant cette fois le théoréeme de con-
vergence dominée.

(737) : C’est une conséquence immédiate de (ii).

(1v) : Ce cas est plus délicat. Supposons la martingale locale M & variation bornée. Alors
pour tout ¢ > 0, le processus variation (Var(M,t)):>o est fini et la suite de temps d’arrét
(Tn)nen définis par 7, := inf{t > 0 : Var(M,t) > n} tend vers Uinfini. Il en résulte
par Iitem (ii) de la proposition 3.1.3 que pour tout n € N, le processus arrété M™ est
une martingale locale dont la variation (et donc le processus lui-méme) est bornée par n.
Ainsi, c’est une vraie martingale.

Soit maintenant 0 = t; < t§ < --- <t = { une suite de subdivisions emboitées de
'intervalle [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque k — oo. Alors par la propriété de martin-
gale,

Pk
E[M,] = D E [Mé““" M
=1
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= ZE [ thATn T Mtfil/\'rn)ﬁ +2E [Mtfil/\rn(Mtf/\Tn - Mtffl/\rn)

= ZE[ th AT, Mtf 1/\Tn)2i|

< nkE

' sSup ‘Mtf/\Tn _Mtfil/\rn‘ )
16{1771776}

et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque &k — oo par (uniforme) continuité des
trajectoires du processus et en utilisant le théoreme de convergence dominée (le processus
étant borné par n). On en conclut alors que E [MEATJ = 0 et donc par le lemme de Fatou
quand n — oo que E[M?] = 0. n

3.1.2 Variation quadratique

A présent, intéressons-nous a la notion de variation quadratique.

Théoreme 3.1.5. Soit M wune martingale locale. Alors il existe un unique processus
croissant continu et adapté, appelé la variation quadratique de M et noté ([M, M];)i>o0,
tel que M? — [M, M| soit une martingale locale. De plus, si 0 = th < % < ... < t’;k =t
est une suite de subdivisions emboitées de l'intervalle [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque
k — oo, on a la convergence en probabilité suivante:

(M, M), = hmz e )

k—o0

Par exemple, en utilisant la sémantique nouvellement introduite, on a vu au pre-
mier chapitre que la variation quadratique du mouvement brownien était [B, B]; = t pour
tout ¢ > 0. Notons aussi que la variation quadratique étant un processus croissant, elle
est a variation bornée.

Démonstration. Pour I'unicité, notons que si A et B sont deux processus satisfaisant les
conditions données, alors le processus différence donné par

A= B = (M? = B) - (M7 - Ay),

doit étre a la fois une martingale locale et a variation bornée, comme différence de deux
processus croissants. Ainsi, par la proposition 3.1.4, on a p.s. A; = B; pour tout t > 0.

Pour l'existence, remarquons qu’il suffit de démontrer le résultat pour les martingales
bornées nulles en 0, quitte a réduire la martingale locale par 7, := inf{t > 0 : |M; — M| >
n}, n € N. En effet, supposons Iexistence démontrée pour la martingale bornée M™.
Grace a la partie unicité, il existe un processus croissant continu et adapté [M, M| tel que
[M™ M™] = [M, M]™. De plus, le processus (M?)™ —[M, M|™ étant une martingale par
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construction (& venir), le processus M? — [M, M| est précisément une martingale locale.
Pour la convergence, on a pour tout € > 0,

i—1
i=1 =1

Pk Pk
P (I[M, M)y = (Mg — My )| > 6) < P (I[MT",MT”]t = (M =My P> 6)
+P (7, < 1),
et la premiere quantité tend vers 0 lorsque k£ — oo, tandis que la seconde tend vers 0

quand n — 0o, la suite (7, )nen tendant p.s. vers Uinfini.

Ainsi, supposons la martingale locale M bornée et notons K une borne supérieure. Soit
0=ty <ty <ty <--- une suite strictement croissante tendant vers l'infini (une subdi-
vision de R, ), que 'on va noter A. Pour t > 0, il existe k € N tel que tx <t < tgi1.
Notons alors le processus issu de 0:

k
‘/tA(M) = Z(Mtz - Mt¢—1)2 + (Mt - Mtk)27

i=1
ou juste V2 ¢’il n'y a pas d’ambiguité sur la martingale, le terme supplémentaire en t
nous assurant de la continuité du processus adapté V2. On va montrer que le processus
M? — V2 est une martingale (continue). Soit s <t. Sity < s <t < tp;1, alors

VE—VE = (M= My)? = (M, — M)

= M} — M?—2M, (M, — M,).

En particulier, M étant une martingale, on a

E[VS-VEIR] = E[M|F] - M.
Maintenant, si t,_1 < s < tg, alors

E [‘/;A - V;A | 'FS] = E [(Mtk - Mtk—1)2 | ./_"5} +E [(Mt - Mtk)Q | ]:S}
—E [(Ms - Mtk—1>2 | ]:S}
— B[V | F] - M

Enfin, si s < t;_; alors il existe n < k —1 tel que t,, < s < t,41, et dans ce cas on a apres

calculs que
k
EVA-VAFE] = Y E[(M,~M_)" | F]+E[(M ~M,)" | F]
1=n+1
—E [(M, — M,,)* | 7]
- s | E] -

Ainsi, le processus M? — V2 est bien une martingale (continue), et de plus, on a pour
tous s < ¢,

E[VA-VA|F]=E[M} - M| F]=E[(M—M)|F], (3.1.1)
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identité ne dépendant pas de A, et qui va nous servir dans la suite. Remarquons que le
processus V2 vérifie toutes les propriétés que doit satisfaire le crochet droit [M, M], sauf
la croissance. En effet, comme on va le voir dans la suite, V2 est croissant le long de la
subdivision A mais en aucun cas croissant sur R, .

A présent, fixons ¢ > 0 et soit 0 = th < th < ... < th = t une suite de subdivi-
sions emboitées de U'intervalle [0,¢] de pas tendant vers 0 lorsque k — oo, et telle que
Ur>1(tE)neqo,..ppy soit dense dans [0,¢]. Comme précédemment, pour tout s € [0,¢], il

existe n < py tel que t* < s <% . Notons alors

VE(M) =) (M — My )? + (M, — My)?,

i=1
ou juste V¥ ¢’il n’y a pas d’ambiguité sur la martingale. Pour montrer que

Pk

V;k = Z(Mtf — M )2

i—1
=1

converge dans L2, on va montrer que c’est une suite de Cauchy. Tout d’abord si k < [, le

processus (V! —VF);cp.q est une martingale (issue de 0) par ce qui précede, et en prenant

'espérance dans (3.1.1) appliquée & V! — V* 3 la place de M,

E|(V/ -V} = E( -vY)
< 2E [VI(VH] +2E [VH(VY)],

ot 'on a utilisé I'inégalité (z + y)? < 2(2? + y?). Notons que 1'on a simplement

b
VIV = Y (Vi-Vi )
i=1
P
= D> (Mg — M )
i=1
< VM) sup |Mt§_Mt7{._1|2a

i€{1,....pt}

et donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

B[V < E[(VO0)| E| sup My — My !

. -1
7’6{17"'7pl} ’

Ainsi, comme la martingale M est (uniformément) continue et bornée par K, le théoreme
de convergence dominée entraine que le terme de droite tend vers 0 lorsque [ — oo, et
donc que V}(V!) tend vers 0 dans L?, sous réserve que la suite (V;/(M))en, soit bornée
dans L2, ce que 'on va vérifier un peu plus tard.
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Pour le terme V/(V*), on va le traiter de la maniere suivante. Considérons un point #!_,

et tﬁufl le point le plus proche de ¢, ;| tel que tfmfl <t <t < tfni,1+l' Alors on a

th - thf - (Mtg - Mtfni_ 2= (M — My, )?

l
i—1 1 i—1 mi_q

= (Mt,ll. - Mt,lb.fl) (Mt§ - 2Mt$ni,1 + Mtli—l)’

ce qui entraine alors que

P
VIVF) = Y (VE=VE )
i=1
2
= Z(Mtl. - Mtl._1>2 (M — 2Mt$n_71 + Mtl.)2
i=1
< VHM) sup [My— 2Mt’;n_71 + My

En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on en déduit que V;}(V*) tend vers
0 dans L? lorsque k,[ — 0o, sous réserve encore une fois que la suite (V}!);ey, soit bornée
dans L?, ce que l'on va démontrer & présent:

Y2 2
(V) = <Z(Mtg—Mtg_1)2>
i=1
pi pi pi

= 2> D (My =My )* (Mg =My )"+ (My =My )*
i=1 j=itl i—1
DL Yy P
= 2 S ViV V=V )Y (M - My )
i=1 j=i+1 ! i1
D pi
= 22 =V )0, — Vi) + D (Mg — My '
D D
= 23 (V= Vi DV = Vi) + 3 My = My )"
i=1 i=1

Ainsi, en utilisant (3.1.1) avec s = ¢!, on obtient en passant & 1’espérance que

P ) p
BV = 2 D B[ - v )R -1 A]+ LR[04 - My )]
=1 =1
Py ) pi
= 2) E|(Vi - Vi E[(My - Mp)* | Fy] | + Y B[ (M — by )]
i=1 =1
P ) D
= 2 B[ -V ) (- My + DB [t~ My )]
- =1
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< E|V/ (2 sup |Mt—Mt£]2+ sup |Mté—Mté_1|2>]
i€{l,....p} i€{1,....,p}
< 12K’E[V}]
12 K*E [M]
< 12 K%

ot dans I'avant-derniere ligne on a utilisé le fait que le processus M? — V! étant une
martingale, son espérance est constante et méme nulle car ces deux processus sont issus
de 0. Ainsi, la conclusion est la suivante: pour tout t > 0 fixé, la suite (V}!);en, est de
Cauchy dans L? qui est complet, donc converge vers une variable aléatoire dépendant de
t, que l'on note [M, M];.

A présent, montrons que t — [M, M]; est continue sur R,. Comme V! — V* est une
martingale de carré intégrable, I'inégalité de Doob L? entraine que pour tout t > 0,

E | sup (V{ - V)’

s€[0,¢]

<AE[(V} = V)] — 0.

k,l—oc0

Alors il existe une sous-suite (k,)nen, tendant vers 'infini lorsque n — oo telle que

E | sup (Vrtt — V)2

< 1
s€[0,t] — nt’

et donc on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

STE|sup [VE - V| < oo,
nEN. s€[0,t]
donc que p.s.,
sup |Vt — Vkn| < o0
nEN. s€[0,t]

Ainsi, comme p.s. le critere de Cauchy uniforme est vérifié pour la suite de processus
(V) ,en., la convergence p.s. de la suite de processus (V*),cy, est uniforme sur [0, ]
et donc le processus limite [M, M| est continu sur [0, ¢], pour tout ¢ > 0, donc continu sur
R, .
Ensuite, bien que le processus V* ne soit pas croissant, on a pour tous t& < t* thg < V;’T,in
donc par passage a la limite, [M, M] est croissant sur Ugs1(t%),eq0,..pe) (Supposé dense
dans [0, ¢]), donc sur [0, ¢] par continuité.
Enfin, comme le processus M? — V¥ est une martingale, on a pour tout s < ¢ et tout
A, € Fs,

E [1a, (M7 = V)] =E [La, (M7 = V)],
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et comme VF et V} convergent dans L? respectivement vers [M, M|, et [M, M]; lorsque
k — oo, on peut passer a la limite dans I'identité précédente pour obtenir

E [1a, (M} — [M,M],)] = E [14, (M? - [M, M],)],

ou en d’autres termes, que M? — [M, M| est une martingale. La démonstration du
théoreme 3.1.5 est enfin achevée. |

Remarque 3.1.6. Si 7 est un temps d’arrét, alors par unicité de la variation quadratique,
ona |[M™, M™ =[M,M].

Regardons maintenant comment les propriétés d’une martingale locale sont liées a
celles de sa variation quadratique. Si A est un processus croissant, la variable aléatoire
Ao désigne de maniere évidente la limite croissante de A; lorsque t — oo.

Théoreme 3.1.7. Soit M une martingale locale.

(i) Si c’est une vraie martingale bornée dans L?, alors E[[M, M]s] < oo et le
processus M?* — [M, M] est une martingale uniformément intégrable.

(it) Si E[[M, M]] < 0o, alors M est une vraie martingale bornée dans L*.

(1i1) Le processus M est une vraie martingale de carré intégrable si et seulement
si E[[M, M];] < oo pour tout t > 0. De plus, si ces conditions sont satisfaites, alors le
processus M?* — [M, M| est une martingale.

Démonstration. (i) : Si M est une martingale bornée dans L?, alors par le théoreme 2.3.11,
elle converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire notée M,,. De plus, par I'inégalité
de Doob L2,

E [sup Mf] < 4supE [Mtz] < 00.

£>0 £>0

Pour tout entier n > 1, définissons le temps d’arrét 7, := inf{¢ > 0: [M, M], > n}. Alors
le processus (M™)* — [M, M|™ est une martingale locale. De plus, on a pour tout ¢ > 0
que [M, M|inr, < n et on en déduit que (M™)* — [M, M]™ est dominée par la variable
intégrable sup,-o M7 4+ n. Par conséquent, c’est une vraie martingale et on a

E[[M7M]t/\7'n] = E[MIEQ/\TH]'

En faisant tendre t — oo (et en utilisant les théoremes de convergence monotone et
dominée pour les membres de gauche et de droite, respectivement) on trouve

E [[M7 M]Tn] = E [an} ’
et enfin en faisant tendre n — oo on trouve, avec les deux mémes arguments, que
E[[M,M]] = E[MZ2Z] < cc.

Enfin, la martingale locale M?—[M, M| étant dominée par la variable intégrable sup,, M7+
[M, M., il s’agit donc d’une vraie martingale (uniformément intégrable).
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(77) : On suppose maintenant que E [[M, M].] < co. Notons la suite de temps d’arrét
T, := inf{t > 0 : |M;| > n} de sorte que pour tout t > 0, |[M,,| < n. Ainsi, la
martingale locale M™ est en fait une vraie martingale. Par ailleurs, la martingale locale
(M™)% —[M, M|™ étant dominée par la variable intégrable n? + [M, M., c¢’est aussi une
vraie martingale uniformément intégrable, et on a pour tout ¢t > 0,

E M) = E[M, Mps,]
< E[[M, M]],

quantité qui est supposée finie. Ainsi, la famille (Mja., )nen est bornée dans L? donc
uniformément intégrable. En passant & la limite L' quand n — oo dans 1'égalité

IE[]\4t/\’rn | fs] - MS/\TnJ s & [07t]7

on en déduit que M est une vraie martingale, qui est bornée dans L? par le lemme de
Fatou.

(ii7) : D’apres (i) et (ii), M est une vraie martingale bornée dans L? si et seulement si
E[[M, M]s] < co. Il en résulte que pour tout a > 0, M® est une vraie martingale bornée
dans L? si et seulement si E[[M, M],] < oco. Enfin, si ces conditions sont remplies, (7)
montre que (M®)? — [M, M]* est une vraie martingale. n

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 3.1.8. Une martingale locale admet p.s. une variation quadratique nulle si et
seulement si elle est elle-méme p.s. identiquement égale a 0.

3.1.3 Crochet droit de deux martingales locales

Par polarisation, nous sommes en mesure d’introduire le crochet droit de deux martingales
locales a partir de la variation quadratique de leur somme.

Définition 3.1.9. Le crochet droit de deur martingales locales M et N est défini par
1
[M7N]t25([M+N7M+N]t_[M7M]t_[N7N]t)a t>0.

Donnons quelques propriétés du crochet droit, dont les démonstrations sont immédiates
d’apres ce qui précede.

Proposition 3.1.10. On a les propriétés suivantes:

(1) : Le processus [M, N| est l'unique processus adapté d variation bornée tel que
MN — [M, N]| soit une martingale locale.

(17) : L’application (M, N) — [M, N] est bilinéaire symétrique.

(i) : Si 0 =tf <t} <--- <tF =t est une suite de subdivisions emboitées de
Uintervalle [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque k — 0o, on a la convergence en probabilité
sutvante:

Pk

(M, Ny = lim ) (My = My ) (Nyg = Nig_,)-
—00
=1
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(iv) : Pour tout temps d’arrét 7, [M7,N7| = [M",N| = [M,N7| = [M,N]".
(v) : Si M et N sont deuz vraies martingales bornées dans L?, alors le processus
MN — [M, N] est une vraie martingale uniformément intégrable.

Enfin, avant d’introduire les semimartingales, donnons un résultat important,
connu sous le nom d’inégalité de Kunita-Watanabe. Tout d’abord, si A est un processus
continu a variation bornée, alors I'intégrale par rapport a ce processus existe au sens de
Stieltjes. De plus, le processus variation (Var(A,t)):>o est bien défini, croissant et méme
continu. Ainsi, comme il est a variation bornée, intégrer au sens de Stieltjes par rapport
a ce processus variation a bien un sens. Pour simplifier I’écriture, on notera dans la suite
de ce cours la mesure associée

dVar(A,t) = |dAy.

Notons alors que 1’'on a

t
/dA
0

On considere dans la suite le cas ou A = [M, N] avec M et N deux martingales locales.

t t
s| = |Ar — Ao| < Var(A,t) = / dVar(A,s) = / |dAs|.
0 0

Proposition 3.1.11 (Inégalité de Kunita-Watanabe). Soient M et N deuz martingales
locales et soient H et K deux processus. Alors

\// HQdMM\// K2 d[N, NJ;.

Démonstration. Soient 0 < s < t et soit s = t5 < --- = t une subdivision
de lintervalle [s,¢]. En utilisant la définition du crochet dr01t ainsi que l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

| i v
0

Z‘MN MN]tk—l‘ < Z\/MM MM]tk—l\/[N7N]tk_[N’N]tk—1

< Z[M7M]tk_[M7M]tk71 Z[NJN]tk_[N7N]

= \/[MaM]t - [MvM]s \/[N>N]t - [N7 N]sa

tk—1

d’ou 'on obtient que

/wmmmwmm—mmwww—wm

Par un argument de classe monotone, on peut généraliser cette inégalité a toute partie
borélienne bornée A de R,

/Ald[MyN]ul < \//Ad[M,M]u\//Ad[N,N]u.
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Ensuite, si h =) . a;14, et k=) ; Bjlp; sont deux fonctions étagées positives, ou les A;
sont disjoints, tout comme les Bj, on a par 'inégalité précédente ainsi que par Cauchy-
Schwarz,

[ wowe) gt = Saus [ jdar
\/Z /Amu d[M, M], \/252 s d[N,N]u

\// h(t)Qd[M,M]t\// k(t)? d[N, N1,

et donc l'inégalité est vérifiée pour les fonctions étagées positives. Enfin, en utilisant le
fait que toute fonction mesurable positive peut étre approchée (simplement) par une suite
croissante de fonctions étagées positives, on obtient 'inégalité de Kunita-Watanabe en
toute généralité. [ ]

IN

IN

3.2 Semimartingales continues

A présent, introduisons la classe des semimartingales continues.

Définition 3.2.1. Un processus X est une semimartingale continue s’il s’écrit sous la
forme
Xt:X0+Mt+At, LLZO,

ot M est une martingale locale et A un processus (continu) adapté et a variation bornée,
tous deux partant de 0.

Remarquons que cette décomposition est unique a cause du théoreme 3.1.5. Si Y
est une autre semimartingale continue de décomposition Y; = Yy + N; + B;, on pose par
définition

[X,Y]t = [M, N]ty t Z 0.

Proposition 3.2.2. Si0=tf <tf <--- <th =t est une suite de subdivisions emboitées
de lintervalle [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque k — oo, on a la convergence en probabilité
sutvante:

[XYt—hmZ i — Xk (Y;QF_Y;H? ).

k—o0 i—1

Démonstration. Traitons seulement le cas X =Y pour simplifier. On a

Pk Pk

D (X —Xp )P = D (My = My ) +Z o= Ap )

i=1 =1
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Pk
+2 ) (My = My )(Ay — Ay ).
=1

Or on sait déja par le théoreme 3.1.5 qu’en probabilité,

Pk
klggo (Mtf_Mtitl)Q = [MaM]t = [XaX]t
i=1
D’autre part, on a
Pk
D (Ap—Ap ) < Var(At) sup  |Ag — Ag |,
= o i€{lypr} ol

qui tend p.s. vers 0 lorsque k& — oo par (uniforme) continuité du processus A sur [0, t].
Enfin, le méme raisonnement montre que

Pk
D (Ap— Ap )My — My )| < Var(At) sup  |[My— My |,
— @ i—1 A i—1 ie{l 7777 pk;} T 1—1

qui tend p.s. vers 0 lorsque k — oo par (uniforme) continuité de M sur [0,¢]. Ainsi,
comme la convergence p.s entraine la convergence en probabilité, et que I'on a aussi pour
toutes variables aléatoires X,Y, Z et tout € > 0,

P(IX +Y + Z| > ¢) <P(X]| > £/3) + P([Y] > £/3) + P(|Z| > £/3),

la preuve est achevée. [ ]



Chapitre 4

Intégration stochastique

Ce chapitre constitue I'objet central d’un cours de calcul stochastique. Le calcul d’Ito est
considéré comme 'un des themes les plus importants de la théorie des probabilités, et per-
met par exemple de construire de maniere systématique de nouvelles martingales a partir
de martingales originelles, exactement comme dans le cadre discret de la transformation
prévisible vue au chapitre 2. Le but principal est de donner un sens a l'intégrale

t
T,(H) = / HodM, t>0, (4.0.1)
0

ou M est une martingale continue et H un processus adapté, tous deux satisfaisant de
“bonnes” propriétés d’intégrabilité. Etant donné que (M;)i>o n’est pas a variation bornée,
cette intégrale ne peut étre définie dans le sens classique de l'intégration a la Stieltjes.
L’idée premiere est assez naturelle: il s’agit de définir cette intégrale sur une classe de
processus simples pour lesquels nous sommes capables de faire des calculs, et de I’étendre
a une classe plus générale par un argument de densité-continuité. En revanche, si 'on
souhaite voir (Z;(H));>o comme un processus, alors il va falloir (se préparer a) travailler
davantage.

4.1 Construction de l’intégrale stochastique

4.1.1 Définition de P’intégrale stochastique

Afin de donner un sens a l'identité (4.0.1), introduisons quelques notations. Notons B
la tribu borélienne de R, et M? l'espace des martingales continues bornées dans L? et
nulles en 0. On le munit du produit scalaire suivant:

< X)Y >pp=E[X Y| =E[[X,Y]s],

de sorte qu'il devienne un espace de Hilbert (démonstration non triviale). On considere
dans la suite une martingale M € M?, et pour tout ¢ > 0, on note F; x B la tribu
engendrée par les produits A x B, ou A € F; et B € B.

63
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Définition 4.1.1. On définit ’espace de Hilbert H*(M) comme ['ensemble des processus
H adaptés a la filtration (Fi)so et dans L*(dP x d[M, M]), i.e

e = 2| [ f2 a0, 00)] <o
0

Par ailleurs, on note H3(M) le sous-espace de H*(M) formé des processus simples, c’est-
a-dire des processus H de la forme

Zak 1(tk,tk+1 (t) t Z 0,

k>0

ot aj, est une v.a. bornée et Fy, -mesurable, et 0 =ty <t; <--- <1, <--- est une suite
croissant vers linfini.

On remarque que le processus [M, M] étant croissant (donc a variation bornée),
I'intégrale par rapport a ce processus est simplement celle de Stieltjes. L’intérét d’introduire
les processus simples réside dans le résultat suivant.

Lemme 4.1.2. Le sous-espace H3(M) est dense dans H*(M).

Démonstration.  Par le théoreme du supplémentaire orthogonal d'un fermé dans un
espace de Hilbert, il suffit de montrer que si H € H?*(M) est orthogonal a H2(M), alors
ce processus est nul. Supposons donc H € H?*(M) orthogonal & H3(M), i.e.

E [/Ooo H,K,d[M, M]t] =0, K eHIM).

Etant donnés 0 < s < t, soient F' une variable aléatoire F -mesurable bornée et L &
H3(M) le processus défini par L, = F1(s4(u). On a alors

0 =< H,L > U H,L,d[M, M]} {F/:Hud[M,M]ul.

Posons pour tout ¢t > 0,
t
X, = / H, d[M, M,
0

qui est p.s. absolument convergente et méme bornée dans L' (par Iinégalité de Cauchy-
Schwarz et le fait que H € H*(M) et M € M?). De plus, I'identité précédente montre
que pour tout s < t et toute variable aléatoire F-mesurable bornée F,

E[F(X, - X,)] = 0.

En d’autres termes, le processus X est une martingale continue. D’autre part, puisque X
est défini comme une intégrale par rapport au processus croissant [M, M], c’est aussi un
processus a variation bornée. Il en résulte par la proposition 3.1.4 que p.s. ce processus

est nul, et donc que p.s.,
H=0, dM,M] p.p.,

i.e. H=0 dans H*(M). ]
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Ainsi, en définissant l'intégrale stochastique sur ’espace des processus simples
H2(M), on peut espérer 1'étendre par densité aux processus dans H?(M).
Notons a présent qu’il est tout a fait logique de demander a ce que 'intégrale stochastique
satisfasse, pour tout 0 < a < b,

b
/ dMs:Mb_Maa

et la linéarité nous force alors a définir 'intégrale stochastique de la maniere suivante.
Définition 4.1.3. On définit sur l'espace H3(M) lintégrale stochastique T comme suit:

T @ HAM) — L2
H — Z(H) = Zkzoak<Mtk+1_Mtk)'

Le fait que espace d’arrivée est L? se déduit des calculs suivants: si H € H2(M),

E [I(H>2] = Z E [akal (Mtk+1 - Mtk)(Mtz+1 - Mtl):|

k,1>0
- ZE [az (Mtk+1 - Mtk)2]
k>0
+2 ZE [E [akal (Mtk+1 - Mtk)(MtH—l — My,) | "rtzH
k<l
= S E[a} (1M, M,,,, — [M, M],)]
k>0
+2 ZE [akal (Mtk+1 — My, )E [Mt“rl — My | El“
k<l
= S E[a} (1M My, — [M, M],)]
k>0
_ & [ | mzan M]t]
0
= [[H 00,

quantité qui est supposée finie. Ci-dessus, on a utilisé la 3 -mesurabilité de apa; (M, ,, —
M,,) pour k < I, ainsi que le fait que le processus M? — [M, M] est une martingale.
Plus important encore, on voit que I’on a obtenu 'isométrie suivante, connue sous le nom
d’isométrie d’Ito.

Lemme 4.1.4 (Isométrie d'Tt6 sur H2(M)). Pour tout processus simple H € HZ(M),
IZCE)| 2 = 1 H ll3¢2aa)-

On en déduit que l'intégrale stochastique Z est un opérateur linéaire continu de
H3(M) vers L?. En particulier, Z transforme les suites de Cauchy de H3(M) en suites de
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Cauchy de L2, ce qui va nous permettre d’étendre 'intégrale stochastique aux éléments de
H2(M). Regardons ceci plus en détail. Etant donné un processus H € H?*(M), il existe
une suite de processus simples (H"),eny C HZ(M) telle que

n—o0

L’idée est donc de définir 'intégrale stochastique Z(H) comme la limite dans L? de Z(H™).
Cependant, cet objet est-il bien défini, i.e. la suite (Z(H"))nen converge-t-elle et si oui,
la limite est-elle définie de maniere unique ? Enoncons le théoreme suivant.

Théoréme 4.1.5. Soit H € H*(M). Alors lintégrale stochastique Z(H) déterminée par

I(H) = L* — lim Z(H"),
n—oo
ot (H™)pen C HE(M) est une suite de processus simples convergeant vers H dans H*(M),
est bien définie. On la note

I(H) = / Ht th
0
De plus, on a l'isométrie d’Ito:

IZCH) 22 = [|H 1322 an)-

Démonstration. Démontrons tout d’abord le premier point. Si H € H?(M) alors il existe
une suite de processus simples (H™),en C Hg(M) qui converge vers H dans H*(M). En
particulier, elle est de Cauchy et par l'isométrie d’'Tto6 sur HZ(M), on en déduit que
(Z(H™))nen est aussi une suite de Cauchy dans L? qui est complet, donc convergente.
De plus, si (K")n,en C Ha(M) est une autre suite de processus convergeant vers H dans
H2(M), l'inégalité triangulaire entraine que

n—r00

et par l'isométrie d’Itd sur H2(M), on obtient que
lim ||Z(H") — Z(K")||12 = 0.
n—oo

Enfin, l'inégalité triangulaire nous permet de démontrer que les deux limites sont en
fait les mémes. Ainsi, I'intégrale stochastique Z(H) est bien définie pour tout processus
appartenant & I'espace H?(M).

A présent, I'isométrie d’Itd sur H2(M) se démontre immédiatement: si (H™),en C H2(M)
converge vers H dans H?(M), alors par 'isométrie d’Ito sur H2(M),

IZCH™) 22 = [1H"{3¢2(an)-

Enfin, les deux cotés de cette égalité admettant une limite par 'inégalité triangulaire, on
obtient 'identité désirée en faisant tendre n vers l'infini. [ ]
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4.1.2 L’intégrale stochastique vue comme une martingale

Ainsi, l'intégrale stochastique Z est un opérateur linéaire continu de H?(M) vers L2.
A présent, il est légitime de se demander si en faisant varier la borne supérieure dans
I'intégrale, on obtient alors un processus. L’idée est de faire apparaitre un processus
(déterministe) de troncation m' € H?*(M) défini pour tout ¢ > 0 par

mi(w) = Log(s), s2>0,

et tel que m'H € H?(M). Dans ce cas, il est raisonnable de penser que I'élément X donné
par
X, =Z(m'H), t>0,

est bien un processus. Cependant I'intégrale stochastique Z(m'H) est seulement définie
comme un élément de L?, donc peut étre spécifiée arbitrairement sur tout ensemble
négligeable A; € F;. Autrement dit, la définition de Z(m'H) est ambigué sur les en-
sembles négligeables de F;. Si nous ne devions considérer qu'un nombre dénombrable de
tels ensembles A;, cette ambiguité ne poserait pas de probleme car I'union dénombrable
d’ensembles négligeables est encore négligeable. Malheureusement, I'intervalle R, n’étant
pas dénombrable, I'union de tels ensembles A; sur R, peut étre ) tout entier. Afe aie
ale !! Il s’avere qu’en fait ce probleme admet une solution qui devrait rassurer le lecteur
inquiet.

Théoréme 4.1.6. Pour tout processus H € H*(M), il existe une martingale X € M?
telle que
P(X, = I(m'H) Vt>0)=1.
On note alors .
X, = / HydM,, t>0.
0

Démonstration. Etant donné un processus H € H2(M), il existe une suite (H") ey C
H3(M) telle que ||H — H"||32(a) — 0. On définit alors la suite de processus (X™),en C L?
comme X[ := Z(m'H™), t > 0. Notons que cette suite de processus adaptés admet la

représentation explicite suivante: pour tout t € (¢}, ],

k—1
Xy =ay (My — M) + Z ai (Mg, — M),

=0
ou les a;' sont Fyn-mesurables. On vérifie sans peine que pour tout n € N, X" est une
martingale continue et bornée dans L?: X" € M?2. En particulier, elle admet une limite
X" € L? lorsque t — oo. De surcroit, comme m'H, — H, dans H*(M) lorsque ¢t — oo,
on a que X — Z(H,) dans L? et par unicité de la limite, on obtient que X" = Z(H,,).
Ainsi, quels que soient m,n € N, par 'inégalité maximale de Doob appliquée a la sous-
martingale | X" — X™|, on a pour tout € > 0,

ElIX" _Xm2
P(sup|Xt”—Xtm| >€> < X5 5 ]
>0 €
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E(|Z(H") — Z(H™)P]
52
1™ — H™ (3201

2

I

par l'isométrie d’Itd. La suite (H"),en étant de Cauchy dans H?*(M), on a que ||[H" —
Hm||H2(M) — 0 lorsque m,n — oo, et donc il existe une sous-suite (ny)reny tendant vers
I'infini telle que pour tout k € N,

1

|| H"™ 4 — anngt?(M) < pE

D’oll en prenant € = 27, on obtient que

1

n n 1
P (SUP | X5 = X > ﬁ) < ok’

>0

qui est sommable: par le lemme de Borel-Cantelli, pour tout w en dehors d’un ensemble
négligeable, il existe N = N(w) € N tel que pour tout k > N,

1
n
sup X[ X4 <
>0
donc que
g sup | X[ — X[*| < oo.
ken 20

Ainsi, p.s. la suite (X;")ren est une suite de Cauchy uniformément sur R, donc elle
converge p.s. uniformément sur R, vers un processus adapté X qui est alors continu.
Comme pour tout ¢ > 0, m*H,, — m'H dans H*(M), I'isométrie d’Tt6 entraine que X[ —
Z(m'H) dans L? et par unicité de la limite, on a pour tout ¢t > 0, P(X; = Z(m'H)) = 1.
L’union dénombrable d’ensembles négligeables restant négligeable, on a

P(X,=Z(m'H) Vte€[0,00)NQ) =1,
et par continuité du processus X,
P(X; =Z(m'H) Vte[0,00))=1.

De plus, le processus X vérifie bien la propriété de martingale. En effet, comme X" la
vérifie pour tout k£ € N, alors en combinant les convergences p.s. et L?, on peut passer
la limite en k de chaque coté de 1'égalité

E (X" | Fs] = XI*.
Enfin, si 'on applique I'isométrie d’Ito, on a pour tout ¢t > 0,

E[X7] = E[Z(n'H)]
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_E [ [z, M]s}
0

- E [/Otﬂfd[M,M]s}

< HBewn-

Ainsi, la martingale continue X est bornée dans L?: elle est donc dans M?, ce qui termine
la démonstration. m

Remarquons que 1'on peut relier la norme dans M? de l'intégrale stochastique X
a celle dans H?(M) du processus intégré H de la maniere suivante:

X1 =B (XS] =E [Z(H)*] = [1H 5z

On a donc obtenu une interprétation trajectorielle de I'intégrale stochastique, au sens ou
c’est une martingale continue de carré intégrable. Sa valeur en 0 étant nulle, on a que

t
EU HdeS]zo, t>0.
0

Regardons ce que I'on obtient dans le cas brownien. On dit que le processus B est un
mouvement brownien relativement a la filtration (F;)¢>o si ¢’est un mouvement brownien
adapté et a accroissements indépendants par rapport a cette filtration. Rappelons que
B ¢ M? mais en revanche BT € M? ou T > 0 est un horizon déterministe fixé. Ainsi,
quitte a réduire la martingale par T, la théorie de l'intégrale stochastique est valable
aussi sur [0, 7] en lieu et place de R,. En considérant I'espace M?[0, T] des martingales
continues de carré intégrable sur [0, T] et H?(B,T) I'espace H?(BT), on obtient que pour
tout processus H € H*(B,T),

)

4.1.3 Variation quadratique de l’intégrale stochastique

t
E :]E[/Hfds], 0<t<T.
0

Regardons a présent comment se comporte l'intégrale stochastique par rapport a la vari-
ation quadratique.

Proposition 4.1.7. Soit N € M?. Alors pour tout H € H*(M), on a l'identité suivante:

- t
[/ HSdMS,N} :/ H,d[M,N],, t>0, (4.1.1)
0 t 0

ou lintégrale de droite est une intégrale de Stieltjes. En particulier, si N est elle-méme
une intégrale stochastique, i.e. N := [, K dMg ou M € M? et K € H*(M), alors

. . t
[/ HdeS,/ stMs} :/ H,K,d[M,M],, t>0.
0 0 t 0
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Démonstration. Tout d’abord, en utilisant la linéarité de [-, N], la relation est clairement
vérifiée pour les processus simples H € Hz(M): pour tout ¢ > 0,

U o, dMS,N] - [§ “ar (Mg, on — My ) ,N]
0 t
t

k>0

- Z ay, ([Mtkﬂ/\" N}t B [Mt’“/\" N]t)

k>0

_ Zak ([M, N]tk+1/\t —[M, N]tk/\t>

k>0

t
_ / H. d[M, N]..
0

Il reste & étendre cette égalité & 'espace H?(M). Soit H € H*(M) et (H™)pen C HE(M)
une suite de processus simples convergeant vers H dans H?(M). Notons X (resp. X")
'intégrale stochastique de H (resp. H™) par rapport a M. Soit t > 0. En utilisant 1’égalité
précédente pour la suite (H"),eny puis les inégalités de Kunita-Watanabe et Cauchy-
Schwarz, on a

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, d’ou ’égalité désirée. [ ]

IN

E H[X,N]t — /OtHS d[M, N,

E[X - X", N],[| + E { [z aa v,

< X = Xz (1IN + [[H™ = Hl32 ) [N 22

= 2||H" — H[32n) ||V || pe2,

Il est facile de voir que identité (4.1.1) caractérise I'intégrale stochastique, pro-
priété qui va nous étre utile par la suite. En effet, si X € M? vérifie aussi la méme
identité, alors on a pour tout N € M?2,

U HSdMS—X,N] =0,
0

et en prenant N := [j H,dM,; — X € M?, on trouve que X = [ H,dM,. Par ailleurs, en
prenant ’espérance dans la seconde identité de la proposition précédente, on obtient que

([ ) (f ) [ ]

égalité généralisant I'isométrie d’It6. Avant d’étendre dans le paragraphe suivant la con-
struction de l'intégrale stochastique sur son vrai domaine, qui est un espace plus grand
que H?*(M), observons comment elle se comporte lorsque I'on introduit un temps d’arrét.

Proposition 4.1.8. Si 7 est un temps d’arrét, alors on a pour tout H € H*(M),

t tAT t
/ Hlgoery dM, = / H,dM, = / H,dM,,, t>0.
0 0 0
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Démonstration. FEn utilisant les propriétés du crochet vues a la proposition 3.1.10 ainsi
que (4.1.1), on a pour tout t > 0,

AT . tAT t

{/ H, dMS,N] = {/ H, dMS,N] :/ Hgd[M, N :/ Hlgsry d[M, N,
0 t 0 tAT 0 0

ce qui montre que la martingale arrétée fdAT H, dM, vérifie la propriété caractéristique

(4.1.1) de l'intégrale stochastique fo H 157y dM,. On obtient ainsi la premiere égalité

désirée.

La preuve de la seconde est analogue en écrivant que pour tout ¢t > 0,

. t t t
|:/ Hs dMsATa N:| = / Hs d[M-/\Ta N]s = / Hs d[M, N]S/\’T = / Hsl{s<‘r} d[M7 N]s
0 t 0 0 0

Grace au résultat précédent, nous pourrions des maintenant définir l'intégrale
stochastique par rapport a une martingale locale M, et ce pour des processus adaptés
H vérifiant

E U H2d[M, M),| < oo.
0

Nous ne le ferons pas car ce qui va suivre est beaucoup plus général et englobe cette
extension.

4.2 Localisation

A présent, si on se donne une fonction continue f de R dans R, alors une théorie con-
sistante de l'intégration stochastique devrait donner un sens a l'intégrale fOT f(My) dM;.
Cependant, elle n’a été définie jusqu’a présent que pour des processus H = f(M) qui ap-
partiennent a I'espace H2(M). Or si par exemple M = B le mouvement brownien, alors
en prenant une fonction continue f tendant tres rapidement a 'infini, comme f(z) = e‘”4,
on voit que le processus f(B) ¢ H2(B,T), ce qui est un peu génant. Etant donnée M
une martingale locale issue de 0, notons aussi H?(M) I'espace des processus adaptés H
tels que

E U H}d[M, M];| < oo,
0

et soit HZ (M) D H*(M) I'espace des processus adaptés H tels que pour tout ¢ > 0, on
ait p.s.,

t
/ H2d[M, M], < .
0

) 2
L’espace Hj..

stochastique.

(M) est en fait le bon espace a considérer dans la construction de I'intégrale
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Théoréme 4.2.1. Pour tout H € HE (M), il existe une unique martingale locale issue

de 0, notée fo H, dM,, telle que pour toute martingale locale N issue de 0,

. t
U HSdMs,N} :/ H,d[M,N],, t>0,
0 t 0

De plus, les égalités de la proposition 4.1.8 sont aussi vérifiées. Enfin, si M € M? et H €
H2(M), alors cette définition étend celle de l'intégrale stochastique vue précédemment.

Démonstration. Considérons

t
- inf{tZOZ[M,M]mL/ H dM, M), Zn} & [0,00],
0

de sorte que (7,,)neny est une suite de temps d’arrét tendant en croissant vers l'infini.
Puisque 1’'on a pour tout ¢ > 0

tATh S n,

[M™, M™], = [M, M]

la martingale locale arrétée M™ appartient & M? et de plus,
/ HXd[M™, M™], :/ HZd[M, M), :/ HZd[M, M), < n,
0 0 0

donc H € H?*(M™): on peut alors définir pour tout n € N Dintégrale stochastique
fd Hy dM,p., au sens classique. Ainsi, en utilisant la propriété caractéristique (4.1.1), on
vérifie facilement que si m > n, alors

t tATn
/ H, dMS/\Tn = H, dMS/\’Tm7 t > 0.
0 0

Cela montre qu’il existe un unique processus, noté fo H,dM;,, tel que pour tout n € N,

tATh t
/ HdeS:/ H,dM,,, , t>0.
0 0

Puisque les processus fO'AT" H, dM, sont dans M?, [ H,dM, est une martingale locale.
A présent, soient N une martingale locale issue de 0 et 7/ := inf{t > 0 : |[N,| > n} et
enfin 7,, :== 7,, A 7),. Alors pour tout t > 0,

. r pATn
{ / H,dM,, N} = / H,dM,, NT"}
0 tAT, L/0 t

r '/\Tn
- H,dM,,., NT"}

LSO t

— / H, dMS,\Tn,NTnl
LJO

t
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t
= / Hyd[M™ N™|,
0

t
= / Hs d[M, N]s/\Tn
0

tAT),
= / Hgd[M, N,
0
d’ou I’égalité
. ¢
[/ HdeS,N} —/ Hyd[M,Nls, t>0.
0 t 0
De plus, les égalités de la proposition 4.1.8 sont obtenues dans ce cadre par les mémes

arguments que dans la démonstration de la Proposition 4.1.8 (ces arguments utilisent
seulement la propriété caractéristique (4.1.1) que l'on vient d’étendre).

Enfin, si M € M? et H € H*(M), Végalité | [ HydM,, [, HydM,| = [, H2d[M,M],
entraine d’abord que fo H,dM, € M? et ensuite la propriété caractéristique (4.1.1)
montre que les définitions des théoremes 4.1.5 et 4.2.1 coincident. [ ]

Remarquons que si M est une martingale locale issue de 0 et H € H?(M), alors en
appliquant le théoreme 3.1.7 a I'intégrale stochastique fo H,dMs,, on a pour tout t > 0,

]E[/OtHSdMS}:O, E (/OtHSdMS)Z :E[/OtHfd[M,M]s].

4.3 Extension de l’intégrale stochastique aux semi-

martingales continues

Nous allons maintenant étendre 'intégrale stochastique aux semimartingales continues.
On dit qu’un processus adapté H est localement borné si p.s,

sup |Hg| < oo, t>0.

s€[0,t]
En particulier, tout processus continu adapté est localement borné. De plus, si H est
localement borné, alors pour tout processus A continu a variation bornée, on a p.s.

t
/ \H,||dA,| < 00, >0,
0

et fo H,dA, est un processus continu a variation bornée.

De méme, si M est une martingale locale issue de 0, alors H € H2_(M).

Définition 4.3.1. Soit X = X+ M + A une semimartingale continue et H un processus
adapté localement borné. L’intégrale stochastique fo H,dX, est alors définie comme la
semimartingale continue suivante:

t t t
/HSdXS ::/Hdeer/ H,dA,, t>0.
0 0 0
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Proposition 4.3.2. Soit X une semimartingale continue, et soit H un processus adapté
localement borné.

(1) Lapplication (H, X) — [/ HydX, est bilinéaire.

(1) Les égalités de la proposition 4.1.8 (faisant intervenir un temps d’arrét) restent
vérifices en remplacant M par X.

Pour finir ce paragraphe, énonc¢ons un lemme important qui va nous servir dans la
suite. Remarquons que ce résultat ne nécessite pas de démonstration des que H € H?*(M),
car dans ce cas il s’agit de la construction initiale de I'intégrale stochastique comme limite
L?* de lintégrale stochastique sur H2(M).

Lemme 4.3.3. Soit X une semimartingale continue et H un processus continu adapté.
Alors pour tout t > 0, toute suite de subdivisions emboitées 0 = t5 < 1} < --- <ty =1
de lintervalle [0,t], de pas tendant vers 0 lorsque n — 0o, on a

Pn t
lim §th@1(th—th1):/ H, dX,,
n—00 v H v

i=1 0

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. Notons que pour un processus continu a variation bornée A, on a p.s.

Pn t
lim Y Hyp | (Ap — Ay ) = / H,dA,,
n—oo 1— 7 1—1

i=1 0

donc il suffit simplement de traiter la partie martingale locale apres avoir remarqué que
pour tout € > 0,
P(X+Y|>e) <P(X|>¢/2)+P(|Y] >¢/2).

Ainsi, supposons sans perte de généralité que X = M est une martingale locale issue de
0. Pour chaque n € N,, définissons le processus adapté H™ par

Pn
H =3 Hy T i)
i=1

On observe tout d’abord que H} — H, p.s. lorsque n — oo. De plus, ce processus
ressemble & un élément de H2(M), mais n’a aucune raison d’y appartenir car Hypn | nlest
pas forcément borné. On veut donc montrer que quel que soit € > 0,

"

Etant donné un parametre p € N, posons

t
/ (H" — H,) dM,
0

n—oo

>5> — 0.

7, = inf{s > 0 : |H,| + [M, M], > p},
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qui est une suite croissante de temps d’arrét tendant p.s. vers 'infini. Remarquons que
les processus H™, (H™)™ sont bornés par p, tout comme [M, M|™ donc dans H*(M™).
Ainsi, pour tout p fixé,

( /Ot<H:—Hs>dM;p)2] = & [ [ mp o]

E

_E /0 t(Hf—HS)2d[M,M]SATp}

tATp
_ & / (HQ_HS)M[M,M]S],
0

et par convergence dominée ce dernier terme tend vers 0 lorsque n — oo. Ainsi, en
utilisant la proposition 4.1.8, on obtient que

tATp tATp

L? — lim H"dM, = H, dM,.

Enfin, on acheve la preuve en remarquant, via 1'inégalité de Chebyshev, que pour tout

e >0,
tATp
IP’( >g) = IP’(/ (H" — H,) dM,
0
HP’(

tATp
p(|[ o
0

t
/ (H" — H,) dM,
0

>5;Tp>t>

¢
/ (HY — Hg) dM| > g;71, < t)
0

IN

>5> +P(r, <t)

1 tATp 2
< se|([Tum-man) | +re <,
€ 0
qui tend vers 0 lorsque n puis p tendent vers 0. [ |

En particulier, on notera que si H = f(X) ou f est une fonction continue, alors
on a la convergence en probabilité:

Pn t
lim Zf(xt%)(xt?—xt%)—/ f(X,)dX,, t>0.

4.4 Formule d’Ito

A présent, nous allons énoncer et démontrer I'un des résultats les plus importants de la
théorie du calcul stochastique, la formule d’It6. Ces travaux ont été publiés entre 1942 et
1950 et sont dus au mathématicien japonais récemment décédé, Kiyoshi It6. Elle montre
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. 2 . . . . .
qu'une fonction de classe €° de d semimartingales continues est encore une semimartin-
gale continue, et exprime explicitement sa décomposition.

Rappelons que dans le cadre de I'intégration au sens de Stieltjes, un des théoremes fonda-
mentaux de cette théorie est le suivant: étant donné A un processus continu a variation
bornée et une fonction f : R — R de classe €, on a

Y

f(Ay) = f(Ay) = / f'(A t>0.

De méme, si B est un autre processus continu a variation bornée, la formule d’intégration
par parties est vérifiée:

t t
AtBt—AOBO—/ AsstJr/ B,dA,, t>0.
0 0

Evidemment, ces formules ne sont plus valables des que ’on sort du cadre des processus a
variation bornée. Cependant, en reprenant le méme type de démonstration via la formule
de Taylor et en controlant de maniere adéquate le reste quadratique (qui est négligeable
dans le cas précédent), on est en mesure d’obtenir la fameuse formule d’It6, faisant donc
apparaitre un terme supplémentaire: la variation quadratique.

Théoréme 4.4.1. Soit X',..., X% des semimartingales continues et soit f : R? — R
une fonction de classe €*. Alors pour tout t > 0,

d t
of i
fXL . XY = f(Xg,...,Xg)+Z/%(X;,...,Xg)dxs

— d ¢
JZI/ it | X d[XT X7, (4.4.1)
Démonstration. Traitons seulement le cas d = 1, la généralisation au cas multidimen-
sionnel étant immédiate (les termes faisant apparaitre les crochets [X* X7] se traitent
de la méme fagon que celui pour le crochet [X, X| qui va suivre), et notons X := X1
Considérons pour tout ¢ > 0 une suite 0 = t5 < --- <) =t de subdivisions emboitées
de [0,t] de pas tendant vers 0 lorsque n — co. Alors par la formule de Taylor,

f(X) = f(Xo) +Z( F(Xi) = f(Xep,))

fn,i
2

ou f,; est une variable aléatoire satisfaisant

inf f (th + 0 (Xt;L - Xt?—1)> < fn'L S sup f (th + 0 (thl — thnil)).

0€[0,1] 0<[0,1]
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D’apres le lemme 4.3.3, on a la convergence en probabilité suivante:
Pn t
lim > F(Xey ) (X = X)) = [ FX)dX.
Montrons alors qu’en probabilité,
Pn t
lim Y fg (Xip = X )* = / f1(Xo) dIX, X]s.
n—o0 v i—1
i=1 0

Tout d’abord, commencons par observer que pour m < n,

Pn

Pm
D i (X=X =" > foi (X — X )%,
=1 j i

ce qui entraine 'inégalité suivante:

Pn Pm on
DX =X )P =3 fmg Y (X=X P < Z D (Xap = X ),
i=1 j=1 i€{1,....pn} i=1

t;”_1<t?§t;."
ou la variable aléatoire Z,, ,, est donnée par

Zmn = Sup sup | fui = Sl
je{l,..pm} i€{l,...pn}
t;’i1<t?§t§"

Grace a la continuité de f”, on vérifie que Z,,,, — 0 p.s. quand n puis m — oo. Comme
par la proposition 3.2.2, > 7" (Xpn — Xt?_l)Q tend vers [ X, X, en probabilité, il en résulte
que Zmn f;l(Xt? — th71)2 tend vers 0 en probabilité quand n puis m — oo (exercice).

Ainsi, pour tout € > 0, on peut choisir m assez grand de sorte que pour tout n > m,

Pn
P <Zm,n Z(thl - thﬂ_1>2 > €/3> < 5/3
=1

Ensuite, pour cette valeur fixée de m, la convergence suivante en probabilité est vérifiée:

Pm

Pm
nh_{lolo Z fm,j Z (Xt? - Xt?—1)2 - Z fm’j <[X’ X]t;n N [X7 X]t;n—l)
J=1 J=1

m n<em
tj—1<ti Stj

= [ uax.x,
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ou hy,(s) = ?:1 fm.j 1(,5;317,5;74(3), qui tend clairement vers f”(X;) p.s. lorsque m — oo.
Ainsi, quitte a prendre m encore plus grand, on peut supposer que

"

Enfin, en combinant ce qui précede, on obtient pour n > m assez grand,
Pn t
D s (X = X = [ 00 dE, X),
=1 0

IP’( >5> < €,

d’out la convergence en probabilité désirée. Enfin, on acheve la démonstration de la formule
d’Ito de la maniere suivante. La convergence en probabilité entrainant la convergence p.s.
d’une sous-suite, (4.4.1) est vérifiée en tant qu’égalité p.s. pour chaque ¢ > 0 fixé, puis
pour tout ¢t € [0,00) NQ, p.s., et enfin, les deux membres de 'égalité étant continus, pour
tout £ > 0 p.s., ce qui termine la preuve. [

[t x, - [ peca X

> 5/3) <e/3.

Si M est une martingale locale, alors pour toute fonction f : R — R de classe €2,

fom = fom)+ [ ronan + g [ ronanan. L eso

martingale locale continu a variation bornée

En particulier, si f/(M) € H*(M), alors la martingale locale est une vraie martingale.
Par exemple, la formule d’Ito appliquée a la fonction f(x) = 2? entraine que

t
Mf—[M,M]t:M§+2/MSdMS, t>0.
0

Ainsi, non seulement on retrouve le fait que le processus M? — [M, M] est une martingale,
mais de plus on donne sa valeur sous forme d’intégrale sochastique.

Une autre application intéressante de la formule d’Ito est la formule d’intégration par
parties, généralisant celle vue ci-dessus dans le cadre des processus a variation bornée.

Corollaire 4.4.2. Si X etY sont deux semimartingales continues, alors
t t

X,Y, = X0Y0+/ Y;dXs+/ X, dYs+ [X,Y],, t>0.
0 0

A présent, regardons plus en détail le cas brownien. En appliquant la formule d’Ito6
bidimensionnelle au mouvement brownien B ainsi qu’a la semimartingale déterministe
X, :=t, on obtient pour toute fonction f : (x,t) € R x Ry + f(x,t) € R de classe > en
z et € ent,

ta t 8 82
F(But) = f(0,0)+/0 8—£(3375)st+/0 <a—{+%a—;;) (B.,s)ds, t>0.
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En effet, vu que B est une martingale et X un processus continu a variation bornée, la
définition du crochet entraine pour tout ¢ > 0,

[BﬂX]t = ([B+X7B+X]t_[B7B]t_[X7X]t)

| =N~

= ([B7B]t_[B’B]t_O)

|
SO o

Y

et en reprenant la démonstration de la formule d’It6 dans ce cadre “dégénéré”, il suffit
de prendre f seulement €' en t. On remarque alors que le processus f (B, X) est une
martingale locale si et seulement si I’équation aux dérivées partielles

0 1 0?

of 1o |

ot 2 0x?
est satisfaite. Ceci se généralise a la dimension supérieure. On appelle mouvement brown-
ien dans R? pour la filtration (F;);>o un vecteur d-dimensionnel B := (B, ..., B%) de mou-

vements browniens indépendants et tel que B soit adapté et a accroissements indépendants
pour cette filtration. Remarquons que lorsque ¢ # 7, on a pour tout ¢t > 0,

[B', B, = ([B'+ B/,B'+ B’}, — [B',B"), — [B’, B'};)

| — N~

= —(2A—t—1)

SN

Y

car la somme de deux mouvements browniens indépendants est “presque” un mouvement

brownien (processus gaussien continu centré mais de fonction de covariance K(s,t) =

25 At). Ainsi, pour toute fonction f: R? x R, — R de classe € sur R? et €' sur R,
af 1

f(By,t) = f(0ga,0) +/0t < Vf(Bs,s),dB, > +/0t <— +

A B >
5 T3 f)( s, 8)ds, t>0,

ou l'on a utilisé la notation vectorielle. De méme que précédemment, f (B, X) est une
martingale locale si et seulement si 'EDP suivante est vérifiée:

af 1

— 4+ -Af=0

or T8 =0
propriété illustrant le lien étroit entre la théorie des probabilités et les EDP.
Donnons une autre illustration de la formule d’Ito, les inégalités de Burkhdlder-Davis-
Gundy.

Théoreme 4.4.3. Pour tout réel p > 0, il existe des constantes c,, Cp, > 0 telle que pour
toute martingale locale M issue de 0,

e E [[M, ME?] S E[(M,)') < G,E [[M, M]2?]

ot comme dans le chapitre 2, M7, := sup;sq | M.
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Remarquons que si 7 est un temps d’arrét quelconque, alors en remplacant M par la
martingale arrétée M7, on obtient les mémes inégalités avec 7 a la place de oo.

Démonstration. Nous n’allons démontrer les bornes supérieure et inférieure que dans les
cas p > 2 et p € {2} U4, 00), respectivement. La généralisation pourra étre consultée au
théoreme 4.1 de la bible probabiliste de Revuz-Yor [4]. Par ailleurs, on peut se restreindre
sans perte de généralité au cas d’une martingale bornée, quitte a remplacer M par M™
pour tout n € N, ott 7,, := inf{t > 0 : |M;| > n}, auquel cas M € M?.

Commencons par le cas p = 2. On a par l'inégalité de Doob L?,

E([M,M]] = E[M]
E[(MZ)]
4 sup E [M]

t>0

AE[[M, M) .

<
<

A présent, démontrons la borne supérieure pour p > 2. La fonction z — |z|P étant €*, 1a
formule d’It6 entraine pour tout ¢ > 0,

K . 1/ _
IM,|P = /p|MS|p_151gn(Ms)dM5+§/p(p—1)|M5|p 2d[M, M],.
0 0

Notons que 'intégrale stochastique est aussi dans M? car M est bornée. En passant a
I’espérance et en utilisant les inégalités de Holder,

E[|MF] = @EM \MSV’_Qd[M,M]S}
< P2 Vg (a2 s, any)
< POV g oo ).

Ainsi, par I'inégalité de Doob LP, on obtient

(Z=2) =0ny) < Bl

p(p _ 1) * -2 2 2/p
< PR (0g o E |, M)
et en simplifiant cette derniere expression, le résultat désiré est démontré (par convergence
monotone, on peut passer a la limite dans 'inégalité lorsque ¢ — 00).

Pour démontrer la borne inférieure dans le cas p > 4, on procede de maniere similaire.
Notons que la constante ¢, qui va apparaitre dans ce qui suit désigne une constante ne
dépendant que de p, mais changeant éventuellement de ligne a ligne. Tout d’abord, de
I'identité .
M} =2 / M, dM, + [M,M];, t>0,
0
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on obtient en utilisant 'inégalité triviale |z + y|P < ¢, (|z|? + |y|P),

)
o (E[(M:)Z’]HE (/ M2 d] MM> D

< o (0= oy )

< g (E (M) + E (M) [E [[M, M]@’/Q]) ,

ol pour obtenir les seconde et quatrieme inégalités, on a utilisé la borne supérieure de
I'inégalité de BDG juste démontrée, ainsi que Cauchy-Schwarz, respectivement. Si main-

tenant on note
pim \[E[IMMEP] et yi= R[04,

alors I'inégalité précédente se réécrit comme

E|MME?] < o (E (MY +E

IA

i CpTY — cpy2 <0,
ce qui entraine que x est plus petit que la racine carrée positive de 1'équation x? — ¢, Ty —
¢, y* = 0, qui est de la forme ¢, y. La démonstration est achevée en faisant tendre ¢ vers
I'infini. [ ]
En application des inégalités de BDG, on obtient pour le mouvement brownien B
et pour tout temps d’arréet 7,

B[] <E | sup |B,J| < C,E[*/?].

te(0,7]

La formule d’Ito6 nous permet d’exhiber de nouvelle martingales locales, comme la classe
des martingales exponentielles, généralisant celles rencontrées au début du chapitre 2 pour
les processus a accroissements indépendants. On dit qu'un processus a valeurs dans C
est une martingale locale si ses parties réelle et imaginaire le sont. La démonstration du
prochain résultat est laissée en exercice.

Corollaire 4.4.4. Soit M une martingale locale et soit X € C. Alors le processus donné

par
/\2
EAM), := exp ()\Mt = 5 (M, M], ) t >0,

est une martingale locale a valeurs dans C.

Maintenant, énongons le théoreme de Lévy, stipulant que toute martingale locale
dont le crochet est celui d’'un mouvement brownien, est en fait un mouvement brownien.
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Théoreme 4.4.5 (Lévy). Soit M un processus continu issu de 0 et adapté par rapport a
la filtration (Fi)iso. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) M est un mouvement brownien pour la filtration (F)i>o.

(i1) M est une martingale locale par rapport a (Fi)i>o, et de crochet [M, M]; = t.

Démonstration. Seul le point (i7) = (i) est a démontrer. Ainsi, supposons que M soit une
martingale locale de crochet [M, M]; = t. Etant donné 6 € R, le corollaire 4.4.4 indique
que le processus & (i6 M) est une martingale locale, qui est bornée sur tout intervalle [0, 77,
T > 0 arbitraire, donc une vraie martingale sur [0, 7] (et donc sur R, ). D’ou pour tous
0<s<t,

; 0%t ; 0%s
E |:620Mt+ 5 ‘«Fs:| — 619M5+ T,

ou encore que
02 (t—s)
- 2

E [ew(Mt_Ms) | F]=e 2z,
Ainsi, on en déduit que M; — M, ~ N (0,t — s) mais aussi que My — M, est indépendante
de la tribu F. Il reste a démontrer que M est un processus gaussien, ce qui est clair car
sideN,, aeR¥et 0=ty < --- < tg, alors

2051‘ Mti = Z Zai (Mtj - Mtj—l) = Z (Z ai) (Mtj - Mtj_1)7

i=1 j=1 j=1 \i=j

qui est donc la somme de variables aléatoires gaussiennes indépendantes, donc une variable
gaussienne. m

Terminons ce paragraphe par le théoreme de Dubins-Schwarz, énongant que toute
martingale locale issue de 0 est un mouvement brownien changé de temps.

Théoréme 4.4.6 (Dubins-Schwarz). Soit M une martingale locale issue de 0 et telle que
p.s., [M, M],, = oo. Alors il existe un mouvement brownien B tel que p.s.,

M; = By, t20.

Avant de démontrer ce résultat, mentionnons que ce théoreme reste vrai dans le cas ou
p.s., [M, M|, < oo, quitte a grossir 1'espace de probabilité sous-jacent. Par ailleurs,
notons que le mouvement brownien ci-dessus ’est par rapport a une filtration changée de
temps. En effet, si 'on définit le temps d’arrét (fini d’apres 'hypotheése sur le crochet):

7, =inf{t > 0:[M,M]; >r}, r>0,

qui est 'inverse généralisé du crochet (ce dernier n’est pas forcément strictement crois-
sant), alors B, = M, qui est adapté par rapport a la filtration (G,),>o donnée par
G, = F... On peut montrer que cette filtration est standard.

Démonstration. Tout d’abord, notons que la fonction » — 7, est croissante, continue a
droite, et admet une limite a gauche (fonction dite cadlag). On a aussi que

T = lim 7, = inf{t > 0: [M, M]; > r},

str



4.5. THEOREME DE GIRSANOV 83

avec par convention que 79— = 0. De plus, on remarque que 7, # 7,_ si et seulement si
[M, M|s = r pour tout s € [7,_,7.]. Ainsi, la fonction r — 7, est continue si et seulement
si [M, M] est strictement croissant. Enfin, notons que [M, M] et (7,),>0 ne jouent pas un
role completement symétrique car on a toujours que

[M7 M]Tr = [M7 M]Tr— = r?

alors qu’en général on a seulement que (a7 a7, > €0 Tz, > € sit est dans un intervalle
de constance du crochet [M, M], i.e.
[M> M]t = [Ma M]

T[M,M]y

Posons B, = M, pour tout » > 0. On peut montrer (exercice) que les intervalles de
constance de M et [M, M] sont p.s. les mémes. D’ou p.s. pour tout r > 0,

B, =M, =M, =lim M, =lim B;.

str ’ sTr
Comme les trajectoires de B défini ci-dessus sont clairement continues a droite, on en
déduit que le processus B est continu. Vérifions a présent que B et (B? — r),>q sont des

martingales pour la filtration (G, ),>o. Soient 0 < r < s <n. Vu que 'on a
E[[M, M]%] = n < oo,

le théoréme 3.1.7 nous dit que M™ est une vraie martingale bornée dans L? donc uni-
formément intégrable, et de surcroit (M?)™ — [M, M]™ est aussi une martingale uni-
formément intégrable. Ainsi, le théoreme d’arrét entraine

E[B.| 6] =E[M7 | F,] = M7 = B,
E[B? - s|G] =E [(M) - (M=, M7,

Par ailleurs, ceci démontre par unicité de la variation quadratique que [B, B]; = s et le
théoreme de Lévy implique que B est bien un mouvement brownien pour la filtration
(Gr)r>0- Finalement, par définition de B, on a pour tout ¢ > 0,

Fr] = (M2 — [M™, M™), =B?—r.

By, = M

T(M,M]y "

Ainsi, dans le cas ol Tas,0, > t, on a que ¢ est dans un intervalle de constance de [M, M|,
donc de M, et on en déduit alors que p.s. pour tout ¢t > 0, My = B, - [ ]

4.5 Théoréme de Girsanov

L’objectif de ce dernier paragraphe est d’étudier comment se transforment les notions de
semimartingales et de martingales lorsque I’on remplace la probabilité générique P par une
probabilité Q absolument continue par rapport a P. On rappelle que F, := o(F; : t > 0).
Commencons par donner deux lemmes qui vont nous servir dans la suite.
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Lemme 4.5.1. Soit Q une probabilité absolument continue (sur F) par rapport a P,
de dérivée de Radon-Nikodym dQ/dP. Pour tout t € [0,00), notons Dy la restriction de
dQ/dP a la tribu F;, que l'on suppose continue. Alors,

(1) le processus D est une P-martingale continue uniformément intégrable.

(17) pour tout temps d’arrét T, D, est la restriction de dQ/dP a la tribu F,.

(i) si l’on suppose que les deux probabilités sont équivalentes, i.e. P est aussi une
probabilité absolument continue par rapport a Q, alors p.s. Dy > 0 pour tout t > 0.

Démonstration. (i): Pour tout A € F;, on a

Q(A) = Eq [14] = s [1/4 %] _E {1/4 Ep [% | f” |

Ainsi, par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym, on a que p.s.,

dQ

Dt :E]p |:ﬁ

|ft:|7

ce qui entraine que le processus D est une P-martingale continue fermée (par dQ/dP)
donc uniformément intégrable. On note dans la suite D, := dQ/dP.

(79): Si T est un temps d’arrét, alors pour tout A € F,, on a par le théoreme d’arrét,
@(A> = E@ [114] = ]EIP’ [1A Doo] = EIP’ [1A D‘r] )

d’out la conclusion puisque D, est F.-mesurable.

(i73): Considérons le temps d’arrét 7 := inf{t > 0 : D; = 0}. Par continuité, on a
ps. D =0sur A := {7 < oo} € F,. Enfin, 'égalité Q(A) = Ep [14 D,| entraine que
Q(A) =0, donc que P(A) = 0 par absolue continuité de P par rapport a Q. [ |

Lemme 4.5.2. Soit D une martingale locale strictement positive. Alors il existe une
unique martingale locale L telle que

D = exp (L _ % L, L]) _ &(L),

De plus, le processus L est donné par la formule

b dD,

Ly =log(Dy) + D,

t>0.

Démonstration. L’unicité est une conséquence de la proposition 3.1.4. Pour existence, il
suffit d’appliquer la formule d’It6 a la fonction logarithme, le processus D étant strictement
positif. On remarquera qu'il est inutile de se fatiguer a calculer le crochet [D, D] car L
défini comme ci-dessus satisfait d[L, L] = d[D, D]/ D?. u
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A présent, nous sommes en mesure d’énoncer le théoreme de Girsanov.

Théoreme 4.5.3 (Girsanov). Soit Q une probabilité équivalente a P sur la tribu Fuo.
Considérons D la martingale (supposée continue) associée a Q par le lemme 4.5.1, ainsi
que L la martingale locale associée a D par le lemme 4.5.2. Alors si M est une IP-
martingale locale, le processus M := M — [M, L] est une Q-martingale locale.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que si 7 est un temps d’arrét et si X est
un processus continu adapté tel que (X D)” est une P-martingale, alors X7 est une Q-
martingale. Par le lemme 4.5.1, on a

EQ HXt/\TH = ]E']Pj HXt/\T Dt/\TH < 00,

donc que X;r, € LY(Q). Ensuite, soient 0 < s < t et A € F,. Puisque AN {r > s} € F,
(car 7 est un temps d’arrét), on a, en utilisant le fait que (X D)™ est une P-martingale,

Ep [1AO{T>S} Xinr Dt/\T] = Ep [1Aﬁ{7'>s} Xonr DS/\T:| .
Par le lemme 4.5.1,

d d
Dt/\T - %L}—t/w et DS/\T = %LFS/WW

et donc puisque A N {1 > s} € Fspr C Finr (utiliser Fn, = Fs N F, et revenir a la
définition de F;), il vient

EQ [1Aﬁ{’r>5} Xt/\'r] = EQ [1AO{T>3} XS/\T:| .
D’autre part, il est immédiat que
]EQ [1Aﬁ{7§s} Xt/\'r] = EQ [1Aﬂ{7§s} X’r] = EQ [1Aﬂ{7§s} XS/\T:| )
d’ol on en déduit que pour tout A € F,
Eq [14 Xinr] = Eq [14 Xonr],
c’est-a~-dire que X7 est une Q-martingale.
Une conséquence de ce qui précede est que si X D est une P-martingale locale, alors X
est une Q-martingale locale. Maintenant, si M est une P-martingale locale, on applique
ce qui précede avec X = M, en remarquant que par la formule d’It6, pour tout ¢ > 0,
M;D; = MqyD, +/ M, dD, —l—/ DydM, + [M, D],
0 0
t t t
= My Dy —|—/ M, dD, +/ DydM, — / Dyd[M, L)+ [M, D],
0 0 0
t t
= M0D0+/ MSst—i—/ Dy dM,,
0 0

car d[M,L] = d[M,D]/D d’apres le lemme 4.5.2. On voit ainsi que MD est une P-
martingale locale, donc que M est une Q-martingale locale, ce qui termine la preuve. m
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Faisons quelques remarques sur ce résultat tres important.
(i) Une P-martingale locale M reste une Q-semimartingale continue, dont la décom-
position est
M =M + M, L].

On voit ainsi que la classe des P-semimartingales continues est contenue dans celle des
Q-semimartingales continues. En fait, ces deux classes coincident car P et Q jouent des
roles symétriques dans le théoreme de Girsanov. En effet, si I'on applique le théoreme

& M = (-L), le processus (_/7’/) = (=L) — [(—L), L] est une Q-martingale locale avec
[(=L),(=L)] = [L,L]. D’ou

1 1

D) =exp (1) - 5 (DL 00) =exo (-2 4 1,21 = 5775 =

Cela montre que 'on peut échanger les roles de P et Q quitte a remplacer D par 1/D et

L par (—L).
(77) Remarquons que la valeur du crochet est la méme sous P et Q (ceci a été

—~—

implicitement utilisé pour déterminer le crochet de (—L)) car il est toujours donné par
"approximation en probabilité des théoreme 3.1.5 et proposition 3.2.2, respectivement.

(73i) L’application Tpq : M — Tp_qo(M) := M est un opérateur linéaire de
I’espace des martingales locales par rapport a P vers celui des martingales locales par
rapport a Q. On vérifie facilement que Tg_p o Tpsg = Id. De plus, 'opérateur Tp_,q
commute avec l'intégrale stochastique: si H est un processus localement borné, alors pour
tout £ > 0,

t t t
/Hsdﬁ»ﬁQ(M)s = /Hdes—/ H,d[M, L],
0 0 0

t .
= /HdeS—[/ HSdMS,L]
0 0 t
= Troo (/ HSdMS) .
0 t

(iv) Enfin, mentionnons que le théoréeme de Girsanov reste vrai lorsque 'on rem-
place oo par un horizon fini 7" > 0, ce qui est souvent utilisé en pratique.
Finissons ce chapitre en appliquant le théoreme de Girsanov au mouvement brownien.
Soit H un processus satisfaisant la condition de Novikov :

1 [e.o]
E [exp (5 / H} dt)] < 00.
0

En notant L l'intégrale stochastique de H par rapport a B, qui est une martingale uni-
formément intégrable, on peut montrer que & (L) l'est aussi (ardu). En particulier on a
E[&(L)s] =E[&(L)o] = 1 et donc en définissant la probabilité Q comme dQ = & (L), dP,
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le théoreme de Girsanov entraine que le processus B donné pour tout ¢t > 0 par

E::Bt—[B,/HSst] - /HdBB /Hds
0

est non seulement une martingale locale par rapport a Q, mais aussi, en calculant son
crochet, un Q-mouvement brownien par le théoreme de Lévy.
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Chapitre 5

Equations différentielles
stochastiques

La plupart des processus continus importants en pratique satisfont une équation de la
forme

t t
X, = :r0+/ b(s,XS)ds+/ o(s, Xs) dBs,
0 0
ou sous une forme différentielle,

dXt = b(t, Xt) dt + U(t, Xt) dBt,
XO = 29.

Comme nous ’avons vu avec la formule d’It6 dans le chapitre précédent, il existe un lien
étroit entre la théorie des probabilités et celles plus anciennes des équations aux dérivées
partielles, et ce type d’équations différentielles stochastiques (EDS) ci-dessus permet de
passer de l'une a l'autre. Pour illustrer notre propos, nous allons d’abord introduire
trois EDS classiques et montrer comment leurs solutions peuvent étre trouvées par des
méthodes simples. En revanche, dés que l'on complexifie un peu ’équation, comme dans
le cas déterministe, il s’avere que ces méthodes de résolution ne sont plus accessibles et
se posent alors les questions d’existence et d’unicité de ces solutions.

5.1 Trois exemples classiques

5.1.1 Le mouvement brownien géométrique

Commencons par une équation linéaire des plus connues:

dXt = ILLXtdt+O'XtdBt,
Xo=1x9 > 0;

ou les constantes p et o sont dans R et (0, 00), respectivement. Pour résoudre cette EDS,
nous allons utiliser la formule d'It6 et rechercher une solution de la forme X; = f(By,t).

89
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On obtient alors:
1
dX; = f(By,t)dBy + (5 foe(Bi, t) + ft(Bt,t)> dt,

ou f, et f; désignent les dérivées premieres de f en espace et en temps, respectivement,
et f.. est la dérivée seconde en espace. Par identification des coefficients, on a:

{ ,uf(.%',t) = %fxx(xat) + ft(x>t);
Jf(:lj',t) = fx(xvt);

Une solution de la seconde équation est de la forme f(z,t) = exp (cx + g(t)), ou g est
une fonction arbitraire. Ainsi, en la réinjectant dans la premiere équation, on trouve que
g doit satisfaire ¢/(t) = u — /2. 1l en résulte alors qu'une solution de I'EDS est

o2
X, = xp exp (aBt—i— (,u—?) t).

Pour le moment, nous devons admettre qu’il puisse y avoir d’autres solutions a cette
EDS. On verra plus tard qu’en fait il s’agit de 'unique solution. Ce processus, appelé
communément mouvement brownien géométrique, est I’'un des plus utilisés dans le calcul
stochastique, et en particulier en finance et en économie (c’est le fameux modele de Black-
Scholes). Concernant ce processus, on notera un étrange phénomene: on a E[X;] = zq e
tandis que comme p.s., B;/t — 0 lorsque ¢ — 0o, on montre que p.s., X; — 0 dans le cas
ot 02 > 2u: X, tend p.s. vers 0 alors qu’en moyenne il tend vers l'infini trés rapidement,
a une vitesse exponentielle.

5.1.2 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

La méthode d’identification que I’on vient de proposer dans le cas du mouvement brownien
géométrique est souvent efficace, mais elle peut tres bien se révéler inutile pour des cas tres
simples, comme celui que nous allons regarder maintenant. L’EDS que I'on va considérer

est la suivante:

Xo =129 € R;

ol a, 0 > 0. Ce modele a été introduit au début des années 30 par les physiciens Ornstein
et Uhlenbeck lorsqu’ils ont étudié la théorie cinétique des gaz, et plus précisément le
comportement en vitesse de ces molécules. Notons tout de méme que cette équation était
écrite légerement différemment, “a la physicienne”, car le calcul stochastique introduit par
It6 n’est né que 10 ans apres. Bien que la solution de cette EDS soit simple, comme nous
allons le voir ultérieurement, elle n’est pas de la forme précédente f(B;,t) car elle dépend
de toute la trajectoire du mouvement brownien jusqu’a l'instant ¢, et non seulement de
B;. Ainsi, pour appliquer la méthode d’identification précédente, on va la chercher sous

la forme .
Xt = CL(t) (.CEO + / b(S) dBS> y
0
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ou a et b sont des fonctions régulieres a déterminer et a(0) = 1. En appliquant la formule
d’Ito, ou plutot la formule d’intégration par parties, on obtient:

dX, = d'(t) (x0+ /0 t b(s) dBS) dt + a(t)b(t) dB,.

Par ailleurs, si 'on suppose que a(t) > 0 pour tout ¢ > 0, alors X est solution de 'EDS

dX, = S8 X, dt + a(t)b(t) dBy;
Xo =129 € R;

et en revenant a I’EDS initiale, on obtient les équations
ay _ _ .
o) — Y
a(t)b(t) = o.

t
X, =x0e 40 / e =) qB,, t>0.
0

Finalement, la solution de I'EDS est

5.1.3 Le pont brownien

Considérons 'EDS suivante sur [0, 1):

XO — O

Par la méthode précédente, on obtient le systeme

ad) _ 1.
a(t) — 1-t?
a(t)b(t) = 1;
ce qui entraine que la solution de cette équation est donnée par

t dB,
Xt:(l—t)/ . te.).
0 — S

En utilisant la méthode que l'on a appliquée pour démontrer le théoreme de Lévy au
chapitre précédent (avec la filtration naturelle standard du mouvement brownien), on
démontre aisément (exercice) que ce processus est gaussien centré et de fonction de covari-
ance K (s,t) = s(1—t) pour tous 0 < s < t < 1 (utiliser I'isométrie d'Ito et I'indépendance
des accroissements browniens). Comme il est continu sur [0, 1), on montre (comme pour
'invariance du mouvement brownien par retournement du temps) que p.s., X; — 0 lorsque
t — 1. Ainsi, ce processus part de 0 et y revient p.s. au temps ¢ = 1: on parle alors de
pont brownien. Notons qu’il existe plusieurs représentations du pont brownien. En effet,
nous pouvions tout a fait introduire ce processus autrement: par exemple, le processus
B; — t By convient car il est gaussien, continu sur [0, 1], centré et a la méme fonction
de covariance. Par contre, il differe du premier car il n’est pas adapté par rapport a la
filtration naturelle standard du mouvement brownien, alors que X I’est.
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5.2 Théoreme d’existence et d’unicité de la solution

Le but de cette derniere partie est d’énoncer et de démontrer le théoreme d’existence et
d’unicité des solutions des EDS du type de celle introduite en premier lieu dans ce chapitre.
Il existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les solutions d’EDS. Cependant,
nous n’étudierons pas la notion de solution faible (pour I'unicité faible : toutes les solutions
ont méme loi), ni de solution forte (la solution est adaptée par rapport a la filtration
standard du mouvement brownien sous-jacent), ni de Uinterprétation markovienne de ce
processus (ceci ferait I’objet d’un cours au moins aussi dense que celui-ci). Notons tout de
méme que le théoreme de Yamada-Watanabe stipule que 'existence et I'unicité définies
ci-dessous entraine que la solution est en fait une solution forte.

Théoréme 5.2.1. Etant donné un horizon fini T > 0, considérons I’EDS suivante sur
[0,T7]:
dX; = b(t, Xy) dt + o(t, X;) dBy;
{ Xo = Xyp-

Supposons les coefficients b et o localement bornés en temps et lipschitziens en espace, i.e.
pour tout t € [0,T],

b(t,x) — b(t,y)|* + |o(t,z) —o(t,y)|* < K |z —y|. (5.2.1)

Alors on a le résultat suivant :
(1) existence : il existe une solution X sur [0,T] continue et adaptée, qui de plus
est bornée dans L?:

sup E [Xﬂ < 0.
te[0,7)

(1) unicité : si X et'Y sont deux telles solutions de cette EDS (avec le méme
mouvement brownien et le méme point initial), alors elles sont égales p.s., i.e.

P(X,=Y, Vte[0,T])=1.

Avant de démontrer ce résultat, notons qu’il existe des généralisations a la dimen-
sion supérieure, ou B est un mouvement brownien dans R™, le processus solution X est
A valeurs dans R?, o est une fonction & valeurs dans Pensemble des matrices réelles de
taille d x m, et enfin b est une fonction & valeurs dans R?. Notons aussi que la condition
initiale n’est supposée déterministe que pour simplifier, ceci pouvant étre généralisé a une
v.a. Jp—mesurable, de carré intégrable et indépendante du mouvement brownien B. Par
ailleurs, la conclusion de ce théoreme reste valable dans le cadre d’hypotheses affaiblies.
Par exemple b et 0 peuvent étre supposées localement lipschitziennes en espace et satis-
faisant une condition de croissance linéaire convenable pour éviter une explosion en temps
fini.

Pour attaquer la preuve du théoreme, rappelons tout d’abord le lemme de Gronwall.
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Lemme 5.2.2. Soit g : [0,T] — R une fonction positive mesurable bornée. Supposons
qu’il existe deux constantes a,b > 0 telles que pour tout t € [0,T],

gt)<a-+b /0 g(s)ds.

Alors on a pour tout t € [0,T],
g(t) < ae.

Démonstration. En itérant la condition sur g, on trouve que pour tout entier n > 1,

n bt n t 81 Sn,
g(t) <a Z % + bn+1 / dSl / d32 U / g(sn—i-l) d5n+1~
k=0 : 0 0 0

Ainsi, g étant majorée par une constante A, on obtient que le reste intégral dans le terme
de droite est majoré par A(bt)"™ /(n + 1)! et donc tend vers 0 lorsque n — co. n

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le théoreme d’existence et d’unicité.

Démonstration. (i7) Unicité.
Soient X et Y deux solutions de 'EDS ci-dessus. Alors pour tout ¢ € [0, 7],

Xt—Yt_/O (b(s, X.) — b(s, Y2)) ds+/0 (o(s, X,) — o(s,Y2)) dB..

Notons que les fonctions o et b étant lipschitziennes et les processus X et Y bornés dans L?
sur [0, T, 'intégrale stochastique est bien définie, i.e. o(-, X)—o(-,Y) € H*(B,T). Ainsi,
en utilisant successivement les inégalités (u + v)? < 2 (u? + v?) et de Cauchy-Schwarz,
l'isométrie d’It6 et enfin I'inégalité (5.2.1), on obtient:

(/Ot (b(s, X.) — b(s, V2) ds)

(/ot (s, Xs) = (s, Y)) dBS)

(b(s, Xs) — b(s,Ys))2 ds]

E[(X:-Y)?] < 2E 2

2
+2E

IN

2|

s~

+2F Uot (0(s, X,) — 0(s,Y,))? ds]
< 2K max{T,1} /OtE (X, — Y3)?] ds.

D’ou par le lemme de Gronwall appliqué avec a = 0, on obtient que P(X; = Y;) = 1 pour
tout ¢ € [0,7]. Enfin, comme

PX, =Y Vte[0,TInQ)=1,
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on obtient le résultat escompté en utilisant la continuité de ces deux processus.

(1) Existence.

Afin de démontrer 'existence d’une solution a I’EDS, nous allons utiliser une méthode
qui est classique en théorie des équations différentielles ordinaires, l'itération de Picard.
Ainsi, soit X© := x4 et définissons par récurrence la suite de processus (X™),~q par

t t
XY = o + / b(s, X{V) ds + / o(s, X{")dB,, te[0,T). (5-2.2)
0 0

Comme d’habitude, pour montrer que cette suite de processus converge vers une limite
qui satisfait I’énoncé du théoreme, on va montrer que p.s. elle est de Cauchy pour la
norme uniforme sur [0, 7.

Tout d’abord, remarquons que l'itération donnée ci-dessus est bien définie. En effet, si
X est un processus continu, adapté et borné dans L? sur [0, 7], 'inégalité (5.2.1) ainsi
que le fait que o et b soient localement bornées en temps nous donnent facilement que
o(-, X™) et b(-, X™) sont bornés dans L? sur [0,T] (et donc comme ils sont continus
et adaptés, ils appartiennent & I'espace H?(B,T)). Ainsi, on obtient que X1 est un
processus continu, adapté et borné dans L? sur [0, T]. Et comme X = z est trivialement
continu, adapté et borné dans L? sur [0, 7], tous les processus X (") 1e sont.

A présent, par la méme méthode que celle utilisée pour 'unicité, ou cette fois I'inégalité
de Doob L? est invoquée pour controler le supremum, il n’est pas difficile de montrer que
pour tout n € N, et tout ¢ € [0, 7],

min<c [ () ds,

ou C :=8K max{T, 1} et

sup | XD — X2
s€[0,¢]

gn(t) = E

Ainsi, comme gy est majorée par une constante M sur [0, 7], alors en itérant I'inégalité
ci-dessus comme dans la preuve du lemme de Gronwall, on obtient la borne

M(CT)"

0<gn(T) < oy

, nelN.

En sommant sur n et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

E Z sup | XD — x™|| < Z Vgn(T) < 0,

nen s€[0.7] neN

donc que p.s.,

sup | X" — XM < 0o,
neN s€[0,7
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Il en résulte que la suite de processus (X ™), ey est de Cauchy p.s. pour la norme uniforme
sur [0,7): elle converge alors p.s. uniformément sur [0,7] vers un processus adapté X
continu sur [0, T, satisfaisant pour tout n € N,

X=X+ (MY - X)), teloT).

k>n

En particulier, on a par I'inégalité triangulaire que

Isupreorry 1Xe = XMz < Yo Vor(T) — 0
I supyego ry 122 < Jaol + Cyew VD) < o0,

et donc X est borné dans L? sur [0, T].
Maintenant, il reste a montrer que X vérifie bien 'EDS donnée ci-dessus. Notons que par
ce qui précede et I'inégalité (5.2.1), on a que b(-, X) et o(-, X) € H*(B,T) et de plus,

16(-, X) = b(-, X)) |l22(5.7) —_ 0;

o (-, X) = o, X)) — 0.

Ainsi, par l'isométrie d’It6, on obtient pour tout ¢ € [0, T:

2

E — 0.

n—oo

(/Ot (o(s, Xs) — o(s, X)) dBS>

La convergence dans L? entrainant la convergence p.s. d'une sous-suite, alors pour tout
t€[0,7], on a p.s.,
t t
Jab(s, X)) ds — Jyb(s, X)) ds;

Jyol(s, X)) dB, —  [o(s,X.)dB,,

d’ou en remplagant n par n; dans I'identité (5.2.2) et en passant a la limite p.s. lorsque
k — oo, on obtient pour tout ¢ € [0,T], p.s.,

t t
Xy =xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs) dBs.
0 0

Enfin, en prenant ¢ € [0, 7] N Q on peut intervertir avec le “p.s.” et les deux membres de

cette égalité étant continus sur [0, 7], on obtient le résultat désiré, a savoir

t t
P (Xt = 1 +/ b(s, Xs)ds +/ o(s,Xs)dBs Vte [O,T]> =1.
0 0

La démonstration est achevée. ]
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Annexe A

Examen du 3 février 2011

La durée de 'examen est de 3 heures. Seul le polycopié est autorisé lors de I’épreuve.
Vous pourrez considérer comme acquis tous les résultats démontrés en cours.
Le baréme donné ci-dessous est approximatif.

Tout au long de cet examen, (2, .4,P) est un espace de probabilité sur lequel est défini
un mouvement brownien B sur R, muni de sa filtration naturelle standard (F3)s>o-

Exercice 1 - Temps d’atteinte du mouvement brownien (8 pts)
Dans cet exercice, on considere le temps d’arrét suivant: pour tous a,b > 0,
Ti—apy == inf{t >0: B, = —a ou By = b}.

1 - En faisant apparaitre des accroissements browniens bien choisis, déterminez une con-
stante € €]0, 1] telle que pour tout n € Nj,

P(T(_a,b) > TZ) < 6”,

et déduisez-en que T(_q ) est presque stirement fini.

2 - Montrez que E[(T(_qp))?] < 0o pour tout p € N,.

3 - En utilisant une martingale arrétée convenable, dont vous montrerez qu’elle est uni-
formément intégrable, vérifiez que

bP(Br,_,, =b) =aP(Br_,, = —a).

4 - Déterminez les valeurs des deux probabilités précédentes.

5 - Montrez que le processus arrété (BEAT(_G y " t ANT(_ap))e>0 est une martingale uni-
formément intégrable, et déduisez-en l’espérahce de Ti_qp).

6 - Pour tout 6 € R, considérons la fonction fp : R — R donnée par

fe(f) — (6% . 6—0(1) e—@;r + (69a . e—Qb) 69z’

97
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2
et introduisons le processus Mt(e) = fo(By) 6_%, t > 0. Montrez que le processus arréeté
(Mt(izp(i b))tzg est une martingale uniformément intégrable.

7 - Montrez que la transformée de Laplace de T{_, ) est donnée pour tout A > 0 par
_ sinh(av/2)) + sinh(bv/2))
sinh((a + b)V2)

8 - On considere dans cette derniére partie le temps d’arrét unilatére (qui est fini presque
sturement d’apres le cours):

E [e M an]

T,:=inf{t >0: B, =a}, a€R,.

Adaptez la méthode précédente pour montrer que sa transformée de Laplace est donnée

pour tout A > 0 par
E [G—ATG} — o lalvax

Exercice 2 - Loi du supremum du mouvement brownien translaté
(5 pts)
Etant donné un parametre p > 0, on considere le processus X donné par

Xt 2:Bt—/ubt, tZO

Il s’agit d’'un mouvement brownien translaté (“drifté” selon la terminologie du cours). Le
but de cet exercice est de déterminer la loi de

Z :=sup X;.

>0
Pour un niveau a strictement positif, notons TX le temps d’atteinte de a par X, i.e.
T :=inf{t >0: X, = a}.

1 - Montrez que Z est presque sturement fini.
2 - Soit T > 0 un horizon fini, fixé. Déterminez QQ une probabilité équivalente a IP sur Fr
et un Q-mouvement brownien B sur [0, 7] tels que pour tout ¢t € [0, 7],

P(ngt):/

{Ta

— 2
exp <_,UBT — ”7) dQ,
<t}

ou T, désigne le temps d’atteinte de a par le mouvement brownien B.
3 - Montrez que pour tout ¢ € [0, 7],

2
P (Tf < t) =e M / exp (—#QTa) dQ.
{

4 - En utilisant la question 8 de I'exercice 1, déterminez la loi de Z.
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Exercice 3 - Convergence en loi du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
(7 pts)

Considérons 1’équation différentielle stochastique réelle suivante:

dXt = \/QOZdBt—OKXtdt, t> 07

ol & > 0. On reconnait le processus d’Ornstein-Uhlenbeck vu en cours. Dans la suite, on
notera X? ce processus lorsqu’il est issu de . On souhaite non seulement montrer qu’il
converge en loi lorsque t — oo vers une variable aléatoire a identifier, mais aussi connaitre
la vitesse de convergence (lorsque I'on se restreint a une certaine classe de fonctions).

1 - Pourquoi s’attend-on a ce que le processus “ne parte pas a l'infini” en temps long? 2
- Déterminez la loi de la variable aléatoire X;* pour tout ¢ > 0 fixé.

3 - Montrez que ce processus converge en loi lorsque ¢ — oo vers une variable aléatoire Y
dont on précisera la loi, notée .

4 - Pour un nombre K > 0, notons Lip, I'’ensemble des fonctions f : R — R bornées et
K-lipschitziennes sur R, c’est-a-dire telles que pour tous u,v € R,

[f(u) = f(v)] < K |u—v].

Pour tout ¢t > 0 fixé, si f € Lipy, montrez que la fonction z — E[f(X[)] est dans un
espace Lipg,, ou K est une constante dépendant de ¢, que vous déterminerez.
5 - Montrez que l'identité suivante est satisfaite:

[ BUCE) tdn) = [ f) alda),
R R
On dit alors que p est une mesure invariante pour le processus.

6 - Etablissez I'inégalité suivante:

sup [E[f(X))] —E[f(V)]] < Ke™E[[Y —al], t=0.

feLipg

Quelle est votre interprétation de ce résultat ?
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Annexe B

Examen du 6 janvier 2012

La durée de 'examen est de 4 heures. Seul le polycopié est autorisé lors de I’épreuve.
Vous pourrez considérer comme acquis tous les résultats vus en cours.
Le baréme donné ci-dessous est approximatif.

Tout au long de cet examen, (€, .4,P) est un espace de probabilité sur lequel seront
définis les processus, tous supposés adaptés par rapport a une filtration standard générique

(]:t)tZO'

Exercice 1 - Récurrence/transience du mouvement brownien mul-
tidimensionnel (7,5 pts)

Considérons un mouvement brownien B & valeurs dans 1’espace euclidien (R?, |- |). Il est
dit issu d’un point z € R? lorsqu’il s’agit d’un mouvement brownien standard translaté

de z. On note alors P, la probabilité sachant By = = et E, 'espérance par rapport a P,.
Etant donné o > 0, le temps d’atteinte de « est le temps d’arrét 7, défini par

To :=1nf{t > 0:|B;] = a} (avec la convention inf ) = oo).

On dit que le mouvement brownien est:

- récurrent si pour tout 7 > 0 et tout point initial z € R? satisfaisant |z| > r, la
probabilité P, (7, < co) vaut 1;

- transitoire sinon.

Pour étudier ces propriétés, nous allons considérer la couronne
Ayp={reR*:r<|z| <R}, 0<r<R,
ainsi que le temps d’arrét 7 := 7, A Tp = min{7,, Tr}.

Partie 1 - Le cas d = 2
Soit f € C?(R*\ {0},R) la fonction définie par

F(a) = log (Ja]) = log (\/:c% +) | o= (o1 € R\ {0).

101
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1 - Dessinez sur l'intervalle [0, 7] une trajectoire typique du mouvement brownien bidi-
mensionnel, partant d'un point x appartenant a l'intérieur de la couronne A, g.

2 - En comparant 7 avec un temps d’atteinte bien choisi d’un mouvement brownien réel,
montrez que P, (7 < co) =1 pour tout z € A, g.

3 - Montrez que Af = 0 sur A, g, ot A est le laplacien sur R*: A := 2 + 832. On dit
alors que f est harmonique sur la couronne A, g.

4 - Etablissez I'égalité suivante: pour tout x € A, g,
E. [f(Br)] = log(R) 4 (log(r) — log(R)) Py (7 < 7r) -
5 - En utilisant la formule d’It6, montrez que le processus M donné par
M; = f(Biar) — f(Bo), t=0,
est une martingale uniformément intégrable, et déduisez-en que

E. [f(Br)] = f(x), € Apg.

6 - Sil'on note 7o = limp_, 7R, vérifiez que P, (7o, = 00) = 1 pour tout z € R
7 - Concluez sur la récurrence/transience du mouvement brownien bidimensionnel.

Partie 2 - Le cas d > 3

1 - En utilisant la méme procédure que dans la partie 1, montrez que

p\ 42
P, (1, < 00) = (m) .zl >

Indication: considérez la fonction f € C*(R®\ {0}, R) définie par f(z) := |z|*>~<.
2 - Que vous inspire la phrase suivante de Pdlya: “a drunken man will always find his
way home, but a drunken bird may not” ?

Exercice 2 - Déviation d’une fonctionnelle brownienne (5,5 pts)

Etant donnés un mouvement brownien réel standard B et f une fonction suffisamment
réguliere, 'objectif est controler la décroissance de la queue de la fonctionnelle brownienne
centrée f(Br) — E[f(Br)], ou T > 0 est un horizon fini.

1 - Soit H un processus adapté et borné par une constante x > 0, i.e. |H;| < k pour tout
t > 0. Rappelez brievement pourquoi le processus MM défini pour tout A > 0 par

N t )\2 t
Mt( )= exp <)\/ H,dB, — 5 / |HS|2ds) , t>0,
0 0

est une surmartingale.
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2 - En utilisant ce qui précede, montrez que pour tous réels positifs r, A, ¢,

t 2,2
]P’(/ HSdBS>r>§exp(—)\r+>\§t).
0

3-A présent, soit f € C?(R,R) une fonction bornée et dont les dérivées successives sont
bornées. Soit 7" > 0 un horizon fini et notons g : R x [0,7] — R la fonction définie
par g(z,t) := E[f(Br) | By = z] (on rappelle qu'il ne s’agit 1a que d’une notation, le
conditionnement par rapport a un événement de probabilité 0 étant interdit).

Montrez que la fonction g peut s’écrire sous la forme

g(x,t) = /]R fu+ z)vr(u)du,

ol ¥ est une certaine densité de probabilité sur R a déterminer.

4 - En utilisant la formule d’It6, établissez la relation suivante:

g(Br,T) = ¢(0,0) —l—/o /R f'(u+ Bs)ysr(u) dudBs.

5 - Déduisez de tout ce qui précede que l'on a l'inégalité suivante, dite de déviation
gaussienne (par rapport a la moyenne):

P(f(Br) —E[f(Br)] > 1) <exp <—2(Jw) ;

ou k¢ > 0 est une constante a déterminer, qui dépend de la fonction f.

Exercice 3 - Temps d’atteinte de diffusions (7 pts)

Soit B un mouvement brownien réel standard et b et o deux fonctions (localement)
lipschitziennes sur R. On considere le processus X solution de I’équation différentielle
stochastique réelle

t t
Xt:x—i—/ J(Xs)st+/ b(X.)ds, > 0.
0 0

On note £ 'opérateur différentiel du second ordre agissant sur les fonctions C*(R,R) de
la maniere suivante:

1
Lf(x):= 5 o(x)? 0 f(x) + b(x) Opf(x), x €R.
Enfin, étant donnés deux réels aw < 3 et = € [a, 5], on note le temps d’arrét 7 := 7, A 75

ou 7. := inf{t > 0 : X; = r}, P, la probabilité sachant Xy = = et enfin E, I’espérance
sous P,.
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1 - Soit f € C*(R,R) et M) le processus défini par

MI = (X)) — F(Xo) — /t Lf(X,)ds, t>0.
0

Montrez que M) est une martingale locale et donnez son expression sous la forme d’une
intégrale stochastique.

2 - Déduisez-en pour tout ¢ > 0 la formule suivante, dite formule de Dynkin:

E, [f(Xinr)] = f(2) + E, { / " ds] |

3 - Supposons qu'il existe une fonction v € C*([a, 8], R) telle que Lu < —1. Montrez que
E.[7] < .
4 - Dans la suite, on suppose qu’il existe une fonction u € C?([a, 8], R) telle que Lu = —1
et u(a) = u(fB) = 0. Montrez que u(z) = E,[7].
5 - Si ¢ ne s’annule pas et si la dérive b est identiquement nulle, donnez I’expression de
E.[7] en fonction de o.
6 - Sous les mémes conditions, montrez que 1’'on a

b—x r—«

IP’x(XT:a):ﬁ_a et ]P’m(XT:B)zﬁ_a.

7 - Dans le cas ou 0 =1 et b = 0, c¢’est-a-dire lorsque X est le mouvement brownien issu
de x, appliquez ce qui précede pour établir I’expression suivante:

E.lr] = (z — @) (6 — 2).

8 - Comment procéderiez-vous pour déterminer les valeurs de P, (X, = «a) et P, (X, = )
lorsque o et b sont quelconques ?
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