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Ensemble

Matrlces de WlShart B-Laguerre et

opérateur

M, = X, X,|, X, de taille n x p, x;; ~ N(0,1) i.i.d stochastique de

Bessel

Mesure spectrale empirique : v, = %ZZZI Oxe/n

Ensemble 3-Laguerre

Théoreme

(Marchenko-Pastur, '67) Si p/n — «y € (0,+00) alors, p.s, la
suite de mesures aléatoires (vp)n>0 converge faiblement :

p.s.,V B € B(R), va(B) — omp(B)

n—+00

ol opmp a pour densité ﬁ\/(% —x)(x —=7=) Leepy_ il

r- =1 =) =1+ A)
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Ensemble

Matrlces de WlShart B-Laguerre et
opérateur
My, = XX, X, de taille n x p, x;j ~ N(0,1) i.i.d sochastie d

Mesure spectrale empirique : v, = %ZZZI Oxe/n

Ensemble 3-Laguerre
Théoréeme
(Marchenko-Pastur, '67) Si p/n — «y € (0,+00) alors, p.s, la
suite de mesures aléatoires (vp)n>0 converge faiblement :

p.s.,V B € B(R), v,(B) o omp(B)

ol opmp a pour densité ﬁ\/(% —x)(x —=7=) Leepy_ il

1= (1= VAP = (L4 VA

Densité jointe des v.p. 0 < Af < ... < A)_; ¢

n
f‘,hp()\o7 e ey
7P
k=0 i<j 3/21



Bord dur, bord mou
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Ensemble 3-Laguerre

26 28 3 32 34 35 38 4 42 44 45 48§

Densité de la mesure de Marchenko-Pastur pour différentes
valeurs du paramétre y
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Ensemble 3-Laguerre
(Silverstein '85 puis Dumitriu et Edelman, 2002)
Pour 3 > 0 et a € N*, on consideére :

oL
VB

dl? ey dn ~ Xﬁ(a+n+1—k)y bla cee

[d1 b1 O
0 d b
0

dn—l

bn—l
dn

€ Mp nta(R)

s bn—1 ~ Xp(n—k) indépendantes
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Ensemble 3-Laguerre

Une famille de diffusions
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: a/\Z—l) =

Ensemble 3-Laguerre
(Silverstein '85 puis Dumitriu et Edelman, 2002)
Pour 3 > 0 et a € N*, on consideére :

[dy by
0 o
0

Oe] dn ~ Xﬁ(a+n+1—k)y bla B

T
7'3) )n217ﬂ>0,a>—1

Znp

dn—l

Densité jointe des v.p. 0 < \j <

n—1
(a+1)—
1

@ k=0

bn—l

dn

bn—1 ~ Xp(n—k) indépendantes

<A1 de L3 (L7,

€ Mp nta(R)

AkH\)\ -\ l7

constitue I'ensemble -Laguerre
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Une famille de diffusions i
Considérons la famille de diffusions (py)xcr : Sto‘;‘;’g;jf:r”e’de
{ dpa(x) = (x — A — p3(x))dx — ﬁdbx
pA(0) = 400

Une famille de diffusions
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Une famille de diffusions b-Logueres et
opérateur
Considérons la famille de diffusions (py)xcr : stocEBastiqlue de
{ dpa(x) = (x — A — p3(x))dx — ﬁdbx
pA(0) = +oo

Une famille de diffusions

Simulation de pjp pour 5 =1:

e

2f | \ I,
1 \\ ATRARY A Raiae
2 h

La diffusion peut exploser vers —oo en un temps fini, auquel cas

elle repart immédiatement 4oc0
6/21



Une famille de diffusions i
P
Bessel

On 4, VA eR: Une famille de diffusions

P(A§ < A) (px explose au moins une fois)

— P
n——+00

Plus généralement, pour k € N fixé :

n . .
P(A] < \) ol P(py explose au moins k + 1 fois)
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Convergence spectrale vers
I’opérateur stochastique de Bessel
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Convergence
spectrale
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Opérateur stochastique de Bessel
Definition

L'Opérateur Stochastique de Bessel B3 , est défini sur
{f € L?]0,1],f(1) = 0,B5,,(f)(0) = 0} par :

2 d 2 d
Bs .= —exp[(a+1)x+ ﬁbx]&{ exp[—ax — ﬁbxla}

pour a > —1,5 > 0 et avec b, mouvement brownien
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Bessel

Théoréme de convergence
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Opérateur stochastique de Bessel

Definition

L'Opérateur Stochastique de Bessel B3 , est défini sur

{f € L?]0,1],f(1) = 0,B5,,(f)(0) = 0} par :

Bga=— exp[(a+ 1)x + %bx];ix{ exp[—ax —

2 d

pour a > —1,5 > 0 et avec b, mouvement brownien

Le probléme de recherche des valeurs/vecteurs propres peut
s'écrire a |'aide de I'opérateur inverse :

Bg.f = Af ssi f = AB;Lf, o

_ S min(x,y) az+ib(z)
BsiAe=a [ ([ TV a) (y)m(ay)

m(dy) = e

—(a+l)y

2

NG

b(y)

dy
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Opérateur stochastique de Bessel
Definition

L'Opérateur Stochastique de Bessel B3 , est défini sur
{f € L?]0,1],f(1) = 0,B5,,(f)(0) = 0} par :

2 d 2 d
Bs .= —exp[(a+1)x+ ﬁbx]d—x{ exp[—ax — ﬁbxla}

pour a > —1,5 > 0 et avec b, mouvement brownien

Le probléme de recherche des valeurs/vecteurs propres peut
s'écrire a |'aide de I'opérateur inverse :

Bg.f = Af ssi f = AB;Lf, o

_ S min(x,y) az+ib(z)
BsiAe=a [ ([ TV a) (y)m(ay)

*(a+1)y*ﬁb(y)

m(dy) =e dy

B/gi opérateur positif symétrique de L2[R*, m]
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Théoreme de convergence

0 <A§ <...< A plus petites valeurs propres de L (L )"

Théoreme

(Ramirez et Rider, 2009) Presque siirement, Bg , a un spectre
discret composé de valeurs propres simples 0 < Ng < A; < ...
Pour tout k € N, on a la convergence jointe en loi :

(NN} = (Ao A A
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Théoréme de convergence
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Théoreme de convergence

0 <A§ <...< A plus petites valeurs propres de L (L )"

Théoreme

(Ramirez et Rider, 2009) Presque siirement, Bg , a un spectre
discret composé de valeurs propres simples 0 < Ng < A; < ...
Pour tout k € N, on a la convergence jointe en loi :

(NN} = (Ao A A

Schéma de la preuve
> injection dans I'ensemble des opérateurs sur L2[0,1]
» convergence de la suite d'opérateurs et des valeurs propres

» identification de I'opérateur stochastique de Bessel
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Théoréme de convergence
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Ensemble

Aparté : théorie des opérateurs oI e

opérateur
stochastique de
Bessel

Soit K un opérateur sur I'espace hilbertien L2[0, 1].

» si K est autoadjoint alors |K|| = sup (f, Kf)
£l 2=1

» K est dit Hilbert-Schmidt s'il existe une base
hilbertienne (e,), telle que 3°, ||Ke,||? converge

Preuve du théoréme

» Si K est un opérateur intégral de noyau
k € L2([0,1] x [0,1]) alors K est Hilbert-Schmidt et

[1Kl1s = k]2
» Un opérateur Hilbert-Schmidt est compact

» Si K est compact autoadjoint alors il admet une plus
grande valeur propre |[Ag| = || K]
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De la matrice a I'opérateur

Soient n € N* et x; = ﬁ pour i =0,1,...n. Pour
A = (ai})ij € Mu(R), on définit I'opérateur A de L2[0,1] :

(Af)(x) = Za,-,jn/ ' f(x)dx pour xi—1 < x < x;.
=1 -1

Ensemble
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Bessel

Preuve du théoréme
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Ensemble

De |a matrlce é IyOpérateur B-Laguerre et

opérateur
stochastique de
Bessel

Soient n € N* et x; = ﬁ pour i =0,1,...n. Pour
A = (ai})ij € Mu(R), on définit I'opérateur A de L2[0,1] :

(Af)(x) = ZaiJn/ ' f(x)dx pour xi—1 < x < x;.
=1 -1

Preuve du théoréme

Si A est bidiagonale inférieure inversible alors A~! est
triangulaire inférieure et :

_1)it+i =1
(At = L [T 225 sij <
P s Akk
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De la matrice a 'opérateur p-Laguere e
. -1 . opéra_teur
SOIt Mn = SLn’aS , Sl,j — (_1)15i+j—n—1 stochBaes:szllJe de
X(a+1)B «
_Xﬁ X(a+2)5 Une famille de diffusions
n 1
Y —
VB

—X28  X(a+3)8

reuve du théoréme

—X(n-1)8  X(at+n)B

12/21



De |la matrice a |'opérateur
Soit M" = SLn,asfl, S;J = (—1)i5/+j_n_1

X(a+~1)ﬂ
XB X(at2)s
M= — —X28  X(a+3)8

—X(n-1)8  X(a+n)3

i i—1 ~
(Vatiny 1) () = Y0 YO0 T e

j=1 X(i+a)B =j X(k+a)B

Xj—l

f(x)dx
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De la matrice a I'opérateur
Soit M" = SLn,asfl, 5,'71' = (—1)i5/+j_n_1

X(a+~1)ﬂ
1| X8 X2
M= _— —X28  X(a+3)8
VB .
—X(n-1)8  X(a+n)3
((vamm)~* Z H Xkp ’ f(x)dx

j=1 X(I—I—a)ﬁ k=) X(k+a)B8 /xj-1

M?" s’identifie donc a I'opérateur intégral K" de noyau :

. ﬁn i—1 y
K'(x,y) = exp{) _ log ¥ks — 10g X (k+4)5 1 (X, ¥)
X(i+a) k=j

ou ].D(X,y) = ]-x,-_1§x<x,-1Xj_1§y<lej§i
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Preuve du théoréme
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Ve . Ve . Ensemble
Résultats intermédiaires B-Laguerrs et

opérateur
stochastique de

Lem me Bessel

I existe un mouvement brownien b tel que, pour tout x <y
dans (0,1] :

VBn 1
:> R—
X(r+a ﬁ n—+00 \/_ Preuve du théoreme
i—1
kz_; log Xk — 108 X(k+a)8 , 7 5
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Résultats intermédiaires Pl

opérateur
stochastique de

Lem me Bessel

I existe un mouvement brownien b tel que, pour tout x <y
dans (0,1] :

vBr 1

X(/+a ,B n—+00 \/> Preuve du théoreme
i—1
kz_; log ¥kp — 108 X(k-+a)8 ;_ioo >

Ceci permet d'identifier I'opérateur limite K. Quand
n — 400, k" devrait approcher k défini par :

1+a X dbz a
k(x,y) =x""2 exp / —ly21,
( ) [.y V&g}] y<
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Résultats intermédiaires

Lemme

K est presque-siirement Hilbert-Schmidt. Il existe un espace

de probabilité sur lequel K et tous les K", n € N* sont

définis. Sur cet espace, toute suite extraite de (K"), admet

une sous-suite qui converge vers K en norme
Hilbert-Schmidt :

lim
n’—oo

/01 \/(: |kn/(X7y)(w) - k(X,}/)(w)|2dX dy =0 p.s

Ensemble
B-Laguerre et
opérateur
stochastique de
Bessel

Preuve du théoréme

14 /21



Ensemble

Convergence des valeurs propres il

opérateur
stochastique de
Bessel

n\g = inf (v,nM"(M")Tv)

livii,=1

= (sup {v,(nM"(M™)T)"1v))~*

lvii,=1

= ( sup (f,(K")TK"f))"
IFll2=1

Preuve du théoréme

1
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Ensemble

Convergence des valeurs propres il

opérateur
stochastique de
Bessel

n\g = inf (v,nM"(M")Tv)

lIvllp=1
= ( sup (v,(nM"(M™)T)" 1))~

lvii,=1

= ( sup (f,(K")TK"f))
IFll2=1

Preuve du théoréme

-1
On rappelle que :

G
Za,l / f(x)dx pour xj—1 < x < x;.

-1
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Convergence des valeurs propres

n\g = inf (v,nM"(M")Tv)

Ivil,=1
=( sup (v,(nM"(M")T)" 1))~

lvii,=1

= ( sup (f,(K")TK"f))
IFll2=1

-1

On rappelle que :

q
Za,l / f(x)dx pour xj—1 < x < x;.

—1

Ainsi n\§ = |[(K")TK"||7L.

Ensemble
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opérateur
stochastique de
Bessel

Preuve du théoréme
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Convergence des valeurs propres

K (resp. K") est autoadjoint compact positif dont admet
une plus grande valeur propre 1/Ag (resp. 1/Ag).

Ensemble
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stochastique de
Bessel

Preuve du théoréme
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Ensemble

Convergence des valeurs propres il

opérateur
stochastique de
Bessel

K (resp. K") est autoadjoint compact positif dont admet
une plus grande valeur propre 1/Ag (resp. 1/Ag).

Pour toute suite n 1 0o, le Lemme 2 montre |'existence
d'une suite extraite n’ telle que (K™ )T K™ converge
fortement vers KT K.

Preuve du théoréme
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Ensemble

Convergence des valeurs propres il

opérateur
stochastique de
Bessel

K (resp. K") est autoadjoint compact positif dont admet
une plus grande valeur propre 1/Ag (resp. 1/Ag).

Pour toute suite n 1 0o, le Lemme 2 montre |'existence
d'une suite extraite n’ telle que (K™ )T K™ converge
fortement vers KT K.

Preuve du théoréme

. . / . /
AinsiAj — Ngien\f — Ao
n——400 n——+4-00
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Ensemble

Convergence des valeurs propres il

opérateur
stochastique de
Bessel

K (resp. K") est autoadjoint compact positif dont admet
une plus grande valeur propre 1/Ag (resp. 1/Ag).

Pour toute suite n 1 0o, le Lemme 2 montre |'existence
d'une suite extraite n’ telle que (K™ )T K™ converge
fortement vers KT K.

Preuve du théoréme
. . / . /
AinsiAj — Ngien\f — Ao
n——400 n——+4-00

La suite (nA\§)n>1 converge vers son unique v.a Ao.
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Convergence des valeurs propres

K (resp. K") est autoadjoint compact positif dont admet
une plus grande valeur propre 1/Ag (resp. 1/Ag).

Pour toute suite n 1 0o, le Lemme 2 montre |'existence
d'une suite extraite n’ telle que (K™ )T K™ converge
fortement vers KT K.

fael A0 ; ryn'
Ainsi A§ n%j)roo No i.e n'A§ ,Hjoo No.
La suite (nA\g)n,>1 converge vers son unique v.a Ag.
Soit f, (resp. f) v.p unitaire associé a 1/A§ (resp. 1/Ao).

La projection de (K™)TK™ sur le complémentaire
orthogonal de f,; converge vers fortement vers celle de KT K
sur le complémentaire orthogonal de f.

La suite (nA]),>1 converge vers son unique v.a A1.
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Bessel

Preuve du théoréme
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Transformée de Riccati
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Transformée de Riccati

R 1 Vo
Le probléme aux valeurs propres ) = /\35731&,\ s'écrit sous

forme intégrale :

oo pmin(x,y)
Ba(x) = A /O /0 s(dz)s(y) m(dy)

oo min(x,y)
e a(x) = A /0 ( /O explaz + —= b(2)]dz)a(y)

VB
exp[—(a+ 1)y —

2
VB

b(y)ldy
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Bessel

Transformée de
Riccati
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Transformée de Riccati

Le probléme aux valeurs propres ) = /\Bgiw,\ s'écrit sous
forme intégrale :

oo pmin(x,y)
Ga(x) = A /O /0 s(dz)s(y) m(dy)

oo min(x,y)
i.e Ya(x) = )\/0 (/o explaz + %b(z)]dz)qp)\(y)
2

exp[—(a+1)y — ﬁb(y)]dy

1y est C3~ et vérifie le systeme différentiel :

GA(x)db(x) + ((a+ %)w;m e (x))dx

() = —
dipx(x) = 1y (x)dx

— unique processus de Markov pour toute paire (1 (0), 5 (0))
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Transformée de
Riccati

17/21



Transformée de Riccati

Transformée de Riccati : px(x

dpx(x) =

2

VB

p(x)db(x) + ((

L2
a —
B

) = 283 sur {g #0}

)p(x) — P2(x) — Ae ™) dx

Ensemble
B-Laguerre et
opérateur
stochastique de
Bessel

Une famille de diffusions

Transformée de
Riccati
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Transformée de Riccati

Transformée de Riccati : py(x) = zig; sur {1y # 0}

pa(x) = —=p(x)db(x) + ((a+ 2)p() = p(x) ~ Ae )

Diffusion initialisée en py(0) = +o0 et recommencée en +00
aprés chaque explosion en —oo
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Transformée de
Riccati
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Transformée de Riccati
Transformée de Riccati : py(x) = zigg sur {1y # 0}

pa(x) = —=p(x)db(x) + ((a+ 2)p() = p(x) ~ Ae )

Diffusion initialisée en py(0) = +o0 et recommencée en +00
apres chaque explosion en —oo

Théoreme

Pour A € R et k € N, on a I'égalité des événements :

{No > A} = {py n'explose pas sur R*}
{Ax > A} = {p\ explose au plus k fois sur R™}

Ensemble
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opérateur
stochastique de
Bessel

Transformée de
Riccati
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Ve - . Ensemble
Transformée de Riccati B-Laguerre et
opérateur
Bé , opérateur restreint a [0, L] avec conditions de Dirichlet. stochsstiue de

Pour X € R, 99(x) solution du systéme différentiel avec
¥R(0) = 0 et (¥5)'(0) = 1.

A est valeur propre de Bé@ si et seulement si w%(L) =0.

Transformée de
Riccati
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Transformée de Riccati Pl

opérateur
Bé , opérateur restreint a [0, L] avec conditions de Dirichlet. stochsstiue de
Pour X € R, 99(x) solution du systéme différentiel avec

¥9(0) =0 et (¥3)'(0) = 1.

A est valeur propre de Bé@ si et seulement si w%(L) =0.

Si 9(x) > 0 pour 0 < x < L alors A5 > \. Transformée de

Riccati

19/21



Ensemble

Tra nSformée de Rlccatl B-Laguerre et

opérateur
Bé , opérateur restreint a [0, L] avec conditions de Dirichlet. stochsstiue de
Pour X € R, 99(x) solution du systéme différentiel avec

¥9(0) =0 et (¥3)'(0) = 1.

A est valeur propre de Bé@ si et seulement si w%(L) =0.

SI T/JR(X) >0 pour 0<x S L alors /\IO_ > A Transformée de

Riccati

D’ou I'égalité :

{A§ > A} = {42 ne s'annule pas sur 10, L]}

Pour k € N :
{AE > A} = {9 s'annule au plus k fois sur ]0, L]}
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Transformée de Riccati Pl

opérateur
stochastique de
Bessel

Simulation de pjg pour 5 =1":

Une famille de diffusions

o
\ Th me con gen:
. \
\ " N

Sur cet événement, on a A7 < 10 < Ag.
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Transformée de
Riccati
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