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8 Chapitre 1. Rappels ou compléments de Probabilités

1. Variables gaussiennes

1.1. Exemple fondamental.

EXERCICE 1.1. Considérons n variables aléatoires X1, ..., X, indépen-
dantes et de loi respectivement N(my,03),..., N(my,,02).
Pouri=1,...,n, la variable aléatoire X; est donc de densité

B 1 1 /xz—my 2
in(x)_\/%aieXp _2< o > ’

par rapport a la mesure de Lebesque A\ sur R.
1) Montrer que l’on peut écrire la densité du vecteur de R™

X1
X = :
Xn
de la forme :

! ! o= my T = m

fX(m,...,:L"n)—(\/ﬁ)nx\/mexp{ 5

ot ' est la transposée du vecteur u et ot m et I'x sont respectivement le
vecteur des espérances et la matrice de covariance du vecteur aléatoire X .

2) On rappelle que la fonction caractéristique (f.c.) d’une v.a.r. X; de
loi N(mj,a?) est :

- 1
@XJ(AJ) = E(ez)\ij) = exp {z)\]m] — 2)\?0?} s
pour tout A\; de R. En déduire que celle du vecteur X = (Xi,...,X,) est :
N 1
ox () = E(e™X) = exp {i/\’m — 2)\’FX)\} ,
pour tout A vecteur de R™.
3) En utilisant les f.c., montrer que toute combinaison linéaire des com-

posantes de X est de lot normale sur R dont on déterminera l’espérance et
la variance.

Solution de 1’exercice.
1) En raison de 'indépendance des variables aléatoires X;, la densité conjointe du vecteur
Xq1,..., X, est:

P 00) = [ {—i > (25™) } -

i=1
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1. Variables gaussiennes 9

Notons que la matrice I'x est diagonale en raison de I'indépendance des v.a.r. (X;)i=1,. n.
Comme toutes les variances o; sont strictement positives, on obtient aisément la matrice inverse

1/0? 0
—1 o .
Iy = .
0 1/02
On peut alors réécrire la densité conjointe du vecteur X = (Xy,...,X,,) sous la forme

= ! ! ex —lx—m'_lx—m
) = T TR e T e

fx(.rl, ..

puisque
(x — m) T (z — m)
1/0’% 0 Ir1 —mq

= (x1—m1,...,Tp —Myp)

n

xi—mi2
_ ylom?

i=1 v

2) En raison de l'indépendance entre les composantes du vecteur X, on a, pour tout

A= (A1,...,Ap) de R™ :

x(N) = 0x,,..x, (As - An) = [ ox, (V)
j=1

d’ou on tire :

. 1
S DR WE

3) Une combinaison linéaire des composantes du vecteur X s’écrit de maniére générale
sous la forme :

<)‘7 X> - A/X
o A = (Ag,..., A\n) est un vecteur de R™. Il vient alors, pour tout u dans R :
o) = E (X)) = E (e0AX)

= pxuN) = px(ul,...,ul,)
= exp {iuNm — %UQ)\/F)()\} .

La fonction caractéristique de la v.a.r. (A, X) est donc de la forme :
oox)(u) = exp {iua — %qu} ,

aveca = N'met b = N'T'x \. Par caractérisation, lav.a.r. (A, X) est donc de loi N(N'm, N'Tx ).

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



10 Chapitre 1. Rappels ou compléments de Probabilités

1.2. Définition.

DEFINITION 1.1. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) de R™ est dit vecteur gaussien si,
pour tout A = (A1,...,\,) de R, la v.a.r.

NX = i i X
=1

est une v.a.r. de loi normale. Autrement dit, si toute combinaison lincaire des composantes
de (X1,...,X,) est de loi normale.

Si son vecteur des espérances est m et sa matrice de covariance est I'x, on note X ~
Ny, (ma FX) .

Remarquons que 'on peut en particulier en déduire que toutes les composantes du vecteur
X sont des v.a.r. de loi normale (Exercice trivial !). En revanche, la réciproque est fausse. Un
vecteur dont toutes les composantes sont de loi normale, n’est pas nécessairement un vecteur
gaussien. On en verra un contre-exemple sous forme d’exercice a la fin de cette section.

La définition précédente implique également que tout sous vecteur d’un vecteur gaussien
est encore un vecteur gaussien.

PROPOSITION 1.2. Si X est un vecteur gaussien de vecteur des espérances m = (mi,...,my)
et de matrice de covariance Uy, alors, pour tout A dans R™, la v.a.r. N X = (\, X) est de loi
NNm, NTx\).

EXERCICE 1.2. Démontrer cette proposition.

Preuve/solution de ’exercice. On utilise d’abord le fait que, par définition d’un vecteur
gaussien, la v.a.r. M X est de loi normale. Il ne reste plus qu’a calculer son espérance et sa
variance. On sait que 'on peut écrire :

ENX) = NEX =XNm
et F)\/X = )\/F)()\.

On peut aussi caractériser un vecteur gaussien par sa fonction caractéristique, grace a la

proposition suivante.

PROPOSITION 1.3. Pour qu’un vecteur X de R™ soit un vecteur gaussien, il faut et il suffit
qu’il existe un vecteur m de R™ et une matrice I' symétrique et positive de dimension n X n
tels que, pour tout vecteur A de R™, on ait :

1
Ox(A1,...,A\n) = exp {i)\/m — 2>\/F)\} .

Dans ce cas, on a : EX =metT'x =T.

EXERCICE 1.3. Démontrer cette proposition (Ind. Dans un sens on
utilisera la proposition précédente et dans l'autre la définition précédente d’un
vecteur gaussien).

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



1. Variables gaussiennes 11

Preuve/solution de l’exercice. Supposons que X soit un vecteur gaussien. Toute
v.a.r. de la forme N X, pour A dans R", est donc de loi N(XN'm,NTx\). Ainsi sa fonction
caractéristique est :

- 1
oxx(u) = E(e”‘)‘ X) = exp {iu/\’m — 2u2/\TX)\}
En posant © = 1 dans cette équation, on obtient :
~ 1
E(e ) = exp {i/\’m - 2)\TX)\} ,

Ce qui est bien I'expression annoncée pour la fonction caractéristique.
Réciproquement, soit X un vecteur aléatoire dans R™ ayant pour fonction caractéristique

ox(A\) = exp {M’m — ;)\’I‘X)\} - K (ei<A,X>) ’

pour tout A dans R™. Notons maintenant ¥ = (\, X) la variable aléatoire réelle dont la
fonction caractéristique est, pour tout u dans R :

oy(u) = E (eiuY) K (eiu)\’X> K (ei<)\u,X>)

1
= exp {iu/\’m — 2u2/\TX)\}

1
= exp {iua - 2u2b}

ot a = NM'm et b = NT'xA. Par caractérisation, la v.a.r. Y est donc de loi N(XN'm, NT'x\).
On a donc démontré que toute combinaison linéaire des composantes du vecteur X est de loi
normale, et par définition il s’agit bien d’un vecteur gaussien. O

Notons que, dans tout ce qui précéde, la matrice I'x n’est pas supposée inversible. En re-
vanche, la définition d’un vecteur gaussien par sa densité, par rapport & la mesure de Lebesgue
dans R"™, n’est possible que si cette matrice est inversible, comme ['affirme la proposition sui-
vante.

PropPOSITION 1.4. Soit X un vecteur gaussien dans R™ d’espérance m et de matrice des
covariances I'x. Lorsque I'x est inversible, le vecteur aléatoire X est dit vecteur aléatoire
gaussien non dégénéré et sa loi est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque
dans R™ et admet pour densité

1 1 1 Ja
(on) 2 o) exp {—2(37 —m) le(gf — m)} .

Un vecteur gaussien de matrice de covariance I'x telle que det(I'x) = 0 (i.e. I'x non
inversible) est dit dégénéré et n’admet pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue
dans R™.

fx(xl, .. .,:Cn) =

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



12 Chapitre 1. Rappels ou compléments de Probabilités

1.3. Propriétés des vecteurs aléatoires gaussiens.
1.3.1. Transformation linéaire d’un vecteur gaussien.

PROPOSITION 1.5. La transformée d’un vecteur gaussien de R™ par une application linéaire
de R™ vers RP est encore un vecteur gaussien.

EXERCICE 1.4. Démontrer cette proposition (Ind. Calculer la fonction
caractéristique du vecteur Y = AX ou A est la matrice de 'application
linéaire considérée et X est le vecteur gaussien initial).

Preuve/solution de l’exercice. Soit X un vecteur gaussien de R™, de vecteur des
espérances m et de matrice de covariance I'x. Soit A la matrice associée & une transformation
linéaire quelconque de R™ vers RP. La matrice A est donc de dimension p x n. Calculons la
fonction caractéristique du vecteur aléatoire ¥ = AX.

D’apres ce que 'on a vu au chapitre précédent, pour tout A de RP, on a :

SOY()\) = SOAX<)\) = E (ei<)‘7AX>> — E (ei<A,A,X>>
= ox(A'\) =exp {i)\’Am — ;/\’AFXA’/\} .

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans RP de vecteur des
espérances Am et de matrice de covariance AI'x A’, i.e.

Y ~ N,(Am, AT x A). H

1.3.2. Vecteur gaussien et indépendance.

On sait que, d’'une maniére générale, I'indépendance entraine la non corrélation (i.e. co-
variance nulle) mais que la réciproque est fausse. Dans le cas d’un vecteur gaussien il y a
équivalence, comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 1.6. Soit X un vecteur gaussien dans R™. Pour que ses composantes X1, ..., Xy
soient indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de covariance soit diagonale.

EXERCICE 1.5. Démontrer cette proposition (Ind. Un seul sens néces-
site une preuve. Pour ce faire on pourra utiliser les f.c. et la caractérisation
qu’elles procurent pour l'indépendance entre v.a.r.).

Preuve/solution de I’exercice. 1l suffit, bien siir, de montrer la réciproque. Supposons
donc que I'x soit diagonale, i.e.

2
oy 0

I'x =

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



1. Variables gaussiennes 13

Comme X est un vecteur gaussien de loi N,(m,I'x), chacune de ses composantes X;, pour

j=1,...,n, est de loi normale N(m;, 0']2-) et de fonction caractéristique :
: L 509
©x;(Aj) = exp {z)\jmj - 2Uj)\j} ,

pour tout \; dans R.
Par ailleurs, la fonction caractéristique du vecteur X est, pour tout A dans R :

1
ox(A\) = exp{i)\'m—zx\’f‘x)\}

n n
. 1
= expKi g Ajm; — 3 g )\?0]2-
=1 =1

n
1
exp Z {i)\jmj — 2)@032}

j=1
n 1 n
. 2 2
= Hexp {ZAjmj — 2)‘3"7'} = H ox;(Aj)-
j=1 j=1
La caractérisation bien connue de I'indépendance au moyen des f.c. permet de conclure. O

COROLLAIRE 1.7. Si le couple (X,Y") est un vecteur gaussien, on a
X 1Y & Cov(X,Y) =0.

Preuve. Immeédiate. O

Nous attirons ’attention du lecteur sur le fait que deux variables aléatoires réelles gaussi-
ennes et non corrélées ne sont pas nécessairement indépendantes. Pour s’assurer qu’elles le
soient il faut pour cela qu’elles constituent un couple gaussien.

L’exercice suivant établit un contre-exemple.

EXERCICE 1.6. Considérons une v.a.r. X de loi N(0,1) et ¢ une v.a.r.
discrete de loi définie par :
1 1
pe=1)=5 e ple=-1)=}
et telle que les v.a.r. € et X soient indépendantes. On pose Y = eX.
1) Calculer la loi de Y.
2) Montrer que X et'Y ne sont pas corrélées (i.e. sont de covariance
nulle).
3) Montrer qu’elles ne sont cependant pas indépendantes. (Ind. on
pourra raisonner par l’absurde et considérer la v.a. X +Y)

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



14 Chapitre 1. Rappels ou compléments de Probabilités

Solution de ’exercice.
1) On a:
Fy(y) = PleX <y)
= P({eX<yinfe=1})+P({eX <y}nfe=-1})
= P{X<yin{e=1}H+PH{-X <y}n{e=-1})
= P(X<yPle=1)+PX >—-y)Ple=-1)
1 1
= EP(X <y)+ iP(X <y) = Fx(y).
Ainsi la v.a.r. Y est de loi N(0,1).
2) Puisque X et Y sont centrées et que € et X sont indépendantes, on a :
Cov(X,Y) =EXY —EXEY = E(c¢X?) =EeEX* =0
3) En raisonnant par I’absurde, supposons qu’elles soient indépendantes . D’aprés ce que
I'on a vu au début de ce chapitre, le couple (X, Y') serait gaussien et X + Y serait alors de loi

normale et donc absolument continue.
Or, en notant que X +Y = (1+¢)X,on a:

1

P(X+Y =0)=P(4+c=0)=Ple=-1)=,
ce qui contredit le fait que la v.a.r. X 4+ Y soit absolument continue. Les v.a.r. X et Y ne
sont donc pas indépendantes. &

2. Théorémes des classes monotones et théoréme de Carathéodory

Dans cette section nous ne donnerons pas les preuves des théorémes car elles sont trés
techniques et longues. L’important est surtout de savoir utiliser ces résultats fondamentaux
pour la suite de ce cours.

DEFINITION 1.8. Une famille M de parties d’un ensemble € est appelée classe monotone
st
i) Qe M,
ii) si (Ap) est une suite croissante d’éléments de M tels que A, /A, alors A € M,
iii) Si A et B sont des éléments de M et si A est inclus dans B, alors B\ A est dans
M.

Une tribu est bien stir une classe monotone. On peut de méme montrer facilement quune
classe monotone fermée pour 'intersection finie est alors une tribu (Exercice a faire !).

THEOREME 1.9. (Théoréme des classes monotones, version ensembliste) Si S est
une famille de parties de 2 fermée pour l'intersection finie, alors la classe monotone engendrée
par S coincide avec la tribu engendrée par S, i.e.

m(S) = o(S).

THEOREME 1.10. (Théoréme des classes monotones, version fonctionnelle) Soit
H une espace vectoriel de fonctions bornées définies sur ) a valeurs dans R contenant les
constantes et stable par limites monotones bornées, i.e. si (f,) est une suite croissante bornée
de fonctions positives de H, alors f := lim f,, est dans H. Soit C un sous-ensemble de H stable
par multiplication.

Alors H contient toutes les fonctions bornées o(C)-mesurables.

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



2. Théorémes des classes monotones et théoréme de Carathéodory 15

Le théoréme des classes monotones permet en particulier de montrer 'unicité dans le
théoréme fondamental suivant.

THEOREME 1.11. (Théoréme de Carathéodory) Soit p une mesure o-additive sur
lalgebre de Boole A de parties de Q. Alors il existe une mesure fi sur la tribu o(A) telle
que i(A) = p(A), pour tout A de A. De plus i est unique et o-finie si u est o-finie.

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009
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18 Chapitre 2. Généralités sur les Processus Stochastiques

Ce chapitre a pour but d’introduire formellement la notion de processus stochastique,
d’en donner une définition relativement générale avant d’étudier plus précisément quelques
cas particuliers dans les chapitres suivants. Il est certainement un peu abstrait et peu digeste
(malgré mes efforts...) a la premiére lecture du polycopié. Il est d’ailleurs & noter qu'il se
trouve & la marge du programme de cette unité. C’est pourquoi, il peut étre conseillé de
le sauter en premiére lecture. Ensuite, pour répondre & quelques unes des questions que
vous pourriez vous poser sur les processus stochastiques étudiés ultérieurement (processus de
Poisson, Chaines de Markov et Martingales), il trouvera peut étre son utilité, en particulier
pour ceux qui désireraient en savoir un peu plus...

1. Notion de processus stochastique

1.1. Introduction. On s’intéresse a I’évolution d’un phénomeéne, d’une variable au cours
du temps. On utilise le terme de processus quand on suppose l'intervention d’aléa ou d’un trop
grand nombre de facteurs explicatifs qu’on ne peut prendre en compte et que 1'on rassemble
du coup dans ’aléa. Quatre grands types de processus se dégagent rapidement dont voici des
exemples :

e —Evolution de la température relevée tous les matins a 7 heures.
—Nombre mensuel d’immatriculations nouvelles relevées & Besangon.
—Nombre de personnes “placées” dans le monde du travail par ’ANPE par mois.

e —Relevé par seconde de la dilatation d’un matériau sous 'effet de la chaleur.
—Evaluation sensorielle d’un produit & des instants différents.
—Relevé par heure de la concentration sanguine d’un certain type d’anticorps sur un
patient.

e —Nombre d’appels regus par un standard téléphonique depuis le début de la journée,
i.e. dans l'intervalle [8h,t] pour t € [8h, 1Th].
—Relevé en continu du nombre de voitures arrétées a un feu rouge, nombre de clients
& une caisse de supermarché ou & un guichet de banque.

e —Electrocardiogramme d’un patient
—Variation d’un indice boursier.
—Evolution de la proportion d’ozone dans ’atmosphére au cours de la journée dans
le centre de Paris.

Ces processus peuvent étre modélisés par la donnée d’un espace probabilisé (€2, .4, P), d'un
espace probabilisable (E,£), d'un ensemble T" et d’'une famille de v.a. (Xi)ier de (2, A, P)
a valeurs dans (F,&). Les quatres grands types que nous avons vu précédemment sont dif-
férenciés par leur ensemble T', appelé espace des temps, et leur ensemble E, appelé espace
d’états.

Si T est un espace dénombrable, N par exemple, on parle de processus a temps discret.
C’est le cas pour les deux premiers grands types introduits plus haut. Si I’espace T est de
type continu, par exemple R ou R, on parle de processus a temps continu. C’est le cas
des deux derniers types. Notons que l'on peut aussi considérer des processus a espace des
temps multidimensionnel, comme par exemple 7' C R*. Il en est ainsi pour la modélisation du
mouvement de la vague sur ’océan. Pour un point ¢ repéré par sa latitude et sa longitude, on
reléve la hauteur X; de la vague. Il en est ainsi également en traitement de I'image ou pour
tout ¢ coordonnées du pixel (dans N2) on associe un niveau de gris X; pour des images en noir
et blanc, ou un triplet de valeurs donnant les niveaux de rouge, bleu et vert. On parle alors
de processus spatiaux mais nous n’aborderons pas ces derniers dans ce cours.

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



1. Notion de processus stochastique 19

On peut également distinguer deux types d’espace d’états, selon qu’il est discret ou continu
comme respectivement dans les types 1 et 3 et les types 2 et 4. Notons que nous n’avons
considéré que des espaces d’états unidimensionnels et que bien str, sans difficulté majeure,
on pourra également considérer des espaces d’états mutlidimensionnels, par exemple E C RF.
Il en est ainsi par exemple si on considére le déplacement au cours du temps d’une particule
dans un liquide, repérée par ses coordonnées dans 1’espace.

1.2. Définition-Mesurabilité. A la suite des exemples précédents, on souhaite définir
une maniére de représenter 1’évolution d’un systéme au cours du temps.

Une représentation déterministe consiste & spécifier un espace T, dit espace des temps, un
espace F, dit espace des états et une fonction

z: T — FE
t — X

Ainsi on pourra représenter 1’évolutions de systémes déterministes par des équations par
exemple du type : x; = t? ou 2; = A cos at, etc...

Mais, comme nous ’avons vu dans les exemples de la section précédente, il est parfois
utile ou nécessaire de faire intervenir ’aléatoire. Pour cela on se donne un espace probabilisé
(Q, A, P) et une famille (X;)ier de v.a. de (2, A, P) vers (E, &), i.e. pour tout ¢t € T la
fonction X; de (92, A) vers (E, ) est mesurable, i.e.

VBeé&:X;Y(B)={X; € B} ={w: X;(w) € B} € A.
En résumé, on a donc :
vVt € T,VB € £, X, (B) € A

Remarquons que 'on peut aussi considérer un processus comme une fonction de T' x
vers F,

TxQ — FE
(t,w) — X(t,w)

et également comme une fonction de €2 vers I’ensemble des fonctions de T' vers F, ensemble
noté ET,

X: Q — ET

w = (t— Xy(w))

Dans la derniére formulation, pour une réalisation w du hasard on alors une fonction de ET.
Chaque fonction obtenue pour un w particulier est alors appelée trajectoire.

Revenons sur la notion de mesurabilité. Celle-ci, déja introduite plus haut, est équivalente
aux suivantes.

eVne N, V(t,...,tp) € T",¥Y(By, -+ ,Bp) €E", ona :
{(Xty,..., X)) €B1 x---xB,}eA
e Vn € N,Y(t1,...,t,) € T", VB € £%"tribu produit sur E"
{(X¢y,...,Xs,)eBe A
On a vu que l'on pouvait voir le processus X comme fonction de Q vers ET. Si I’'on muni
ce dernier espace d’une tribu, que I’on notera £97, on pourra alors également voir le processus

X comme une fonction mesurable de (€2, A) vers (ET, £%T). Cette notion de mesurabilité sera
alors équivalente & celle introduite précedemment.

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



20 Chapitre 2. Généralités sur les Processus Stochastiques

DEFINITION 2.1. Soit (E;, &;)ier une famille d’espace mesurables. On note ®;ecr&; la tribu
sur Hz‘e] E; engendrée par les pavés Hiel B;, ou les B; sont éléments de &; et sont tous égaux
a E;, sauf un nombre fini. Si T est un ensemble et (E, &) un espace mesurable, on notera E57
la tribu engendrée par les pavés sur ET.

Les notions équivalentes de la mesurabilité d’un processus stochastique, introduites précédem-
ment, sont alors encore équivalentes a

e Le processus X est mesurable de (Q2,A) vers (E,&)7T.

e Pour tout pavé [[,c, B; de ET on a

X_l(H B;) ={w: Xi(w) € By, pour tout t} € A
teT

1.3. Loi d’un processus, Processus canoniques. La notion de loi d’un processus est
9
calquée sur celle de loi d’une variable aléatoire.

DEFINITION 2.2. On appelle loi du processus (2, A, P, (Xy)ier) la loi image Px de P
par X.

La loi d’un processus est donc une probabilité sur I’ensemble des fonctions de T vers E.

THEOREME 2.3. La loi d’un processus (2, A, P, (X¢)ier) est caractérisée par les valeurs de
P({(Xsy, -, Xt,) € By x -~ x Bp})

pour tout n dans N, tout (t1,...,t,) dans T™ et tout By X --- x By, dans E™. On dit encore
que la lov Px du processus X est caractérisée par l’ensemble des lois marges de dimension
finie, i.e. par l'ensemble des lois Px, . x,) de tout sous vecteur de dimension finie.

Preuve. 11 suffit de remarquer que I’ensemble des pavés mesurables est stable par inter-
section finie. Le théoréme de Carathéodory nous dit alors qu'une probabilité sur (E, &) est
caractérisée par ses valeurs sur les pavés [ [, By, i.e. parles Px([[,cq Bt). La définition d'un
pavé implique alors clairement que la donnée de ces probabilités est équivalente & la donnée
du systéme de probabilité du théoréme.O

DEFINITION 2.4. Soient X et Y deux processus ayant méme ensemble des temps T et
méme espace d’états (E,E). On dit que les processus X et'Y sont équivalents s’ils ont méme
loi, i.e. st

VneN, Y(ty,...,t,) €T", Y(B1,...,B,) €E", on a:
P{(X4y,...,Xy,) € By x -+ xBp}) = P{(Yey,..-, Y2,,) € By X -+ X Bp})

Parmi tous les processus équivalents, i.e. ayant tous la méme loi, on peut en distinguer un
de maniére unique. Il sera alors souvent pris comme représentant de sa classe d’équivalence.

Soit donc (£, A, P, (X;)ter) un processus défini sur (2, .A) et a valeurs dans (E,&)T. Sa
loi est Py, image de P par la fonction mesurable X. Définissons I'ensemble (7;)icr des
applications coordonnées d’indice ¢, i.e. pour tg € T :

Tt ET — FE
(Te)ter = w4
On peut, & la suite de ce que l'on a fait précédemment, montrer que la tribu E87 est la

plus petite tribu rendant mesurable les applications coordonnées de ET vers E, i.e. E¥T =
a(ﬂgl(B) :Vtg €T, VB € ) = o(m : t € T), on si V est une famille d’ensembles (resp.
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1. Notion de processus stochastique 21

famille de fonctions), la tribu (V) est la tribu engendrée par (resp. rendant mesurable tous
les éléments de) V. Ainsi, sur (ET,£%T, Py) on peut définir une famille (7;);er de v.a. de
(ET €T, Py) vers (E,E). Au sens de la premiére définition (vue en début de cette section), il
s’agit donc d’un processus. Remarquons que ce processus est équivalent au processus (Xy)er.
En effet, pour tout n dans N, tout (¢1,...,t,) € T" et tout (By,...,B,) € ", on a:

PX({(TFtl,...,ﬂ'tn)GBlX'--XBn})
= P(XY(my,...,m,) € By x---x Bp})
= PH{w: (X4 (w),..., X, (W) € By x -+ x Bp})
= P{(Xy,...,Xs,) € By x---x Bp})

On a donc pratiquement établi la proposition suivante, le reste étant aisé.

PROPOSITION 2.5. L’ensemble des processus, ayant méme espace des temps et d’états, qui
sont équivalents entre eux forment une classe d’équivalence.

Parmi les éléments de cette classe d’équivalence, il en existe un unique défini sur (E,E)T
par les applications coordonnées. Ce processus est appelé processus canonique.

On remarque que travailler sur les processus canoniques revient a travailler au niveau des
lois des processus, i.e. au niveau des classes d’équivalences. On appelle version du processus
un élément quelconque de cette classe et on utilise le plus souvent la version canonique.

1.4. Processus canoniques ayant des répartitions finies données. Théoréme de
Kolmogorov. On vient de voir dans la section précédente qu'un processus stochastique est
entiérement déterminé par ses marges de dimension finie. On peut se poser la question dans
lautre sens. Ayant un systéme de loi de dimension finie, existe-t-il un processus (Xi)ier
ayant pour marges de dimension finie, ces lois 7 De maniére plus mathématique, on posera la
question sous la forme suivante. Notons pour cela ¥ ’ensemble des parties finies de T, i.e.

SeXsidneNet (t1,...,tn) € T" tel que S = {t1,...,t,}.

Supposons que l'on ait un systéme (ps)sex; de lois de dimension finie. Existe-t-il une probabilité
P sur (ET, ET), et si oui est-elle unique, telle que P ait pour systéme de marges de dimension
finie la famille (ps)sex ?

On remarque assez vite qu’'une question de cohérence apparait. Notons en effet wg la
projection de ET sur ES et mgg, pour S’ C S, la projection de ES sur E". On cherche donc
une probabilité P telle que la probabilité mg * P, image de P par 7g, soit égale & ug et ce
pour tout S dans X. Or, clairement, pour S’ C S, on doit avoir mgg * g * P a la fois égal a
g x P = pgr et égal & mggr * pug. Il faut donc nécessairement que le systéme de marges que
I'on se donne (ug)sex soit cohérent, i.e. :

V(S/,S) S 2275# CS:mggr % g = lgr.

L’intérét du théoréme suivant du a Kolmogorov est de montrer que cette condition, dont on
vient de souligner la nécessité, est aussi suffisante. Mais donnons en premier lieu la définition
d’un espace polonais.

DEFINITION 2.6. Un espace E est dit polonais, s’il est métrique, séparable (i.e. il existe
une base dénombrable d’ouverts) et complet (toute suite de Cauchy est convergente).

THEOREME 2.7. (Kolmogorov) Soit E un espace d’états polonais muni de sa tribu boréli-
enne (i.e. tribu engendrée par les ouverts pour la topologie) et T un espace des temps. Soit
(1s)sex un systeme de lois de dimension finie (ug loi sur E pour S partie finie de T'). Si ce
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22 Chapitre 2. Généralités sur les Processus Stochastiques

systeme de lois est cohérent alors il existe une unique probabilité P sur (E,E)T telle que ses
marges de dimension finie coincident avec le systéme de lois (fug)ses.-

Remarque : On peut vérifier que les espaces mesurables suivants sont polonais :
hd (R> BR);
b (Rdv BRd);
e I est dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties.

1.5. Modification d’un processus et processus indistinguables.

DEFINITION 2.8. Soit X = (2, A, P, (X})ter) et X' = (Q, A, P,(X])ter) définis sur le
méme espace probabilisé (2, A, P), ayant méme espace des temps T et méme espace d’états E.

On dit que le processus X est une modification du processus X' si pour tout t dans T,
les v.a. Xy et X[ sont presque sirement égales.

1ls sont dits indistinguables si ’'on a P-presque-siirement :

Xy = X[, VteT.
Il est clair que deux processus modifications 'un de l'autre sont équivalents. Remar-
quons également que deux processus indistinguables sont modification I'un de I'autre mais,
en revanche, la réciproque est fausse dés que l'espace des temps n’est pas dénombrable.

L’indistinguabilité signifie qu’en dehors d’un ensemble négligeable sur ), toutes les trajec-
toires des deux processus coincident ce que n’exigeait pas la notion de modification.

Exemples de processus qui sont modifications l'un de ’autre et qui ne sont pas indistin-
guables

e Soient (X¢)se(0,1) €t (X})iefo,1) deux processus définis sur le méme espace probabilisé
([0, 1], Bjo 115 Ajo,1))s 01t Ajg 1] est la mesure de Lebesgue sur [0, 1], et définis par :

Xi(w) = Ty g(w)
Xi(w) Tjy, 1 (w)
On a pour tout ¢ dans [0,1] :
Aoy (Xe = X3) = Aoy ({w : Xe(w) = Xj(w)}) = Apy([0, 1]\ {t}) = 1

Les processus (Xt)ie(o,1] et (X{)te[o,1) sont donc modifications I'un de I'autre mais ne
sont pas indistinguables puisque les trajectoires, pour w quelconque dans €2 sont :

t— Xt(W) = ]l[o’w[(t)
t Xi(w) = T (2)

et sont donc toujours différentes.
e Soit (X¢)se[o,1] un processus déterministe, tel que :

Xi(w) =1, Yw e Qet Vt €[0,1].

Soit maintenant U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1] et (Y%);c[0,1) le processus défini,
pour tout w dans €2 par :

i) - {

On a alors clairement, pour tout ¢ dans [0,1] :
PUX, =Yi}) = 1- PUU = 1}) = 1.

0 pourt="U(w)
1 ailleurs.
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Mais en revanche :

P({Vt: X; =Y;}) = 0.

Remarque : On verra ultérieurement qu’en revanche si deux processus sont modifications
I'un de autre et s’ils sont tous les deux & trajectoires p.s. continues alors, nécessairement, ils
sont également indistinguables.

2. Exemples classiques et fondamentaux de processus stochastiques

2.1. Suite de v.a. indépendantes. Supposons que les v.a. (X,)nen solent toutes
indépendantes, & valeurs dans R mais non nécessairement identiquement distribuées, de f.d.r.
(Fy)nen- Les lois marginales du processus sont bien siir caractérisées par les f.d.r. des vecteurs
extraits. Or la f.d.r. multidimensionnelle d'un vecteur extrait X, ,..., Xp,,, ou {ny,...,ng}
est une partie quelconque de N, est :

F(xnl"“7$nk) = Fnl(xnl)Fnk(xnk)

On vérifie trés facilement que ce systéme est cohérent et donc d’aprés le théoréme de Kol-
mogorov, il existe un processus sur (R, BR)N ayant les marges qui coincident avec ce systéme
de lois de dimension finie.

2.2. Processus stationnaires. Il a été vu en cours de Séries Temporelles qu'un processus
avec pour espace des temps T' et espace d’états E est dit stationnaire (au sens fort), si
pour tout n dans N et tout (t1,...,t,) € T", on a identité des lois des marges de dimension
finie prises aux instants (t1,...,t,) et (¢1 + h,...,t, + h), pour h > 0, i.e.

Y(B1,Ba,...,B,) € ", ona :
PU{(X1y, Xty  Xe) € By X - % By}) =
P({(Xt1+h7Xt2+h7 s 7th+h) S Bl X X Bn})

On dit qu’il y a invariance des lois des marges de dimension finie par translation temporelle.

Si le processus est du second ordre (i.e. X; € L?(Q, A4, P), pour tout t), on dit qu'il est
stationnaire au sens faible si sa moyenne est constante et la covariance entre Xy et X;1p,
pour t et t + h dans T', ne dépend que de h.

2.3. Processus gaussiens.

DEFINITION 2.9. Un processus d’espace des temps T et d’espace d’états R est dit processus
gaussien réel si toutes ses marges de dimension finie sont des vecteurs gaussiens

On sait qu’un vecteur gaussien est entiérement spécifié par la donnée de son espérance et
sa matrice de covariance. On va donc pouvoir entiérement spécifier un processus gaussien en
donnant sa fonction moyenne et sa fonction covariance.

En remarquant que tout vecteur extrait d’un vecteur gaussien est encore un vecteur
gaussien, la cohérence d’un tel systéme de loi est vérifiée et on a donc la proposition suiv-
ante.

THEOREME 2.10. Soit m une fonction de T vers R et I une fonction symétrique de T?
vers R tel que pour toute partie finie {t1,...,t,} de T, la matrice (I'(ti, t;)1<i j<n) Soit définie
positive (on dit que la fonction I est de type positif).

1l existe alors un unique processus gaussien, 4 une équivalence pres, dont les marges finies,
pour n € N et (t1,...,t,) € T", sont un vecteur gaussien d’espérance (m(t1),...,m(t,))T et
de matrice de covariance (I'(t;, tj)1<ij<n). Les fonctions m et I' caractérisent entiérement la
loi du processus gaussien.
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24 Chapitre 2. Généralités sur les Processus Stochastiques

2.4. Processus a accroissements indépendants.

DEFINITION 2.11. Soit T un espace des temps inclus dans R, E un espace polonais et X
un processus de (2, A, P) vers (E,&)T.

On dit que le processus X est a accroissements indépendants (on écrit souvent PAI)
st pour tout t; < to < --- <t, deT, les v.a.

Xy — Xpy, Xy — Xigy oo, Xy, — X,y

sont mutuellement indépendants. Si l’espace des temps admet un plus petit indice ty, on
suppose que la famille précédente enrichie de la v.a. X, est encore une famille de v.a. in-
dépendantes.

Le processus est dit a accroissements stationnaires si la lov de Xyip — X; dépend
uniquement de h et non de t. Un processus a accroissements indépendants et stationnaires est
noté PAIS.

Si 'espace des temps est N (ou éventuellement Z) on parle plutét de marche aléatoire,
appellation plus claire en considérant les v.a. (Z,,) définies, pour n > 0 par :

Zo=Xo, Z1=X1—Xo, Zo=Xo—X1,..., Z, =X, — X5,

On a en effet

Xn:Z0+Zl+---+Zn

Le pas effectué au temps n par le processus, i.e. Z, = X,, — X,,_1, est bien indépendants du
passé.

Ezemple : La marche aléatoire simple.

Soit X un processus stochastique a espace des temps N, espace d’états Z et défini de la
maniére suivante : Xo =0 et Z, = X,, — X,,_1 est de loi pd; + (1 — p)d_; et la famille des v.a.
(Zn)nen est une famille indépendante.<

Nous étudierons plus tard le mouvement brownien et le processus de Poisson qui sont des
PAIS.

2.5. Martingales. Soit X un processus défini sur (€2, A, P) et a valeurs sur (R, Bg)”, ou
T est soit RT, soit N pour simplifier les notations. Définissons pour tout ¢ dans 7' la tribu
engendrée par les X pour s < ¢,

Fi=0(Xs;s<tetseT),

dite histoire du processus au temps t. Il est évident que I'on a F; C Fy, pour tout ¢t < ¢'. La
famille de tribu (F;) est dite filtration naturelle associée au processus X.

DEFINITION 2.12. On dit qu’un processus (X¢)ier G valeurs dans (R, Bg) est une mar-
tingale par rapport a sa filtration naturelle si U'on a :

E‘Xt‘ < +o0, VteT
E(X; / Fs) = X, pour tout s <t et (s,t) € T?
Le signe E(X; / Fs) signifie 'espérance conditionnelle de X relativement a la tribu Fs.
Cette notion d’espérance conditionnelle sera définie précisément dans un chapitre ultérieur.

On peut utiliser les martingales pour modéliser des jeux équitables. En effet, si X; — X
est le gain du joueur entre les instants s et ¢, on a dans un jeu équilibré : E(X; — X / Fs) = 0.
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Remarquons enfin, que la marche aléatoire simple que nous avons considéré précédemment
est une martingale & temps discret si elle est symétrique, i.e. si p = 1/2, puisque :

n
E|X,| <) E|Z]| < +oo
i=1
et B(Xny1—Xn /) Fp) =E(Zns1 | Fu) =EZpi1 =0

Nous reviendrons sur les martingales & temps discret, qui sont au programme de cette unité,
dans un prochain chapitre.

2.6. Processus de Markov. Nous reprennons les mémes notations qu’a la sous section
précédente.

DEFINITION 2.13. Un processus (2, A, P, (X¢)ier) @ valeurs dans un espace (E,E) est dit
processus de Markov si pour tout s <t, (s,t) € T? et tout A€ &, on a :

P(XtGA/.FS):P(XtEA/XS)

On dit que le futur du processus ne dépend du passé qu’a travers le présent.
Ce processus est dit homogéne si la loi de Xy sachant X ne dépend que de t —s pour s < t.

Terminologie : Si l'espace des temps est discret, on parle de chaine de Markov, s’il est
continu on parle de processus de Markov (a temps continu). Les chaines de markov sont au
programme de cette unité et seront étudiées dans un chapitre ultérieur.

2.7. Processus de renouvellement. Processus de Poisson.

DEFINITION 2.14. Soient (T),)nen une suite de v.a. sur (2, A, P), positives, indépen-
dantes et identiquement distribuées de f.d.r. F. Le processus (2, A, P, (S¢)nen) @ valeurs dans
(RT, Bg+) défini par

So=T1+...+4T,
est dit processus de renouvellement.

On remarque qu’un processus de renouvellement est un PAIS. Ces processus sont par
exemple utilisés en fiabilité. Supposons que l'on dispose de matériels identiques (i.e. dont
la loi d’attente de la panne est identique) et au comportement indépendant. Plagons une
premiére unité en marche a 'instant ¢ = 0. Dés que celle-ci tombe en panne, on la remplace
instantanément par une seconde et ainsi de suite. Le temps ot aura lieu le n‘¢™ renouvellement
est donc Sy, = T +. . .+T),, ot (T})i=1,...n sont les temps d’attente de la panne pour les différents
matériels.

A ce processus de renouvellement on peut associer un processus de comptage du nombre
de renouvellement.

DEFINITION 2.15. Soit (Sy,)nen un processus de renouvellement défini par une suite de v.a.
i.i.d. (Typ)nen de f.d.r. F sur (Q, A, P) et a valeurs dans (R*, Bg+)

On appelle processus de comptage des renouvellements le processus (Ni)cp+ défini
sur (2, A, P) et a valeurs dans N par :

+o0
Ny o= ) T y(Sn)
n=1

= nsiSp<t< Snii

= nombre de renouvellement survenus jusqu’au temps (inclus) t.
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DEFINITION 2.16. On appelle processus de Poisson de paramétre A un processus de
comptage de renouvellements associ€ a un processus de renouvellement ou la loi des v.a.
(Th)nen est exponentielle de paramétre .

On reviendra sur ces processus dans un autre chapitre.
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On s’intéresse ici & modéliser un phénoméne dont les instants d’occurrence forment une
suite croissante de variables positives notées (17,),>0. 1l en est ainsi par exemple pour modéliser
les instants d’appels regus par un standard téléphonique, les instants d’arrivée des patients
aux urgences, de voitures & un feu rouge, de clients a une caisse de supermarché, des pannes
sur un systéme réparable.

Mathématiquement il s’agit donc d’une suite croissante de v.a. (T),)n>0 :

0=T)<Th <Tor<---<Tp <--
On parle de processus ponctuels. Bien sir, en posant
Xi=T, Xo=T,-T1,...,. Xpn=T, —Th_1,

il est équivalent de définir les instants (77,),>0 ou la suite (X,,),>1 de v.a.r. positives, puisque
l'on a :
T, =X1+Xo+...+ X,.
Les v.a. (Xn)nzl sont souvent appelées temps inter-arrivées.
Notons N le processus défini sur R* et & valeurs dans N par

—+00
Ny = g 17, <¢
n=1

appelé processus de comptage associé au processus ponctuel (7),)n>0. Il est & nouveau clair
que connaitre la loi de (73,),>0 est équivalent & connaitre celle du processus N = (N¢)¢>0. On
a en effet, pour tout n dans N et tout (t1,...,t,) € RT x ---R*,

P(Tl §t17T2§t27"'7TnStn):P(Ntl > 1)Nt2 227 7Ntn Zn)

En posant ’hypothése que les v.a. (X,),>1 sont i.i.d. de méme f.d.r. F, on a vu au
chapitre 2 que le processus (T,),>0 est alors un processus de renouvellement et N = (N¢)>0
le processus de comptage des renouvellements. Nous allons étudier dans ce chapitre un cas
particulier que constitue les processus de Poisson.

1. Définition et propriétés élémentaires

Il y a de trés nombreuses maniéres de définir un processus de Poisson homogéne sur RT.
Rappelons celle donnée au chapitre 2 et qui le présente comme un processus de renouvellement
particulier.

DEFINITION 3.1. Un processus ponctuel (Ty,)n>0 est dit processus de Poisson homogéne sur
RT d’intensité \ si les temps d’inter-arrivées (Xn)n>1 sont i.i.d. (donc sl est un processus
de renouvellement) de loi exponentielle! E(X). On dit de maniére équivalente que N = (Ny)i>0
est un processus de Poisson.

Remarquons que 'on a p.s. :
o< << - <Tp <--+

puisque les v.a. (Xy)n>1, de lois exponentielles, sont p.s. strictement positives. De plus le
processus N = (INy);>0 est & trajectoires croissantes, continues & droite, a valeurs enticéres et
ayant des sauts de taille 1.

Il y a un lien trés étroit entre le processus de Poisson et la loi de Poisson comme le montre
la proposition suivante.

1Rappelons qu’une variable aléatoire réelle est dite de loi exponentielle de parameétre A si elle est de loi
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et de densité f(x) = Aexp (—Az)1p+ (z).
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PROPOSITION 3.2. Soit N = (N¢)i>0 un processus de Poisson d’intensité X\. Pour tout
t >0, la v.a.r. Ny est de loi de Poisson de parameétre At, i.e.

A"
P(Nt:n):—( n‘) e M.

EXERCICE 3.1. Démonstration de cette proposition.

1) En utilisant directement la définition d’un processus de Poisson, mon-
trer que la formule est déja vraie pour n = 0.

2) Montrer que loi de la somme de n v.a. i.i.d. de loi exponentielle
E(N\) est une loi Gamma® v(n,)\). (Ind. on pourra utiliser la f.c. ou la
transformée de Laplace)

3) Montrer que l'on a :

P(N; =n)=P(T, <t, T, + Xp41 > t).

4) En calculant cette derniére probabilité, montrer que l'on a bien :

)"
P(Ny=n) = (n') e M.

Preuve/solution de ’exercice.
1) Pour n =0, il n’y a presque rien & montrer puisque

P(N;=0)=P(M >t)=P(X;>t)=1-P(X;<t)=1—(1—e M) =

2) La transformée de Laplace d’une loi y(«, 3) est, pour s < (3 :

Loap(s) = / esmixa_le_ﬁxda:
R+

I'(a)
_ B ee a—1_—(B—s)x
= F(a)/o % e dx
ﬁa +00 uozfl 3 1
= Yduy = ——.
r<a>/o B-se" T e

D’ot comme X7,..., X, sont i.i.d. de loi E(\) =y(1,A), on a:

Ly, x,(s) = E(eZ=) = [TEE)
=1

= :E n s 7

(-5 (- (n) (8)

ce qui, par caractérisation de la transformée de Laplace, permet de conclure.

(2

QRappelons qu’une variable aléatoire réelle est dite de loi gamma de paramétres («, ) si elle est de loi
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R et de densité

flx) = ixa_le_ﬁxlﬂw (z).
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30 Chapitre 3. Processus de Poisson

3) On a:
P(Nt:n):P(TnSt,Tn+1 >t):P(Tn§t,Tn+Xn+1 >t)

4) Par indépendance entre 7), et X, 11 on peu écrire :

P(T, <t,T,+Xpy1>t) = / I1, X i1 (w0, y)dudy
u<t,u+y>t

= /t A" ut e </+00 /\e_)‘ydy> du
0 F(?’L) t—u

t n
_ / A un—le—)\ue—)\(t—u) du
o T'(n)

A" /t —1 A"y
- =gy, — 2 v
tw°  Jy ¥ T rme Lyl

_ )\ntne—)\t _ ()‘t)nef)\t
(n—1)n n! ’

ce qui est bien la formule annoncée. O

Avant de présenter d’autres propriétés élémentaires du processus de Poisson, introduisons
un lemme technique.

LEMME 3.3. Soient Xi,...,X, des v.a. sur R i.i.d. absolument continues (i.e. de loi
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R) de densité f. Notons X1y <
oo < X(py les n statistiques d’ordre associées. Le vecteur (X(yy, ..., X(n)) est alors absolument
continu de densité sur R"

n

f(X(l),,X(n>)(ula e 7un) = n' H f(ui)]lu1<u2<"‘<Un
i=1

Preuve. Soit B un borélien de R™ et ¥, I'ensemble des permutations de l’ensemble
{1,2,...,n}. On a:

P((Xay, - X)) €B) = > PU(Xoq)s- - Xowmy) € B} 0 { X,y <+ < Xo(m})
oEY,
= Z / ]1u1<u2<~~~<un H f(uz)dul - dug,
sex, ' B i=1
= / n! H f(ui)]lu1<u2<---<undul < dug,
B =1
ce qui prouve bien le lemme. O

PROPOSITION 3.4. Soit (T),)n>0 un processus de Poisson homogeéne sur RT, de processus
de comptage associé (Ni)i>0. On a alors:

i) Pour tout n > 1, la loi du vecteur (T1,...,T,) a pour densité
)\nei)\tn ]lt1<t2<...<tn

par rapport a la mesure de Lebesque sur R™.
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1. Définition et propriétés élémentaires 31

ii) Pour tout n > 1, la loi conditionnelle de (T1,...,T,) sachant I’événement { Ny = n}
est celle des statistiques d’ordre de n v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0,t], i.e

n!

*n]lt1<t2<---<tn§t

f(Tl, 7T)( .’tn):t

EXERCICE 3.2. Démonstration de cette proposition.
1) Pour montrer le i), utiliser le théoréeme de changement de variables
multidimensionnel et la définition d’un processus de Poisson.

2) Pour montrer le i), montrer en premier lieu que pour tout borélien B
de Rt x---xRt, ona:

P((Tlv s 7Tn) € 37 Nt = n) = /]IB(tla cee 7tn)]lt1<t2<---<tn§t)\ne_/\tdt1 o dtn
3) En déduire que l'on a :
n!
P((Tlv ..., In) €B ‘ Ny = n) = / ﬁﬂt1<t2<--~<tn§tdt1 e dty,
B

et conclure.

Preuve/solution de ’exercice.
1) C’est une application aisée du théoréme de changement de variables multidimensionnel.
En effet, on a :
T, = X1+X,

Ty = X1+ + Xn.

Ainsi, le vecteur (71,...,T),) est la transformation linéaire du vecteur (Xi,...,X,) par ¢
définie sur RT x -+ x RT et a valeurs dans A, = {(t1,...,t,) € R ) <ty < -+ < t,}, qui
est donc un C'-diffeomorphisme de Jacobien égal & 1. La formule du changement de variable
multidimensionnel nous donne donc :

fv .yt tn) = foxxn (@t t) o [Ta(te, .. ty)

— )\e—)\tl )\e—)\(t2—t1))\€—>\(t3—t2) . )\e_k(tn_tnil)]1t1<t2<---<t

S
2) Soit B un borélien de Rt x --- x RT. On a :
P((Ty,...,Ty) € B,Ny=n) = P(T1,...,Tp) € B,Ty <t < Tps1)

n+1l_—At
Ip(te, o tn) D, <tct, A" € ity concty g At - - - dipgn

t

Ip(t, ... tn) Dy ctycrct, <t A€ Mty - - dty.

+o0
= / ]1B t17 s atn)ﬂt1<t2<--.<tn§t)\n(/ )\€_>\t”+ldtn+1)dt1 s dtn
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32 Chapitre 3. Processus de Poisson

3) De ce qui précede on tire
P((Ty,...,T,) € B,N, = n)

P((Ty,....Tx) € B| Ny=n) = P(N, =n)

n!
= /B tfnﬂt1<t2<---<tn§tdt1 te dtm
ce qui prouve bien que la densité de (T1,...,T,) sachant {N; = n} est de densité
n!
t?ﬂt1<t2<-~~<tn§t

qui correspond & la densité des n statistiques d’ordre dans un échantillon de lois uniformes sur
[0, ¢]. O

2. Caractérisation d’un processus de Poisson

Nous allons voir sous forme de théoréme deux séries de conditions nécessaires et suffisantes
pour avoir un processus de Poisson. Chacune d’elle aurait pu étre utilisée comme définition
d’un processus de Poisson.

THEOREME 3.5. Soit N = (Ny¢)i>0 le processus de comptage d’un processus ponctuel sur
R*. C’est un processus de Poisson d’intensité \ si, et seulement si,
l) NO =0 ;
ii) le processus N est a accroissements indépendants ;
iii) pour tout 0 < s < t, la v.a.r. Ny — Ny est de loi de Poisson de paramétre \(t — s).

Conséquence : La v.a. N; — Ny compte le nombre d’arrivées dans l'intervalle |s, t] et les
nombres d’arrivées observées sur deux intervalles disjoints sont indépendants en probabilité.<

EXERCICE 3.3. Démonstration de la condition nécessaire de ce théoréeme.
La condition suffisante est directe.

Soit n € N, un ensemble de n réels ordonnés 0 < t1 < tg < -+ < ty,, et
n entiers strictement positifs ki, ko, ..., ky. Notons k =k +ko+---+ k,
et (U(l), .. .,U(n)) les n statistiques d’ordre d’un échantillon de v.a. de loi

uniforme sur [0, ty].
1) En utilisant en particulier la proposition précédente, montrer que l’on
peut écrire :

P(Ny, = k1, Nty — N¢y = koo, Ny, — Ny, | = k) =

k k k
P(Z ]I{U(Z)Stl} = k17 Z H{t1<U<i)§t2} = k27 ey Z ﬂ{tn_1<U<i)§tn} = kn)

2) Se convaincre que dans la derniére expression on peut remplacer les
statistiques d’ordre par les variables initiales et donc non ordonnées. Montrer
alors, en utilisant la loi multinomiale, que l'on a :

P(Ny, =ki,Ny, — Ny, = kayo. . Ny, — Ny, | = k) =

()\tl?kl e M1 (A(t2 _'t1)>k2 e~ At2—t1) | (Altn — tT_l))kn e~ Atn—tn_1)
kq! ko! k!

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009
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3) Conclure.

Preuve/solution de ’exercice.
1) On a:

P(Ny, = ki,Ny, — Ny, = kayoo .y Ny, — Ny, | = k)
= P(Ny =ki,Nyy — Ny = ko, ..., Ny, — Ny, | = kn| Ny, = k)P(Ny, = k)

k ! K
= P(Z Iy <4,y = k1, Z Iy, <y} = Ko, - 72 W, <r<tn) = knlNi, = k) X P(Ny, = k)

=1 =1 =1
k k k
= P(Z H{U(i)ﬁtl} = k1, Z ]l{t1<U(i)§t2} = k2, Z ]l{tn71<U(i)Stn} = kn) x P(Ni, = k),
=1 i=1 i=1

ou la derniére égalité est justifiée par le i7) de la proposition précédente.

2) Compter le nombre de statistiques d’ordre plus petites que ¢; (par exemple) revient a
compter le nombre de variables initiales plus petites que t;. De méme pour celles comprises
entre t1 et to.

Par ailleurs le vecteur aléatoire

k k k
(Z ]l{Uz‘Stl}’ Z ﬂ{t1<Ui§t2}? R Z ll{tn—1<Ui<tn}>
=1 i=1

i=1

est de loi multinomiale de paramétres
k t1 to— 1 tp — th_1
s, 9 R .
tn tn tn

P(Ntl = klaNtz _Ntl =ko,... 7Ntn - Ntn—l = kn)
k

k k
= P(Z H{Uigtl} = ]Cl, Z ]l{t1<U¢§t2} = kg, ce ,Z ]l{tn—1<UiStn} = kn) X P(Ntn = k)
i=1 =1 i=1

B k! 0" (=t [t =t )™ Atn)* i,
kol ! \ tn tn k!

()\t1)k1 oM (A(ta — tl))k2 e Ata—t1) | (Atn — tn—l))k" e~ Atn—tn_1)

On a donc :

kq! ko! k!
3) On constate alors aisément que les v.a. Ny, Nyy — Ny, ..., Ny, — Ny, sont indépen-
dantes et de loi de Poisson de paramétre respectivement Aty, A(ta — t1),..., A(tn — tn—1).

Pour la condition suffisante, il n’y a rien a faire ! La condition nécessaire a entiérement

spécifié la loi du processus N (i.e. pour tout n dans N, tout (¢1,...,t,) on peut donner la loi
du vecteur (Ny,, Ny, ..., N¢,)) et on a vu qu'il était équivalent de se donner la loi du processus
(Th)n>1 que celle du processus (N¢)¢>o- O
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34 Chapitre 3. Processus de Poisson

DEFINITION 3.6. Un processus de comptage N est dit stationnaire et d’événements rares
de taux A si pour toutt >0 et At >0 on a :

P(Niygar — Ne=1) = MAt+ o(At)
et P(Npyar — Ny > 1) = o(At).
Rappel : o(-) est une fonction telle que limy_,g o(h)/h = 0. &
THEOREME 3.7. Soit N le processus de comptage d’un processus ponctuel sur RT. (C’est

un processus de Poisson d’intensité X si, et seulement si, le processus N est un processus
stationnaire d’événements rares a accroissements indépendants.

Cette propriété d’événements rares du processus de Poisson donne une autre interprétation
du taux ou intensité associée & un processus de Poisson.

Preuve. Nous ne prouvons ici que la condition nécessaire, méme si la condition suffisante
n’est pas d’une grande difficulté.

D’aprés la proposition précédente, on sait que N est un processus & accroissements in-
dépendants et que pour tout ¢t > 0 et tout At > 0 la v.a. Nypay — Ny est de loi de Poisson
P(AAL). Dou :

P(Niias — Ny = 1) = MAte ! = AAt(1 — AAt + o(At)) = AAt + o( At).

De méme, on a :

P(Nypar— Ny >1) = 1—e 2 — (AAp)e
1— (1= MAt+ o(At)) — (AAt + o(At)) = o(At).
ce qui prouve la condition nécessaire. O

PROPOSITION 3.8. Un processus de Poisson est un processus de Markov.

Preuve. Nous aurions pu ici utiliser la remarque du chapitre 2 disant qu’un PAI est un
processus de Markov. Nous allons cependant retrouver le résultat directement. Soit ¢ > 0,
n € N, un ensemble de n réels ordonnés 0 =ty < 1 < --- < t, < t et n entiers strictement
positifs k1 < ... < k,. Par indépendance des accroissements d’un processus de Poisson, on a
pour tout k > k,, :

P(N; = k|Ny, = ky,..., Ny, = ky)

P(Ny — Ny, =k — kn| Ny, = k1, Ny — Ny, = ko — k1, ..., Ny, — Ni,_, = kn — kn_1)
= P(N,— Ny, =k —ky) = P(N, — Ny, = k — ky|Ny, = ky)
= P(N, = k|Ny, = k),

ce qu’il fallait démontrer. ]

3. Résultats asymptotiques

THEOREME 3.9. Soit N un processus de Poisson d’intensité \. On a alors :
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EXERCICE 3.4. Démonstration de ce théoréme.
1) En utilisant l'inégalité de Tchebychev, montrer que l'on a :

N2 A
2) Utiliser alors le théoréme de Borel—Ccmtellz pour en déduire que [’on
ap.s. :
N2
li .
kﬂlgloo k2 A

3) En notant K la fonction définie par :
K(t) = [V1],
ou [-] est la partie entiére, montrer que l’on peut écrire :

E2(t) N _ N (K(#) +1)? N2
(K@) +1)2 K2(t) = ¢ = K2()  (K()+1)

4) En déduire alors que l'on a bien le i) du théoréme.
5) Pour le ii), calculer la transformée de Laplace d’une loi de Poisson

PN

6) En déduire que l'on peut écrire :

2
E (e"ﬁ(%_ﬂ) = exp {)\; + 0(1)} .

7) En conclure le résultat ii) du théoréme.

Preuve/solution de ’exercice.
1) D’apres I'inégalité de Tchebychev, on a pour tout k € N :
Var(N,
Ve >0: P(|Ny2 —ENp2| > ¢) < ars(Zkz)

Or, on sait que, toujours pour tout k dans N, la v.a. N2 est de loi de Poisson P(Ak?). Ainsi,
il vient :

k2 A
Ve > 0: P(|Nj2 — A% > ek?) < 2= o
Np2 A
— Ve>0:P( 12 )§—€2k2.

2) Du 1) on tire :
+oo +oo
Nkz A A 1
ZP —)\|Z€)§kz_062k:2:€2kz_ok2<+oo.

Ainsi, en notant A,, = {]n—"f — Al > €}, on a d’apreés le théoréme de Borel-Cantelli :

P(limA,) = 0 ou encore P(limA¢%) = 1.
n

n
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36 Chapitre 3. Processus de Poisson

On a donc :

p.s. imA], <= p.s.: Uy Ng>n A
n

— p.s. In tel que, pour tout k > n, on ait Aj,
N,
— p.s. In tel que, pour tout k > n, on ait |k—l;2 —A<e
N2
= .8. lim =\
P k—+4o00 k2

3) Notons maintenant K la fonction définie par :
K(t) = [V1],
oil [-] est la partie entiére. Par croissance du processus de comptage on a, puisque K?2(t) <
t< (K(t)+1)%:
Ni2) < Nie < Neey+1)2

D’ou :
Nixwy o Ne _ Ny
(K(t)+1)2~ t — K2
— K2(t) N _ Ni _ (K@) +1)? N+
(K(t)+1)2 K2(t) — t —  K2(t) (K(t)+1)?
4) Comme on a:
K2 (1) 1, lorsque t — +o00
——————— — 1, lorsque t —
(K(t) + 1) 4
et N
s lim R =)
p-s k—lfPoo k2 ’
I'inégalité obtenue en 3) nous assure que :
Ny
lim — =\
L tﬂlgloo t

5) La transformée d’une loi de Poisson de parameétre A est :
L(u) = exp{A(e" —1)}.
6) On a :

Nt

E (e“‘/g(T*A)) = e WWVIE <e\%Nt> = exp{—uA\Vt + )\t(e% -1}
Or, le développement limité de I’exponentielle nous donne :

2
u/\/i_lzﬂ u- 1
e \/E+2t+0(t)'

D’ou :
7) en faisant tendre ¢ — 400, on obtient :
2 2
E (e“ﬁ(%_”> = exp {)\u + 0(1)} — et
2 t—+o0

On reconnait & la limite la transformée de Laplace d’une loi N(0,)), ce qui achéve la
démonstration du théoréme. |
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1. Définition et matrice de transition

Dans le Chapitre 2, nous avons donné la définition générale d’un processus de Markov.
Nous allons ici nous intéresser de prés au cas ou ’espace des états et le temps sont discrets.
On parle alors de chaines de Markov & espace des états discret.

La définition vue au Chapitre 2 peut étre alors réécrite de la maniére suivante.

DEFINITION 4.1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit (X, )nen une famille de v.a.
de (2, A, P) et a valeurs dans (E,£) ou E est un espace dénombrable et &€ =P (E).

On dit que (Xp,)nen est une chatne de Markov a valeurs dans lespace d’état E si, pour
tout n > 1 et toute suite (ig,i1,...,in—1,1,7) d’éléments de E telle que P(X,, = i, X1 =
in—1,...,X1=11,X0 =1g) soil strictement positive, on ait :

P(Xn—i-l = ]‘Xn = iaXn—l = in—l, .. 'aX]. = ilaXO = Z-O) = P(Xn+l = ]|Xn = 7!)
On dit que le futur du processus ne dépend du passé qu’a travers le présent.

L’espace F sera souvent Z ou N ou une partie de ceux-ci. Mais, afin de garder le maximum

de généralité, nous ne spécifierons pas, sauf nécessaire, ’espace E. Notons

pZ}n—H =P(Xpy1 = j‘Xn =1i).
la probabilité de passage de 1'état i & 'état j entre les instants n et n + 1 et PPl =
(pZ’jnH)(i’j)e g2 la matrice finie ou dénombrable (suivant que E est fini ou dénombrable) de
toutes les probabilités de transition en une étape a l'instant n. Cette matrice P™"t! est
appelée matrice de transition en une étape a I'instant n.

Une telle notation permet de prendre en compte les situations ot les probabilités de pas-
sage d'un état i quelconque & un état j quelconque dépendent des instants (n et n 4+ 1) ou
on les considére. Méme si de telles situations peuvent se rencontrer dans la pratique, nous
nous concentrerons davantage dans la suite sur celles ol ces probabilités ne dépendent pas de
I'instant n. On parle alors de chaine de Markov homogéne.

DEFINITION 4.2. Une chaine de Markov est dite homogéne si sa matrice de transition
Pt (en une étape a Uinstant n) ne dépend pas de n, i.e. si, pour tout n > 0 et tout (i, j)
dans E?, on a :

1 . .
p?,’jn—i_ = P(Xnt1 = j| Xy = i) = pyj.
La matrice des probabilités de transition en une étape est alors notée P = (pi,j)(z‘,j)eE2 et est

simplement appelée matrice de passage ou de transition de la chaine.

PROPOSITION 4.3. Toute matrice de transition P = (pi ;)i ep? vérifie les propriétés
susvantes :

pij > 0,Y(4, ) € E?;

Zpi’j =1,Vie E.
JEE

EXERCICE 4.1. Démontrer cette proposition.
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Preuve/solution de l’exercice. Le premier point découle trivialement du fait que les
pij sont des probabilités et le second de 1'égalité

jer

pour tout ¢ dans E. |

Terminologie : Une matrice vérifiant les assertions de la propriété 4.3 est appelée matrice
stochastique.

PROPOSITION 4.4. Une chaine de Markov est entiérement déterminée par la donnée de sa
matrice de transition P et sa loi initiale mg.

EXERCICE 4.2. Démontrer cette proposition. (Ind. on pourra utiliser
les résultats de la section 1.3 du Chapitre 2)

Preuve/solution de I’exercice. Pour tout n > 1 et tout (ig,i1,...,4,) élément de E”
on a, grace a la propriété de Markov :
P(Xo =10, X1 =11,...,Xpn =1n)
= P(X,=ip|Xn-1=1p-1) - P(X1 =11/ X0 = i0) P(Xo = ip)
= DPin_1,in ~ " " Pig,i1 TO-
Il est aisé de voir que ce résultat permet alors de déterminer toute probabilité faisant intervenir

les états du processus Xj,,..., X, aux instants quelconques j; < --- < ji, pour tout k > 1.
Le théoréme de Kolmogorov vu au Chapitre 2 permet de conclure. a

Une chaine de Markov est généralement représentée schématiquement par un graphe de
Markov, dont les sommets sont les différents états possibles de la chaine. Deux sommets ¢
et j sont alors reliés par une fleche, avec I'étiquette p; ;, allant de 7 & j quand la chaine peut
passer de I'état ¢ a I’état j en une étape, i.e. quand p; ; > 0.

2. Exemples classiques de Chaines de Markov

Nous allons détailler quelques exemples de chaines de Markov. Nous nous attarderons bien
slr pas sur la suite de v.a. indépendantes et & valeurs dans F qui constitue trivialement une
chaine de Markov.

2.1. La chaine a deux états. La chaine & deux états est sans aucun doute le cas le
plus simple de chaine de Markov. Notons, par exemple, par 1 et 2 ses états et sa matrice de

transition est
p_(1-p P
qg l-—g¢q

avec p et ¢ tous deux dans [0,1]. Le graphe, trés simple, d’une telle chaine est celui de la
Figure 1.
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42 Chapitre 4. Chaines de Markov

FIGURE 1. Chaine de Markov a deux états

2.2. La marche aléatoire unidimensionnelle.
EXEMPLE 2.1. La marche aléatoire simple.

Rappelons qu’au Chapitre 2, nous avons défini la marche aléatoire simple comme un
processus stochastique X & espace des temps N, espace d’états Z et défini de la maniére
suivante : Xo =0 et Z, = X,, — X,,—1 est de loi pdy + (1 — p)d_1, ou p €]0, 1] et la famille
des v.a. (Zp)nen est une famille indépendante. La propriétés de Markov d’un tel processus
est trivialement vérifiée puisque le processus est a accroissements indépendants. L’espace des
états d'une telle chaine est Z et sa matrice de transition est telle que, pour tout (4,j) € Z2,
on ait :

P sij=1i+1;
Dij = 1—p sij=1—1;
0 sinon.

Le graphe de la marche aléatoire simple est donné dans la figure 2.

A D D - ; i+
N\ N\ N\

D

1-p 1-p 1-p 1-p
FIGURE 2. Marche aléatoire simple

Une telle chaine de Markov peut, par exemple, modéliser le déplacement d’une puce sur
une échelle horizontale.

Une marche aléatoire simple est dite symétrique si p = 1/2. &
EXEMPLE 2.2. La marche aléatoire unidimensionnelle.

Une généralisation naturelle de la marche aléatoire simple est la marche aléatoire unidi-
mensionnelle, avec espace des états Z, telle que si a 'instant n la chaine est dans 1’état ¢
alors a l'instant n + 1 elle ne peut étre que dans les états i — 1,7 et i + 1 avec les probabilités
q;,Ti et p; respectivement, ou les réels g;, r; et p; sont positifs et tels que ¢; +r; + p; = 1, pour
tout ¢ dans Z. On a donc :

P(Xn—H :Z_1|Xn:Z) = 4
P(XnJrl = Z|Xn = ’L) = T
P(Xn—H :Z—Fl’Xn:Z) = p;.
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La matrice de transition est alors :
0 ¢ mn  Dpi 0
0 giv1 741 piyr O

Le graphe de la marche aléatoire unidimensionnelle est donné dans la Figure 3 :

Ny

FIGURE 3. Marche aléatoire unidimensionelle

Si ’on reprend I'exemple de la puce, cela revient & lui donner un droit de repos et également
de lui permettre de changer de régle de conduite en fonction de sa position sur 1’échelle.

EXEMPLE 2.3. Fortune d’un joueur (seul contre la banque)

Un cas particulier de la marche aléatoire que nous venons de présenter est donné par la
modélisation des gains d’un joueur contre une banque que 1’on suppose de capital infini.

EXERCICE 4.3. Considérons la fortune d’un joueur a une partie de
hasard. La régle du jeu est supposée telle que, si la fortune du joueur a
un instant n est k alors a l'instant n + 1 elle est augmentée de 1 avec une
probabilité p; et diminuée de 1, avec une probabilité q. = 1—pp.. On suppose
de plus qu’une fois le joueur ruiné la partie est terminée.

1) Donner l’espace des états de la chaine de Markov modélisant cette
partie.

2) Quelle est sa matrice de transition ¢

3) Quel est son graphe ?

4) Que dire de létat 0 ¢
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Solution de l’exercice.
1) C’est une marche aléatoire unidimensionnelle sur N avec de plus gg = 0.
2) La matrice de passage est :

1 0 0 v +or eee e 0
@ 0 pi O

0 ¢ 0 p2 O

P = 0 0 g3 0 p3 O

0 ¢ 0 p O

3) Le graphe d’une telle marche aléatoire est donné dans la Figure 4:

1 P, )
0 m i1 j i+ £ »
O

a, q, q a.,

FIGURE 4. Diagramme de la chaine de Markov modélisant les gains d’un joueur
seul contre la banque

4) L’état 0 est alors dit absorbant, car une fois atteint cet état, on ne peut plus le
quitter. &

EXEMPLE 2.4. Fortune d’un joueur A contre un joueur B

EXERCICE 4.4. Considérons maintenant la situation d’une partie entre
deux joueurs A et B dont la somme de leurs fortunes est égale a a euros.
A chaque partie, le joueur A gagne un euro de son adversaire avec une
probabilité p et donne un euro & B avec une probabilité ¢ = 1 — p. Le jeu
s’arréte alors dés que l'un des deux joueurs est ruiné.

On note Xy, la fortune du joueur A a l'instant n (celle de B est bien sir
a— Xy,). On considere la chaine de Markov (X,,)nen-

1) Se convaincre qu’il s’agit bien d’une chaine de Markov. Donner
lespace de ses états.

2) Donner sa matrice de transition.

3) Donner le graphe de cette chaine.

4) Que dire des états 0 et a ?

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



2. Exemples classiques de Chaines de Markov 45

Solution de l’exercice.
1) I'espace des états est E = {0,1,...,a}.
2) La matrice de transition est :

(R D |
0 0

o : = = 0 1

FIGURE 5. Diagramme de la chaine de Markov modélisant les gains d’un joueur
A contre un joueur B

4) Les extrémités de l'espace des états E, i.e. les états 0 et a sont appelés barriéres et
sont dans ce cas des barriéres absorbantes. <

EXEMPLE 2.5. Modéle de diffusion d’Ehrenfest

On peut bien siir trouver des applications des marches aléatoires dans bien d’autres do-
maines que celui de la théorie des jeux. Ainsi en est-il du modéle de diffusion d’Ehrenfest,
utilisé pour modéliser la diffusion d’un gaz a travers une membrane séparant deux récipients
A et B. Ce modéle est basé sur le méme principe que celui du tirage dans deux urnes A et B,
contenant & elles deux a boules. Nous entamons son étude dans l’exercice suivant.

EXERCICE 4.5. On considére donc deux urnes A et B, contenant a
elles deux a boules. A chaque instant, le numéro d’une des boules est choisi
au hasard et celle qui porte ce numéro est alors changée d’urne. On note
par X, le nombre de boules que contient l'urne A a l’instant n. Le processus
(Xn)nen est alors une marche aléatoire a espaces des états E = {0,1,...,a}.

1) Donner sa matrice de transition.

2) Donner son graphe.

3) Que dire des états 0 et a ?
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Solution de I’exercice.
1) Sa matrice de transition est :

0 1 0 ... 0
1/a 0 (a—1)/a 0
0 2/a 0 (a—2)/a 0

: : : : : (a=1)/a 0 1/a
0o - 1 0

2) Le graphe du modéle de diffusion d’Erhenfest est donné dans la Figure 6 :

1 (a-1)/a

1/a 2/a (a-1)/a 1

FIGURE 6. Diagramme du Modéle de diffusion d’Ehrenfest

3) Les barriéres 0 et a ne sont plus ici absorbantes mais réfléchissantes, i.e. quand la
chaine atteint 1’état O, elle provient de I’état 1 et y retourne juste aprés. De méme quand on
arrive & I’état a, uniquement possible en passant juste avant par a — 1, alors on retourne de
maniére stire & I’état a—1. De plus on constate aisément que, dans un tel modéle, les transferts
sont plus probables dans le sens du récipient le plus plein vers celui qui ’est moins. &

2.3. La marche aléatoire multidimensionnelle. La marche aléatoire multidimension-
nelle symétrique est une chaine de Markov & espace d’états £ = F", ot F' est tout ou partie
de Z, et telle que pour tout n-uplé k= (ki,...,k,) et I=(l1,...,1,) de E, on ait

1 . n
5= sty o |l—ki| =1,
P(Xm+1 = l|Xm = k) = Pkl = { 261 Singrjll._l ’ Z Z‘

Le graphe d’une telle marche aléatoire spatiale est alors celui de la Figure 7:

1/4 1/4

1/4 1/4

FIGURE 7. Diagramme de la marche aléatoire simple symétrique en dimension 2
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2.4. La file d’attente a temps discret discret. Une file d’attente est utilisée pour
modéliser le nombre de clients en attente d’un service & un guichet ou & une caisse de super-
marché, ou bien le nombre de requétes en attente pour un serveur informatique, etc...

Nous allons voir que, dans le cas ot le temps est dicrétisé, ou si ’on raisonne par unité de
temps, alors on obtient une chaine de Markov. Utilisons 'interprétation en termes de clients
et guichet pour présenter davantage ce modéle.

On suppose qu’a chaque unité de temps des clients arrivent, en nombre aléatoire, & un
guichet et que celui ne peut servir qu'un client a la fois avec un temps de service d’une unité
de temps. Notons Y}, le nombre de clients arrivant au niéme instant. On suppose que la famille
des (Y},) est indépendante et identiquement distribuées de loi donnée, pour tout n dans N, par

P(Y,=k) = az>0VkeN
+00
Zak = 1.
k=0

Quand aucun client n’est en attente, aucun service n’est effectué. On note par X,, le nombre
de clients en attente a chaque instant n et si celui si est égal a ¢ alors X, 1 sera égal 1 —1+4Y,
sit>1etaY,sii=0. On peut résumer ceci de la maniére suivante :

Xpi1 = (Xn - DT +Y,.
Ainsi la matrice de transition d’une telle file d’attente & temps discret est :

ap ai az ag

ap ai az ag
P = 0 apg aip a2 as
0 0 ap aig a9

Il n’est bien siir pas possible de faire un graphe pour une telle chaine de Markov, sauf pour
des cas particuliers trés simples. Intuitivement il apparait assez facilement que si I’espérance
du nombre de clients arrivant par unité de temps est strictement supérieure a 1 (i.e. EY,, > 1)
alors la taille de la file d’attente s’accroitra de maniére illimitée. En revanche, si cette espérance
est strictement inférieure & 1, alors on verra que la taille de la file d’attente s’approchera d’un
équilibre avec le temps. La situation ou cette espérance est égale a 1 est, nous le verrons,
source de grande instabilité du systéme.

2.5. Un modéle de gestion des stocks. Dans un service de gestion des stocks, il arrive
a chaque unité de temps une demande d’une quantité Y;, du produit géré (ce peut étre par
exemple le cumul de toutes les demandes écoulées dans I'heure qui préceéde). On suppose que
les Y, pour n € N, sont indépendants et identiquement distribués de loi générale

P(Y, =k) =ay, Vk €N,

avec bien sir les a; > 0 et tels que Z;{;’E ar = 1. On note par X, I’état du stock a l'instant n
que I'on suppose toujours inférieur a un entier S > 0 fixé (ce peut étre par exemple la capacité
maximale de stockage). Les X,, sont alors a valeurs dans S — N, ot une valeur négative signifie
que le service de gestion n’a pas pu honorer la demande et est donc en dette du montant —X,.
Aprés chaque réponse & une demande, est fait un inventaire dont la police, basée sur le choix
d’un entier s < S fixé, est la suivante. Si la quantité de stock est inférieure ou égale a s alors
le stock est réapprovisionné de maniére a annuler la dette (si elle a lieu) et remettre 1’état du
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stock & S. Si la quantité de stock est comprise entre s et S, aucun réapprovisionnement n’est
effectué. On a alors le lien suivant entre les quantités demandées et I’état du stock :

X | Xy =Y sis< X, <S5,
ntl = S—Y,1 siX,<s.

La matrice de transition est alors :

P = (Pij)(ij)es—NxS—N
ap ai as as
0 a a; ag asg
0 0 apg ai

0 - 0 agp ai a9 as
ap ai as as
apg ai as as

2.6. Un exemple de chaine de Markov en génétique. On se propose de modéliser
les variations dans la représentation d’un géne dans une population. Par souci de simplicité,
on ne s’intéresse qu’a un modéle haploide simple d’une population de taille fixée & 2N génes
et que chaque géne est de type a ou de type A. La répartition des génes dans la population
est déterminée par la régle suivante. Si dans la population parente, on dénombre ¢ génes
de type a et 2N — i de type A, alors chaque géne dans la population suivante est de type
a avec la probabilité p; = i/2N et de type A avec la probabilité ¢; = 1 — p; et cela de
maniére indépendante pour chaque géne. Si on note X,, le nombre de génes de type a dans
la niéme population alors, le processus (Xp)nen est une chaine de Markov a espace des états
E =1{0,1,...,2N}. Les probabilités de transition sont alors de la forme :

On note que bien str les états 0 et 2N sont absorbants. D’autres modéles ont été proposés,
particuliérement en proposant d’autres expressions pour les probabilités p; et ¢;. On pourra
consulter, entre autres, le livre de Karlin et Taylor.

3. Equations de Chapman-Kolmogorov

Dans la premiére section nous avons uniquement parlé des probabilités de transition en
une étape d’un état & un autre. Bien siir, on peut s’intéresser aux probabilités de passer en
deux, trois ou plus étapes d’un état a un autre. Notons ainsi P, la matrice des probabilités
de transition en n étapes dont le terme général est, pour tout (i,5) € E? :

P = P(Xpin = j1Xm = i) = P(Xy, = j|Xo = i), Ym €N

ou la derniére égalité est justifiée par 'homogénéité de la chaine.
[’équation de Chapman-Kolmogorov permet d’exprimer la matrice P, en fonction de
la matrice de transition P.

THEOREME 4.5. (Chapman-Kolmogorov) On a, pour tout n dans N :

P, =P".
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Le produit matriciel est un outil bien connu pour des matrices de taille finie. On étend
sans difficulté sa définition & des matrices infinies.

EXERCICE 4.6. Démontrer ce théoréme. (Ind. On pourra raisonner par
récurrence)

Preuve/Solution de I’exercice. La formule est triviale pour n = 0 puisque P° = I.
Elle est également vraie pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vraie jusqu’au rang
n. L’homogénéité de la chaine nous permet alors d’écrire, pour tout (i,5) € E? :

keE
= Y P(Xnp1 = X0 = BP(Xy = k|Xo =) = > prjplly-
keE Py

On a donc, en prenant I’écriture matricielle et en utilisant I’hypothése de récurrence,
Pyi1 = P,P=PpP"pP =Pt

ce qui prouve bien le résultat. |

COROLLAIRE 4.6. On a pour tout n et m dans N,
Pm+n:Pmpn:Pana
c’est a dire que pour tout (i,j) dans E?, on a :

m-+n m n n m
pz(,j )= sz(,k’)p/(w) = Zp;;pgj.
keE keE

Preuve. Cela découle directement de 'associativité du produit matriciel. En effet, pour
(m,n) € N? on a
Pyip=Pm"" = pP"pP" =P, P,

et cette formule est bien évidemment symétrique en m et n. O

PROPOSITION 4.7. Pour tout entier n positif, la matrice de transition en n étapes Py, est
également une matrice stochastique.

Preuve. Soit n € N. Les éléments de la matrice P, sont bien siir positifs puisqu’il s’agit
de probabilités et on a de plus :

S =3 P(Xn=jlXo =) = P(X, € E|Xo =) = 1,
JEE JEE

ce qui prouve bien la proposition. |

Notons que la matrice stochastique P, est la matrice de transition (en une étape) de la
chaine de Markov (Xym)men-
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4. Quelques formules de conditionnement

Notons (F,,) la filtration naturelle associée au processus (X,,) (Cf. Chapitre 2), i.e., pour
tout n :

Fn=0(Xk;k=0,...,n).

On peut montrer que tout événement de la tribu F,, est une réunion dénombrable d’événements
disjoints de cette méme tribu et de la forme {X¢ = ig,..., X;,, = in}. Ainsi, tout événement
A de F, est tel que I'événement A N {X,, =i} reste dans la tribu F,,. Si ce dernier n’est pas
I'ensemble vide alors on a forcément A C {X,, = i}, ce qui revient a dire que le présent est
donc fixé.

PROPOSITION 4.8. Pour tout entier n et tout événement A de la tribu F,,, on a :
P(Xn—H = .7|A7Xn = 7/) = P(Xn+1 = .7|Xn = Z) = Dij»

des que P(A, X, =1i) > 0.

EXERCICE 4.7. Démonstration de cette proposition.
1) Démontrer d’abord le cas (trées facile) n = 1.
2) On suppose maintenant n > 0. Démontrer (proprement !) que l'on

P(Xny1 = J,Urex B, Xn = i) = pi jP(Urek Br, Xon = 1).

(Ind. On pourra utiliser le résultat rappelé précédemment & savoir que
tout événement A de la tribu F, est une réunion dénombrable, sur un en-
semble d’indices que l'on va noter K, d’événements disjoints de la forme
B ={Xo=1ik...,X, =ik}, pour k € K)

Preuve/Solution de ’exercice.

1) Il n’y a rien & montrer pour n = 0, puisque dans ce cas, I’événement AN{Xy =i} n’est
pas vide que si A = {Xy =i} et le résultat de la proposition n’est que la définition de p; ;.

2) Supposons maintenant n > 0. On a donc, pour tout A de la tribu F,, 'existence d’'un
ensemble dénombrable d’indices K et d’une famille d’événements By, pour k € K, tels que :

A = Upek By
Or, pour tout k dans K, si 'on a
P(Bj, X, =i)=P(Xo=1f,...,Xn =1, X, =) >0

(ce qui implique que ¥ =i 1) alors I’égalité de la proposition avec A = By n’est rien d’autre

que la propriété de Markov.
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On peut alors écrire, pour tout (i, ) € E? :

P(Xpi1 = j,UrexBe, Xn=1i) = Y P(Xpi1=j,Bp, X, =)
keK
= > P(Xu1 = jlBr, Xun = i) P(By, Xn = 1)
keK
= pij ¥ P(Bp, Xy =1)
keK

= pi,jP(Urex Br, Xn = 1).

La derniére probabilité étant strictement positives puisqu’elle ’est pour chaque By, on a donc
démontré que :

pi,j = P(Xny1 = jl Ukex Bi, Xp = i) = P(Xnq1 = jlA, Xy = 1),

ce qui était le résultat cherché. O

Il est important de noter que le résultat de la proposition n’est vrai qu’en prenant des
événements du présent de la forme X,, = i et non pour des événements de forme générale
X, € B. On trouvera dans le livre de Foata et Fuchs, dont cette section est largement inspirée,
un contre-exemple (Processus Stochastiques, Dunod 2002, p. 73). On notera également que
I’on pourrait par le méme genre de raisonnement montrer que ce type de résultat reste vrai
pour des événements du futur prenant en compte d’autres temps que n+1. Ainsi par exemple,
on a :

P(Xn+l = jn+1a s 7XTL+1“ = jn+r|A7 Xn = 7’)
- P<Xn+1 - jn—‘rla cee 7Xn+7‘ - jn+T|Xn - Z)
ou encore
P(Xnsr = j1A4, Xy = i) = P(Xopr = | Xy = 1) = p{").
5. Classification des états

DEFINITION 4.9. On dit que l’état j est accessible a partir de i si il existe un entier n tel

que pl(-z) >0 et l’on note i — j.

EXERCICE 4.8. On reprend l’exemple de modélisation de la fortune du
joueur A contre le joueur B (Cf. Exemple 2.4). Ftudier l’accessibilité entre
les états en prouvant vos affirmations.

Solution de ’exercice. Tous les états sont accessibles depuis {1,...,a — 1} mais seule-
ment 0 est accessible depuis 0 et seulement a est accessible depuis a. En effet, par exemple,
3 — 1 puisque

P(Xy=1|Xo=3)=P(Xy=1,X1 =2|X0 =3) = paips2 = ¢ > 0.

En revanche, 0 - 1 car P(X,, = 1|Xy = 0) = 0, quelque soit n. O

PROPOSITION 4.10. Une condition nécessaire et suffisante pour que i — j est que P(In :
Xn=jlXo=1)>0
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EXERCICE 4.9. Démontrer cette proposition.

Preuve/Solution de ’exercice. Comme on a, pour tout n dans N :
PEM>0: Xy =j|Xo=1) = PUnen{Xm=j}IXo=1)
> P{X, =j}Xo=1),

la condition est bien nécessaire.
Réciproquement, comme on a :

P(3n>0: X, = j|Xo = i) = P(Upere{ Xn = j}1Xo = 1) < Y p",
neN
elle est bien suffisante. O

PROPOSITION 4.11. La relation d’accessibilité est réflexive et transitive.

EXERCICE 4.10. Démontrer cette proposition.

Preuve/Solution de ’exercice. On a bien sir i — 4 puisque pgg) = P(Xo =1i|Xo =

i) = 1. Par ailleurs, supposons que pour des états 4,7 et k on ait : i — j et j — k. Alors,
d’aprés la définition, il existe m et n, entiers positifs, tels que : pl(?) >0et pgfz) > 0. D’ot, en
utilisant le corollaire 4.6, il vient :
(m+n) _ (m),_ (n) (m), (n)
Dik Zp”plk_p” Pig >0,
leE
ce qui prouve bien que 'on a : i« — k et la relation est bien transitive. O

EXERCICE 4.11. Montrer que la relation d’accessibilité n’est pas symétrique
en trouvant un contre-exemple par exemple dans I’Exemple 2./

Solution de P’exercice. On a vu que 1 — 0 mais que 0 - 1. O

DEFINITION 4.12. On dit que deuz états i et j d’une chaine de Markov communiquent,
si1—j et j — 1. On note i «—— j.

PROPOSITION 4.13. La relation de communication entre états est une relation d’équivalence.
On a donc :

i) (Réflexive) Tout état i de la chaine communique avec lui méme, i.e. i «—— i ;
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i1) (Symétrique) Si un état i communique avec un état j, alors la réciproque est vraie,
1.6 L] = J—1;

ii1) (Transitive) Si un état i communique avec un €état j qui lui méme communique avec
un €tat k, alors I’état i communique avec l’état k, i.e. sii «— j et j «—— k alors
i k.

Preuve. Les propriétés de réflexivité et de transitivité sont obtenues avec les résultats
obtenus précédemment sur la relation d’accessibilité (Cf. proposition 4.11). La symétrie
découle directement de la définition de la relation de communication. O

On a vu que tout état d’une chaine de Markov communique avec lui méme, puisque 'on
(0) (n)
i

a p;; = 1. En revanche, s’il existe n > 0, tel p;
état de non retour dans le cas contraire.

> 0, alors I’état i est dit état de retour et

On peut utiliser la relation d’équivalence qu’est la relation de communication pour répartir
les différents états d’une chaine de Markov en classes d’équivalence. On définit une classe
d’équivalence comme l'’ensemble des états qui communiquent entre eux. Deux états de deux
classes différentes ne peuvent alors communiquer entre eux (sinon on aurait a faire & la méme
classe). En revanche, il se peut que I'on puisse aller d’une classe & une autre, mais le retour
dans la classe précédente ne sera plus jamais possible (sinon les deux classes formeraient une
méme classe).

DEFINITION 4.14. Une chaine de Markov est dite irréductible si elle ne contient qu’une
seule classe d’équivalence, autrement dit si tous les états de la chaine communiquent entre eux.

EXERCICE 4.12. Déterminer quelles sont les chaines irréductibles parmi
les exemples précédents : la marche aléatoire simple (Cf. Exemple 2.1), la
fortune du joueur A contre le joueur B (Cf. Exemple 2.4), le modeéle de diffu-
sion d’Ehrenfest (Cf. Exzemple 2.5), la marche aléatoire multidimensionnelle
(Cf. Section 2.3). Si certaines chaines ne sont pas irréductibles donner leurs
classes d’équivalence.

Preuve/Solution de ’exercice.

La marche aléatoire simple (Cf. Exemple 2.1), le modéle de diffusion d’Ehrenfest (Cf.
Exemple 2.55), la marche aléatoire multidimensionnelle (Cf. Section 2) sont des exemples de
chaines irréductibles.

En revanche la fortune du joueur A contre le joueur B (Exemple 2.4) ne constitue pas une
chaine irréductible puisqu’elle est constituée de trois classes : {0}, {1,2,...,a — 1} et {a}. ©
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EXERCICE 4.13. Considérons la chaine de Markov a espace d’états B =
{1,2,3,4,5} de matrice de passage :

1/3 2/3 0 0 0
2/5 2/5 1/5 0 0
P=| 0 0 1/2 1/4 1/4
0 0 1/2 0 1/2
o 0 0 0 1

1) Donner son graphe de Markov.
2) Donner ses classes d’équivalence. Préciser ’accessibilité entre classes.

Solution de P’exercice.
1) Son graphe de Markov est donné par la Figure 8.

2/3 1/5 1/4

FIGURE 8. Graphe de Markov de ’Exercice 4.4.13.

2) Elle comporte trois classes :C1 = {1,2}, Cy = {3,4} et C3 = {5}. L’accessibilité entre
les classes est donnée par : C; — Cy — (3. &

DEFINITION 4.15. On dit qu’une classe d’équivalence C' pour une chaine de Markov est
fermée si l'on a :
(it—jeticC)=jeC,

On dit aussi que la classe C' est absorbante.

Ainsi une fois que la chaine atteint un des états de la classe fermée C, elle ne quitte plus
cette classe.

6. Périodicité
DEFINITION 4.16. La période d’un état de retour i, que l’'on note d(i), est le P.G.C.D. de

tous les entiers n > 0 pour lesquels on a : pgz) > 0. Sil'on ad(i) =1, alors l'état i est dit
(n)

apériodique, sinon il est dit de période d(i). Si, pour un état i, on a Dii

on pose d(i) = +oo.

= 0 pour tout n, alors
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La période d’un I’état permet de savoir si le temps entre deux passage par cet état est, ou
n’est pas, multiple d’'un temps minimum. La plupart des chaines sont apériodiques. Mais il
est tout de méme aisé de trouver des chaines périodiques.

EXERCICE 4.14. Etudier la périodicité des états des chaines suivantes
(en dissociant éventuellement entre les valeurs possibles des probabilités quand
celles-ci ne sont pas spécifiées).

1) Chaine a deux états (Cf. Section 2.1)

2) Marche aléatoire simple (Cf. Exemple 2.1).

3) Joueur A contre joueur B (Cf. Exemple 2.4).

4) Modéle de diffusion d’Ehrenfest (Cf. Exemple 2.5).

Solution de l’exercice.

1)Si0<p,g<lalorsd(i) =1, pouri=1,2. Deméme,sip=1let0<g<lousig=1
et 0 <p<1l Sip=1et g=0alorsd(l) =+oc0 et d(2) = 1. Réciproquement, Si ¢ =1 et
p =0, alors d(2) = +oo et d(2) = 1. Enfin, si p = ¢ = 1, alors d(i) = 2 pour i = 1,2.

2) Tous les états ont toujours méme période. Cette derniére est égale 42si0 < p < 1. En
revanche, si p est égal & 0 ou 1, alors la période est infinie.

3) On a toujours : d(0) =d(a) =1. Si0 < p < 1 alors d(i) = 2, pour i € {1,...,a — 1}.
Si p(1 —p) =0 alors d(i) = +o0, pour i € {1,...,a — 1}.

4) d(i) = 2, pour tout ¢ =0,...,a. <&

PROPOSITION 4.17. Si la période d’un état est finie alors tout autre état qui communique
avec celui-ci est de méme période. La période est donc la méme pour tous les éléments d’une
méme classe.

Preuve. D’une part si ¢ «<— 7, alors il existe deux entiers n et m tels que : pl(-z) > 0 et

pg’?) > (0. D’autre part si I'on a d(i) = d < +oo alors il existe au moins un entier k tel que

pg’ki) > 0. Pour n’importe lequel de ces entiers k on a alors : p§?+n+k> > pg-f?)pgi-)pl(»z) > 0.

Mais ayant également pgi-k) > 0, on obtient aussi p§?+n+2k) > 0. Ainsi la période d(j) de I'état

j divise a la fois m +n + k et m 4+ n + 2k et divise donc sa différence k. On a donc montré
que tout k divisible par d(i) 'est également par d(j), donc d(j) divise d(i). Tout ceci étant
parfaitement symétrique, on a aussi d(i) qui divise d(j). Ce qui prouve le résultat voulu. O

Donnons enfin un résultat que nous ne démontrerons pas. Sa démonstration repose prin-
cipalement sur un résultat en théorie des nombres sur les pged.

LEMME 4.18. Un état i d’une chaine de Markov est apériodique si, et seulement si, on a
pour tout entier n suffisamment grand

pz(»z) > 0.

Jean-Yves Dauxois, ©Février 2009



56 Chapitre 4. Chaines de Markov

7. Temps d’atteinte, états récurrents et transients

DEFINITION 4.19. Soit i dans E un état quelconque de la chaine de Markov (X,). On
appelle temps d’atteinte de l’état i (ou temps de premier passage a l’état i), la v.a. T; définie
par

T; =inf{n >1: X, =i},
avec la convention inf () = +oo.

Il est clair que cette v.a. est un temps d’arrét par rapport a la filtration naturelle F de la
chaine (X,,) (Cf. Chapitre 77).

Pour deux états i et j dans E, notons f; ; la probabilité que, partant de I’état 7, la chaine
passe au moins une fois par ’état j, i.e.

fi7j = P(’T] < +OO)|XQ = Z)
La probabilité f;; est donc la probabilité que, partant de I’état 4, la chaine retourne a I'état 7
en un temps fini.

Notons également fl(?) la probabilité que, partant de I’état ¢ la chaine aille, pour la premiére
fois, & I'état j au temps n, i.e.

= P(Ty=nlXo=1i) = P(Xo = j,Xp £ .Yk =1,...n— 1| X = ),
avec la convention fi(g) = 0.

PROPOSITION 4.20. Pour tout états i et j et tout entiern>1, on a :

() _ N k), (nk)
piy =Y fiipy
k=0

EXERCICE 4.15. Démonstration de cette proposition.
1) Montrer que l’on peut écrire :
n—1
p =20 w VRS 15
k=1
2) Conclure.
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Preuve/Solution de ’exercice.
1) Pour tout (i,7) dans E?, on a :

p) = P(X,=jlXo=1i) = P({Xy = j},Up_ {Tj = k}|Xo = )

I
M:

P{Xn =i} A{T) = k}Xo =)

k=1
n—1
= N P({Xy = 3 AT = kY Xo = 1) + £
k=1
n—1
= 3" P({X = JHITy = B}, Xo = ) PUTy = kY Xo = i) + £
k=1
n—1
= 3" PUXa = jHXe = )PUT = K} Xo = i) + 7
i
= py; f flj )
k=1

ol I'avant derniére égalité est justifiée par les formules vues en Section 4.

(0)

2) Comme on a : pé»oj) =1let f;7 =0, on peut écrire

pM = Zf,] (k)

ce qu’il fallait démontrer. O

Définissons maintenant, pour tout n dans N, les fonctions génératrices des suites de proba-

bilités (pg ]))neN et (fz(]))neN respectivement par :

—+o00
Pj(s) = > pWsm Vsl <1
n=0

+oo
Fij(s) = Y fVs", vs| < 1.
n=0

Remarquons que ces séries sont absolument convergentes, pour |s| < 1, puisque les probabilités

(n)

p;; et fi(?) sont majorées par 1.
PROPOSITION 4.21. Pour tout couple (i, ) dans E? et pour tout |s| < 1, on a :
Ps) = - et Pig(s) = Fig(s)Pys(s)
() — et Pi(s) = F (3)P: i(s
2,1 1_ Fi’i(s) 12¥] [2¥) 23 ’

ce qui peut étre résumé par la formule :

Pij(s) = bij + Fi j(s)Pj ().
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Preuve. En utilisant la proposition précédente, on peut écrire, pour tout ¢ dans F et tout
|s| < 1:

“+o0o +oo
Pals) = Dopis" =143 plls"
n=0 n=1

“+oo n +00 n
- () o (Sl

n=1 \k=0 =0 \i—o
= 1+ P(s)Fii(s),

ou 'avant derniére égalité est justifiée par la nullité de fi(?) et la derniére n’est que 'utilisation
d’une formule classique de multiplication des séries entiéres'.

L’autre formule se démontre exactement de la méme maniére. O

DEFINITION 4.22. On dit qu’un état i d’une chaine de Markov est récurrent si, partant
de l’état v, la probabilité que cette chaine retourne a l’état i en un temps fini est égale a 1, i.e.
si fii = 1. Sinon Uétat est dit transient ou transitoire (on a alors fi; < 1).

Autrement dit un état récurrent est tel que P(T; < +00|Xp =¢) = 1. Le temps de retour
al’état i est donc p.s. fini. En revanche un état transitoire est tel que : P(T; < +oo|Xp =1) <
1 < P(T; = +o0|Xp = 1) > 0, ce qui revient a dire qu’il y a une probabilité strictement
positive que la chaine ne repasse jamais par 1’état transient 1.

EXERCICE 4.16. Pour les chaines de Markov suivantes, donner les états
récurrents et transients.

1) Fortune du joueur A contre joueur B (Cf. Exemple 2.4).

2) Chaine de Markov de I’Exercice 4.13.

Solution de ’exercice.
1) Pour cette chaine, les états 0 et a sont absorbants donc récurrents puisque 'on a :
1= fo0 =Pro,0 = fa,a = Pa,a-
Les autres états sont transitoires. En effet on a, par exemple, pour I’état 1 :
P(Ty = +oo|Xg=1) 2 P(X1 =0[Xg=1) =¢ >0,
puisque I'état 0 est absorbant.

2) L’état 5 est récurrent car absorbant (évident), tous les autres sont transitoires. En effet,
par exemple, on a pour 'état 1 :

2 1
f1712P(X2:3,X1:2‘X0:1):§X§>0.
Les autres se montrent de la méme maniére. o
1On rappelle que 'on a :
+oo +oo +o0 k
(Z aksk> (Z b18l> = Z <Z akbkl> Sk.
k=0 1=0 k=0 \1=0
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PROPOSITION 4.23. Un état i d’une chaine de Markov est récurrent si, et seulement si, on

+oo
S =1
n=1

1l est transient si, et seulement si,

= ()
£

EXERCICE 4.17. Démontrer cette proposition.

Solution de 1’exercice. Il suffit de remarquer que I'on a :

fij = P(T- < +oolXg=1i) = P(U +"‘i{T =n})| Xy =1)
= ZP{T—nHXo—z Zf
et d’appliquer cette formule & i = j. O

Afin de donner un autre critére, caractérisant la récurrence, introduisons un lemme tech-
nique.

LEMME 4.24. (Lemme d’Abel)

i) Si une série de terme général a,, est convergente de somme égale a a, i.e.
+oo
Z ap = a < 400,
n=0
alors on a :

s—1—

—+00
lim E ans” g ay = a.
n=0

i) Si une série de terme geneml an, tous positifs, est telle que

“+o00
lim g ans" = a < 400,
s—1—
n=0
alors on a :
“+o0
E a, =a < 400
n=0

Nous ne démontrons pas ce lemme, que 'on peut trouver dans n’importe quel bon livre
)
d’analyse.
Nous sommes maintenant en mesure de donner une autre caractérisation de la récurrence.
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THEOREME 4.25. Un état i dans E 'espace des états d’une chaine de Markov est récurrent

si, et seulement si, l'on a :
+oo (n)
n
E :pzz =
n=0

1l est donc transient si la série précédente est convergente.

EXERCICE 4.18. Démontrer ce Théoréeme. (Ind. On utilisera, autant
pour la partie nécessaire que pour la partie suffisante, le lemme d’Abel et la
proposition précédente)

Preuve/Solution de I’exercice. Montrons en premier lieu que cette condition est néces-
saire. Supposons donc que ’état 7 est récurrent. D’aprés la proposition 4.23, on sait que :

+oo ()
§ :Jz? -
n=1 ’

En utilisant le i) du lemme d’Abel, on a alors :

S ) gn
n
Jim 3£ = Jim Fials) =1
Ainsi, grace au lemme 4.21, il vient :
lim Pj;(s) = lim E pH =

s—1— s—1—

L’utilisation du point i) du lemme d’Abel, nous permet de conclure que :

“+oo
>k =,
n=0

ce qui était le résultat désiré.
Pour démontrer que cette derniére égalité est suffisante, supposons que 'état i soit tran-

sient, c’est a dire que :
+o00o
>t
0,3
n=1

En raisonnant de maniére similaire & précédemment on obtient que

lim Pj;(s) = lim mes < 400,

s—1— s—1—

ce qui, grace au ii) du lemme d’Abel donne

“+oo
Z pﬁf? < +00.
n=0

Par contraposée, on obtient bien le caractére suffisant du critére. O
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Remarquons, que d’aprés leurs définitions tout état de non retour est transient et tout état
absorbant est récurrent. Ceci est facilement confirmé par le fait qu’un état de non retour est

tel que pgg) =1let pgz) = 0, pour tout n. La série de la proposition 4.25 est donc trivialement

convergente. Pour un état absorbant, cette série est bien stir divergente puisque tous les termes
de la série sont égaux a 1.

COROLLAIRE 4.26. Si un état j dans E est récurrent alors on a, pour tout état i tel que

—+o00
>y = +oe
n=0

En revanche, si l’état j est transient, on a pour tout état i de E :
+oo
Z pz(-j;) < 4o00.
n=0

1l en découle, dans ce cas, que l'on a également, pour tout i dans E :

EXERCICE 4.19. Démonstration de ce Corollaire.
1) Supposons dans un premier temps j transient. Montrer, en utilisant
en particulier le lemme d’Abel, que

. fi
lim P;;(s) = —=— < 4o0.
s—1— Z’J( ) 1- fj,j
En utilisant o nouveau le lemme d’Abel, montrer que le terme général de la
série S 10 (n) 0
noPij converge vers 0.

2) On suppose maintenant j récurrent. Montrer, toujours en utilisant le
lemme d’Abel, que :
lim P (s) g

=1 T fiy
3) Montrer que la limite précédente est infinie.
4) Achever en utilisant a nouveau le lemme d’Abel.

Preuve/Solution de ’exercice.

1) Supposons dans un premier temps que Iétat j soit transient. On sait, d’aprés le
théoréme 4.21, que 'on a

Fij(s)

1 — Fjj(s)
Or les séries :ioo fi(,?) et :i% ](7;) sont convergentes de sommes respectivement égales a
fi; et fj; toutes les deux majorées par 1 (puisque ce sont des probabilités). Le lemme d’Abel
utilisé pour ces deux séries nous permet d’écrire que :

lim P ;(s) = hn?s_’l_ Figls) _ _Ju
s—1— 1- hms%l_ FJ'J(S) 1- fj’j

P j(s) =

< 400,
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puisque le numérateur, comme probabilité, est majoré par un et le dénominateur 1 — f; ; est
strictement positif, par transience de I’état j. En utilisant le i7) du lemme d’Abel, il vient
alors que :

fz]
: < .
ZP@ [ <

Le terme général de la série est alors bien siir convergent vers 0.
2) Dans le cas o 'état j est récurrent, on fait un raisonnement tout a fait similaire. Ainsi,
par les mémes arguments, on montre que :

limg - F; (s i
lim P ;(s) = a—1- Fis(s) _ i .
s—1— 1 —limg - Fjj(s) 1—fj;
3) Par récurrence de I'état j, on a : f;; = 1. De plus, puisqu’il s’agit d'une probabilité, le
terme f; ; est majoré par 1. Soit maintenant un état 7 tel que i — j. Il existe donc un entier

n tel que pg ") > 0. On a alors :

fi,j = P(T] < +OO‘X0 = 2) > pEZ) > 0.

Ayant donc en résumé fj; =1 et 0 < f;; <1, la limite précédente est donc infinie.
4) En utilisant le i7) du lemme d’Abel, on en déduit que

+
= i
1=

ce qui achéve notre démonstration. O

= o0,
n=0

Le théoréme 4.25 nous permet de voir que, partant d’un état ¢, I’espérance du nombre de
retour a cet état est infinie si et seulement si ’état est récurrent. En effet, notons

+oo
Ni = Igx,—q-
n=0

Par le théoréme de Tonelli, on peut inverser espérance et somme pour obtenir :

Zp“,

ou E; est 'espérance pour la loi conditionnelle & {Xo = i}. D’apreés la proposition précédente,
la partie droite de I’égalité est infinie si, et seulement si, I’état i est récurrent.

Ce résultat est confirmé par la proposition suivante.
PROPOSITION 4.27. Un état i est récurrent ou transient suivant que la probabilité
P(X,, =i pour une infinité de n|Xo = 1)

est égale, respectivement, a 1 ou 0.
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EXERCICE 4.20. Démonstration de cette Proposition.

1) Soit QfVZ la probabilité que, partant de [’état i, la chaine repasse au
moins N fois par cet état. En “découpant” suivant les valeurs de T;, montrer
que l'on a :

N N-1
Qi,i = fz‘,i i
En déduire que :
N N
Qi = (fia)"-

2) Conclure en considérant la limite, quand N — o0, de ces probabilités
N

Preuve/Solution de ’exercice. Notons vaz la probabilité que, partant de ’état i, la
chaine repasse au moins N fois par cet état. On a :
QY = P{N;>N+1}|Xo=1i)

= PH{N; > N+ 1}L UL =k} Xo = i)
“+o0o

= Y P({N; > N +1},{T; = k}|Xo = i)
k=1
+00

= Y P(N; = N +1|Xy = §)P(T; = k| Xo = 0)
k=1

+oo
_ N-1 (k) _ N-1
= E :sz fi,i = fi:’iQi,i :
k=1
En réitérant cette formule, on obtient :
N _ ¢ nHN-1 _ CN2HN—-2 __ _ CAZ\N-1H1
Qi,i - fz,z i (fz,z) ii T (fz,z) Qm
Comme on a : Q}i = fii, il vient :
N N
Qi,i = (fzz) .
En remarquant que les événements considérés dans les probabilités val forment une suite
décroissante, on peut écrire :

Nlim Qi\; = Qi = P(X,, = ¢ pour une infinité de n| Xy = 7).
— 400 ’

Ainsi, la probabilité Q;; est égale a 1 si, et seulement si, f;; = 1, ou encore, d’apres la
proposition 4.23, si, et seulement si, I’état ¢ est récurrent. La transience de ’état ¢ est nous
I'avons vu, équivalente & f;; < 1, ce qui d’aprés ce qui précéde est equivalent a ;; =0. O

THEOREME 4.28. Pour une chaine de Markov irréductible et récurrente, on a pour tout
état (i,4) dans E? :
f@j = P(TIJ < +OO’X0 = Z) =1,
ce qui implique que pour tout 7 de E on a :

P(T; < +00) = 1.
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Preuve. La classe étant récurrente, d’aprés la proposition 4.27, on peut écrire, pour m
quelconque :
1 = P(X, =j pour une infinité de n|Xy = j)
< PXp,=jpourunn>m+1/Xg=7) <1,
ol la premiére inégalité est di a :
{X,, = j pour une infinité de n} = {Vm,In>m: X, =j}
= NmeN Unzm {Xn =7} C Un>m{Xn = j},
pour m quelconque dans N. (Le;s deux probabilités précédentes sont ainsi égales. On en déduit
m

que, en prenant m tel que P

1 = P(X, = j pour une infinité de n|Xo = j)
= P(X, =jpourunn>m+ 11Xy = j)
= Z P(X,, =jpour un n > m+ 1|X,, = k)P(X,, = k| Xo = 1)
keE
= ) P(Tj < +ool Xo = k)p{y.
keE

>0,ona:

ot Pon a utilisé la propriété de Markov pour obtenir la derniére égalité. Mais la matrice P(™)
étant stochastique, on a déja
(m) _ 1
Pje =5

keE
ce qui implique nécessairement que f; j; = P(Tj < +00|Xo = k) = 1, pour tout état k dans E.
Quand au dernier résultat du théoréme, il s’obtient rapidement en décomposant suivant
les valeurs possibles pour Xj, :

P(Tj < +00) = > P(Tj < +00|Xg = i)P(Xo=1i) = Y _ fi;P(Xo=1) =
S i€ER
puisque la loi initiale est forcément une probabilité. O

PROPOSITION 4.29. La récurrence est une propriété de classe, i.e. :

(1 «— j et i récurrent) = j récurrent.

EXERCICE 4.21. Démontrer cette Proposition. (On pourra utiliser la
proposition 4.25)

Preuve/Solution de ’exercice. Soient i et j deux états qui communiquent. Par défi-
nition, il existe donc m et n dans N tels que :

(m) (n)

pi; > 0etp;;’ >0.
On a alors, en utilisant la minoration classique p§m+n+k) > pgfl)pz(’?pgzl)

“+o00

(m—+n+k) (n),_(m) (k) _
> oo =z me i ply =il Zpi,z’ = +00,
k=0 k=0
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puisque I'état i est supposé récurrent. L’état j est donc lui aussi récurrent.O

EXERCICE 4.22. Etude de la marche aléatoire simple (Cf. Exemple 2.1).
1) Considérer le cas de l’état 0. Calculer les valeurs de Poo, pourn € N.
2) On pourra utiliser la proposition 4.25 et la formule Stirling pour con-
clure sur ’état 0. (Ind. La réponse pourra varier en fonction des valeurs de

p)

3) Qu’en est-il des autres états ?

Solution de ’exercice. D’aprés sa définition la marche aléatoire simple est telle que,
pour tout n dans N, on a :

2 1 2
poe T =0t ) = Cnp(1 - p).

En utilisant la formule de Stirling
n\n
n! ~V2mn (—) ,
e
quand n — 400, on a :

n 2./mn (22)*" 4p(1 — p)|™
P o \2/;((“32)n pn(l_p)n:[p(\/ﬁp)] '

e

Or il est aisé de vérifier que l'on a p(1 — p) < 1/4 avec égalité seulement dans le cas ou
p=1/2. Sil'on est dans cette derniére situation, alors la série

SN () NN @)
n 2n
Zpo,o = Zpo,o
n=0 n=0
est de méme nature que la série
“+oo
> =
=V
qui est divergente. Ainsi d’aprés la proposition 4.25, I’état 0 est récurrent. Ayant vu qu’une
marche aléatoire simple est irréductible, i.e. tous les états communiquent entre eux, et que
la récurrence est une propriété de classe, tous les états de la marche aléatoire simple sont

récurrents.
Supposons maintenant que 'on ait p # 1/2. Notons alors r = 4p(1 — p) < 1. La série

N2 ()
n
> P60
n=0
est alors de méme nature que la série
+oo
>
n=0
que l'on sait étre convergente pour » < 1. La proposition 4.25 nous permet de conclure que

I’état O est transient. Tous les états de la marche aléatoire simple sont alors transients dans
le cas ou p # 1/2. <&
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8. Propriété de Markov forte

Donnons la définition d’un temps d’arrét associé & une filtration, notion qui sera & nouveau
étudiée dans le Chapitre 77 sur les martingales.

DEFINITION 4.30. Soit (F,) une filtration sur un espace probabilisé (2, A, P). Une appli-
cation T : Q — N est dite temps d’arrét relativement a la filtration (F,) si
VneN:{T <n}eF,
ou encore de maniére équivalente si
VneN:{T =n}eF,
Définissons la tribu des événements antérieurs a un temps d’arrét 1.

DEFINITION 4.31. Soit T' un temps d’arrét relativement a une filtration (Fy). On appelle
tribu des événements antérieurs o T la tribu Fr définie par :

Fr={Ae€eFso:YneNonait AN{T <n}eF,},

ot la tribu Fu est définie par
Foo = VnFn.

On peut montrer que la tribu Fp est également telle que
Fr={A€Fx:¥YneNonait AN{T =n} € F,}.

On peut maintenant donner la propriété de Markov forte associée a une chaine de Markov.
L’idée, simple, est de montrer que 1’on a toujours la propriété de Markov quand on ne condi-
tionne plus en un temps fixé, disons n quand on conditionne par rapport & {X,, = i}, mais
quand on conditionne en un temps aléatoire donné par un temps d’arrét 7', donc quand on
conditionne par rapport a un événement du type {X7 = i}. Nous formulons cette propriété
dans sa forme plus générale & mettre en relation avec les formules de conditionnement obtenues
en section 4.

THEOREME 4.32. (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét relativement
a la filtration naturelle associée & une chaine de Markov (X,). Pour tout événement A de la
tribu Fr tel que P(T < 400, A, X7 =1) >0 o0na :
P( X1 =J1,. - Xy = jk‘T < +o0, A, X =1)
= P(X1=j1,..., Xk = jr|Xo =1)

EXERCICE 4.23. Démonstration de ce Théoréme.
1) Montrer, en justifiant bien les étapes de votre démonstration, que l’on
peut écrire :

P(XT+1 =J1,--- 7XT+k =Jk, I'< +007A7XT = Z)
—+00

=3 P(Xnt1=j1,- -, Xnsk = ji|Xn = ))P(T = n, A, X, = 1i).
n=0

2) En déduire que l'on a :
P(XT+1 :j17'~'1XT+k: = Jk, I < 400, A, X7 = Z)
= P(Xl =1y, Xk :jk‘XO :i)P(T < 400, A, X, :i)
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et conclure.

Solution de ’exercice. On a en effet

P(Xri1 =1, Xrqk = ji, T < +00, A, X7 = 1)
—+00
== ZP(XT+]_ :jl,...,XT+k:jk,T:n,A,XT:i)

n=0

+00
= ZP(Xn—H =J1y s Xogk = Jr, T =n, A, X = i)
n=0

+o00
= Y P(Xpy1=j1,- o Xnph = julT =0, A, X, = ))P(T = n, A, X, = ).
n=0

Dans cette derniére somme les termes non nuls sont seulement ceux pour lesquels on a :
P(T =n,A, X, =1i) > 0. Or sous cette condition et en utilisant une formule vue en section
4, on peut écrire :
P(Xn—H = jl, .. ,XnJrk = ]k|T =n, A,Xn = Z)
= P(XnJrl =J15--- 7Xn+k = ]k|Xn = 'L)
puisque l'événement {T' = n} N A est dans la tribu F,, par définition de la tribu arrétée Fr.
L’homogénéité en temps de la chaine de Markov nous donne alors :

P(Xn+1 :jla" '7Xn+k :jk|T == TL,A,Xn = 7’)
= P(X1:]17an:]k|X0:Z)
On a donc

P(XT+1 :jl,... 7XT+k :jk,T < —|—OO,A,XT = l)
—+o00

= Y P(X1=j1,..., X = jg| Xo = i) P(T = n, A, X, = 1)
n=0

+oo
= P(X1=j1,.... Xp = je|Xo=1) Y _P(T =n,A X, =1
n=0

= P(Xl =1y, Xk :]k|X0 :Z)P(T< +OO,A,Xn:i),

ce qui, en divisant par P(T < 400, A, X,, = i) supposée strictement positive, nous donne le
résultat voulu. |

On tire de ce résultat que, conditionnellement a {7 < oo} et {X7p = i}, le processus
(X74n) est encore une chaine de Markov avec pour matrice de passage la méme matrice P
que la chaine (X,,) et pour loi initiale la loi de dirac en i.

9. Récurrence positive et récurrence nulle

Rappelons qu’un état ¢ est dit récurrent si f;; = 1 et transient si f;; < 1. Nous avons vu
que dans ces deux cas le temps de retour a 1’état i est respectivement p.s. fini et infini avec
une probabilité non nulle. Intéressons nous maintenant a ’espérance de ce temps de retour.
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DEFINITION 4.33. Pour tout état i d’une chaine de Markov, on définit le temps moyen
de récurrence y; par :

400 st 1 est transient;

(n) .. .
dons1nfy;  siiest récurrent.

pi = Bi(T;) = E(T;| Xo = i) = {

Puisque, comme nous venons de le rappeler, pour un état transient on a P(T; = +oo| Xy =
i) > 0, l'espérance du temps de retour p; est infinie, i.e. p; = E;(7;) = +oo. En revanche si
I’état i est récurrent, on peut avoir un temps moyen de récurrence p; fini ou infini.

DEFINITION 4.34. Un état récurrent d’une chaine de Markov est dit récurrent nul si
Wi = 400 et récurrent positif (ou non nul) si p; < +oo.

L’espérance du temps de retour a un état transient étant infinie, on rencontre dans certains
ouvrages le terme redondant d’état transient nul. Nous n’utiliserons pas cette terminologie car
elle pourrait laisser sous-entendre qu’il existe des états transients positifs, ce qui est impossible
comme nous venons de le voir. Tout état transient est forcément nul.

Les états récurrents nuls sont donc entre les états transients et les états récurrents positifs.
Ils sont récurrents mais leur temps moyen de récurrence est infini comme les états transients.

Le critére suivant, que nous ne démontrerons pas, permet de caractériser la positivité d’un
état récurrent.

THEOREME 4.35. (Critére de nullité) Un état récurrent d’une chaine de Markov est nul
si, et seulement si,

lim p(n-) = 0.

n——too” bt

THEOREME 4.36. La positivité, ou la nullité, est une propriété de classe.

EXERCICE 4.24. Démontrer ce Théoréme. (Ind. On pourra utiliser le
Théoreme 4.35)

Solution de I’exercice. Soit ¢ un état récurrent nul et j un autre état, appartenant a la
méme classe que . Puisque ¢ et j communiquent entre eux, il existe des entiers n et m tels
que :

p§?)>0etp()>0.

n
j?i
De I'inégalité maintenant classique

(mebnth) s, m), (), (0)
1,0 — 17,9 1,0 3,00

vraie pour tout k dans F, on tire que la nullité de 1’état ¢ implique celle de 1’état j. O
Ainsi une classe d’équivalence d’une chaine de Markov est soit transiente, soit récurrente

nulle, soit récurrente positive. En revanche, si I’espace des états E de la chaine de Markov est
fini, on ne peut trouver d’état, et donc bien siir de classe, récurrente nulle.
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PROPOSITION 4.37. Soit (X,,) une chaine de Markov sur un espace d’états E fini. Elle
posséde alors au moins un état récurrent et les états récurrents sont tous positifs.

Preuve. Supposons que tous les états de la chaine soient transients. D’aprés le corollaire
4.26 on a pour tout (i,j) dans E? :

lim p(n) = 0.

n—-+00 2

Ainsi, puisque E est fini, on peut écrire :

: (n) _ : (n) _
nEr—lr-loo Zpi’j o ngr—ir-loo pi’j o 0’
JEE JjEE

ce qui est bien str en contradiction avec 1’égalité :

>opy =1

JEE

pour tout n dans N.
Il existe donc au moins un état récurrent pour cette chaine et soit ¢ cet état. De deux

choses 'une : soit il est seul dans sa classe, soit il n’est pas seul. Dans le premier cas, il
(n)

communique uniquement avec lui méme, alors nécessairement on p;,” = 1 pour tout n et I'état
b

1 donc, d’aprés le critére de nullité, est récurrent positif.

Dans le second cas, il communique avec au moins un autre état j différent de lui méme.
Supposons que cette classe récurrente, notée C', soit de plus nulle. L’état ¢ étant accessible de
(m)
Jst

I’état j, il existe au moins un entier m tel que p:.” > 0. On a alors, pour tout entier n :

(mn)  p1),,m)
7,1 — M,y Pt

Puisque I’état ¢ est supposé récurrent nul, le critére de nullité assure la convergence vers 0
(n)
.5
toujours quand n tend vers +oo. Or la classe C' étant de cardinal fini (puisque ’ensemble des
états E de la chaine est supposé fini), on en déduit que :

: (n) _
Jm > p=o.
jec

du terme & gauche dans l'inégalité, quand n tend vers +oo et donc également celle de p

Or ceci est en contradiction avec le fait que 1’on ait pour tout n :
_ (n) _ (n)
L= n5 =2 mi
JjEE jeC

ou la derniére égalité est justifiée par I'impossibité de quitter une classe récurrente. La classe
récurrente C' ne peut donc étre nulle et est donc positive, ce qui est bien le résultat cherché.O

Il n’est pas nécessaire de démontrer le corollaire suivant tout a fait évident.

COROLLAIRE 4.38. Une chaine de Markov irréductible sur un espace fini est forcément
récurrente positive.
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10. Loi stationnaire et théorémes limites

A partir de maintenant, on va se poser la question de la convergence de la chaine de
Markov. Bien sir, sauf dans des cas trés particuliers, la chaine de Markov (X,,) ne convergera
pas vers un état donné. Mais en revanche, il n’est pas injustifié d’espérer que, sous de bonnes
conditions, la suite (X,,) converge en loi vers une loi limite.

On verra que l'existence d’une telle loi limite est trés liée & la notion de loi stationnaire
que nous allons maintenant définir.

10.1. Lol stationnaire.

DEFINITION 4.39. Soit (X,,) une chaine de Markov a valeurs dans une espace d’état discret
E. Un vecteur colonne de probabilités m = (7p)nep, donc tel que

>0, Vn€eFE et anzl,
nek
est dit loi (ou distribution) stationnaire sil'on a :
=Pt < 1" =7"P,

o A* est la matrice transposée de la matrice A. Autrement dit cette loi est dite stationnaire
si, pour tout j dans E on a
T = Z TiDij-

i€E
On parle également de loi invariante ou de loi d’équilibre.

Remarquons que l'on aurait pu dire que 7 est un vecteur propre a droite de la matrice P*
avec 1 pour valeur propre a droite.

Une telle loi est dite stationnaire car si la loi initiale de la chaine, i.e. la loi de la v.a. X,
est 7 alors celle de X,,, pour tout n, est encore w. En effet, constatons déja que pour la loi de
la v.a. X on a, pour tout k dans F :

P(X1=k)=)Y P(X1=kXo=n)=>_ pnifn =T,
ner ner

ou la derniére égalité est justifiée par l'invariance de la loi 7. La loi de la v.a. X est donc
également 7. La loi de X est donc toujours donnée par 7* P et, dans le cas d’une loi initiale
stationnaire, est égale encore & 7*.

Maintenant, constatons que 1’on a :

(P*)?’r = P*(*Prr) = P*r =7
et, par récurrence évidente, pour tout n dans N :
(PY)"'m = .
Or en faisant le méme raisonnement que précédemment, la loi de la chaine a U'instant n, i.e.

la loi de la v.a. X,,, est 7*P™ qui est donc encore égale a w. La loi des X,, n’évolue donc pas
avec le temps. Et bien str dans un tel cas, la loi 7 est également la loi limite de la chaine.

En fait on peut montrer bien plus. Dans le cas ot la loi initiale est une loi stationnaire, alors
le processus (X,) est stationnaire au sens fort, comme définie dans le cours " Introduction aux
Processus Stochastiques". En effet, pour tout k£ dans N, pour tout vecteur d’entiers (ni, ..., ng)
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tels que ny < --- < ny et tout vecteur (iy,...,i;) dans E¥, on a, par homogénéité de la chaine
et pour tout n :
. . (ng—ng—1) na—mn
P(Xminy =15 X, = 15) = pyt i 2(1721.2 Do,
= P(Xp, =i1,...,Xpn, =ik).
Ainsi on a, pour tout k& dans N, pour tout vecteur d’entiers (n,...,ng) tels que ny < -+ < ng

et tout entier m :
‘C(ana v aXnk) = »C(Xernp s 7Xm+nk)a
ce qui prouve bien que le processus est stationnaire au sens fort.

Le théoréme qui suit formule différemment le résultat que nous venons d’obtenir.

THEOREME 4.40. Soit (X, )nen une chaine de Markov de matrice de passage P et de loi
initiale 7 stationnaire. Alors, pour tout entier m, le processus translaté (Xin)nen est une
chaine de Markov de matrice de passage P (rien de neuf ici !) et de loi intiale w. Autrement
dit, les deux chaines de Markov ont méme loi.

L’appellation loi d’équilibre peut étre déja pressentie par théoréme qui suit. Elle sera
encore plus claire quand nous verrons les théorémes limites.

THEOREME 4.41. Soit (X,,) une chaine de Markov a espace d’états E fini. Supposons que
pour un €état i de E on ait, quand n tend vers 400 :

(n)

p;; — ™5, pour tout j dans E.

Alors la loi m est nécessairement une loi stationnaire.

Preuve. Les sommes qui suivent étant finies, on peut écrire :
; (n)
m; E lim = lim E =1,
Z i~ n—>+oopl n—+00 4 pZ’J
JjEE jeEE JjEE

ce qui prouve que 7 est bien une loi de probabilité sur E. Par ailleurs, ayant pour tout (i, 7)

dans E? et tout n dans N
(n) _ (n—1)

Dbij = Dir "Pkyjs
keE
il vient :
m; = lim = lim Z —Z lim Zﬂ'
J n—-too pz n—+oo pz k pk,] 00 pz k pk,j kPk,j»
keE keE
ce qui prouve que la loi 7 est bien stationnaire. O

Il est important de noter qu’il n’existe pas toujours une loi stationnaire. Il en est ainsi
par exemple dans le cas d’une marche aléatoire simple avec p = 1 (et donc ¢ = 0). En effet
dans ce cas, comme p; ; est non nul seulement si j =i + 1, I'équation que doit vérifier une loi
stationnaire

5 = Zﬂ-ipi,j» v] € Z,
i€E
implique que 7; = 7mj_1 et que donc tous les m; sont égaux a une constante. La mesure
discréte ainsi obtenue sur Z n’est bien stir pas une probabilité. Constatons également que
pour une marche aléatoire simple générale (i.e sur Z avec p € [0,1]) on a, pour tout (i, j) € Z2,
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n . . .
la convergence de pg j) vers 0 quand n tend vers 4+o0o. Mais la mesure ainsi obtenue est

effectivement invariante mais n’est toujours pas une probabilité sur Z. Le théoréme précédent
est donc uniquement vrai dans le cas d’'un espace des états fini.

A Tl'inverse il existe des chaines de Markov possédant une infinité de loi stationnaire.

EXERCICE 4.25. Démontrer que pour la chaine modélisant le jeu entre
A et B (Cf. Exemple 2.4), il existe une infinité de loi stationnaires et donner
leurs formes.

Solution de P’exercice.
On vérifie aisément que n’importe quelle probabilité sur {0,1,...,a} de la forme 7 =
(p,0,...,0,1 — p)* est stationnaire pour cette chaine. &

Cas des matrices bistochastiques.

Une matrice stochastique P est dite bistochastiques si la somme de ses colonnes vaut
aussi 1. C’est par exemple le cas pour une matrice de transition P qui serait symétrique.

Notons 1 le vecteur colonne sur E ayant toutes ses composantes égales a 1. Si P est
bistochastique, ce vecteur 1 est alors naturellement vecteur propre a droite de P* i.e.

P 1=1.

Ainsi, le vecteur 1 est une mesure invariante pour la chaine mais ce n’est bien siir pas une
probabilité. Dans le cas ott E est infini, tout vecteur de la forme cll ou ¢ € RT est toujours
une mesure invariante mais pas une probabilité.

En revanche, si E est fini, alors en prenant ¢ = 1/Card(E), on obtient une loi invariante.
Ainsi par exemple, toute chaine de Markov sur F fini ayant une matrice symétrique admet
une loi invariante.

EXERCICE 4.26. Etude de la marche & deux états.
1) Montrer que l’on peut écrire

N

S

pgtlfrl) = (1 _P)pgrfl) +q(1 _Plﬁ) :Pg@(l —p—q)+q
o = p -+ —p\y =1 -p—q) +p
P = L =ppiY +q (1=l =pi(1—p— )+ g
p ) = p (=D + (1 —)pdy =pl (1~ p—q) +p

2) Résoudre ce systéme d’équation de récurrence du premier ordre (dans
les cas non triviaux, c’est a dire quand p et q¢ sont ni tous les deux égaux a
0, ni tous les deux égaux a 1).

3) Faire tendre n — 400 pour obtenir une loi stationnaire.
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Solution de P’exercice.
1) Rappelons que sa matrice de transition est

(1)
q 1l—gq

En utilisant la relation P*+! = PP, on obtient les relations
(n+1) (n) (n)

Pia = (1—=p)p7 +apis

py ) = e (- q)p§”§

P = (= pps +aply

s = ppyi (- opsy

D’autre part, on sait que 'on a pour tout n on a :
A+ =) 424 =1
On déduit de ces deux systémes d’équations que l’on a :

i = G e -p) =p - p - ) g
o = p -+ (1 q)p 52) =1 —p—q)+p
et = @l e (1P =P (1 —p—q) +q
P = p (L —pdY) (1 Q) 52) =p{(1—p—q)+p

2) Effectuons maintenant un rappel sur la résolution d’une équation de récurrence du
premier ordre. Soit donc une équation de récurrence de la forme :
Tpyl =aTp +0

a résoudre. Résolvons d’abord ’équation sans terme constant, i.e.

Yn+1 = A Yn.
La solution est bien évidemment

yn = A a”.
Cherchons maintenant une constante solution de la premiére équation. Elle doit vérifier
I'équation ¢ = a ¢+ b et est donc égale & b/(1 —a). Ainsi la solution générale de I’équation est

T =Aad"+0b/(1—a).

Ce rappel fait, revenons maintenant a la résolution de nos quatre équations de récurrence

et déterminons leurs solutions : pgnl) , pg 2), pénl) , péQ) Nous nous intéressons seulement aux

cas non dégénérés ol les réels p et ¢ sont ni tous les deux égaux a 0, ni tous les deux égaux a
1. La premiére équation est donc :

+1
W =1 -p—q) +q
ce qui, d’aprés le rappel que nous venons de faire, est de solution de forme générale :

P =A@1-p-gr+ -

p+q
La condition initiale pg?z = 1 nous impose d’avoir :
I:A—i—i, et donc A = 2
p+q pP+q
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Finalement la solution de ’équation cherchée est :

Ppi=——WU0-p—q)"+—.
1,1 erq( ) s
De la méme maniére on obtient les solutions des autres équations de récurrence :
Py = ——— (l=-p=—q)"+—
b2 P+q pP+a
(n) p n q
poi = —— (l=p—q)"+ ——
1 P+4q P+q
Py = ——— (l—-p—q)"+—
22 P+q pta

3) Ayant bien sir |1 —p — ¢| < 1, les limites de ces probabilités quand n tend vers +oo
sont données par la matrice :
9 P
P> — < pj]-q p;gq )

pta  ptaq
Le théoréme précédent nous permet d’affirmer que la loi de probabilité sur E = {1,2} définie
par ™ = (q¢/(p+¢q),p/(p+ q)) est nécessairement une mesure invariante sur £. Constatons au

passage que la limite des pgz) ne dépend effectivement pas de 1. &

EXERCICE 4.27. Considérons une chaine de Markov (X,,) & valeurs
dans E = {1,2,3}, dont le graphe de Markov est donné dans la Figure 9 :

1/2

1/2
1/2
1/2
FIGURE 9. Graphe de Markov de ’Exercice 4.27

1) Donner la matrice de transition de cette chaine.
2) Trouwver une loi stationnaire (Ind. Ici on pourra partir directement de
la définition). Est-elle unique ?

Solution de P’exercice.
1) La matrice de passage est

0 1 0
P=| 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
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2) Cherchons s'il existe une ou des lois stationnaires pour une telle chaine. Une telle loi 7
doit par définition vérifier ’équation 7#* P = ©*, ce qui nous donne le systéme d’équations :

T = 373 m_lﬂ-g
7T2:7T1+%7T2 <~ 2
_ 1 1 T = T3

T3 = 52 + 573

Comme on doit avoir w1 4+ w3 + 3 = 1, 'unique solution du systéme est (1/5,2/5,2/5). Ainsi
il existe une unique loi stationnaire = donnée par 7* = (1/5,2/5,2/5)* pour une telle chaine
de Markov sur le triangle. &

10.2. Lol stationnaire et chaine irréductible.

THEOREME 4.42. Une chaine de Markov irréductible admet une distribution stationnaire
w si, et seulement si, elle est récurrente positive. Dans ce cas, la distribution m est unique et

est définie, pour tout i dans E, par :
1

T, = —.
Mg

Une chaine irréductible ne peut donc & la fois étre transiente et posséder une distribution
stationnaire. Or on sait que la marche aléatoire simple est irréductible et transiente dans le
cas ou p # 1/2. Pour une telle chaine il n’existe donc pas de loi stationnaire.

COROLLAIRE 4.43. Une chaine de Markov irréductible sur un espace d’état fini E admet
une unique loi stationnaire w. Celle-ci est telle que, pour tout © dans E, on ait :

1
Ty — —.
273

Soit k un état fixé dans E et, pour chaque état ¢ on définit I’espérance du nombre de visites
de I’état i entre deux visites de I’état & (on dira plus simplement le nombre moyen de visites...
méme si ce n’est pas mathématiquement la méme chose) par :

Th—1 Tp—1
pi(k) = Ej <Z ﬂ{xn=¢}> =E (Z Iy x, =iy Xo = k) .
n=0

n=0

On peut alors montrer que I'on a, pour tout couple (i, k) dans E? :

K
N k = — = .
pz( ) 223 Tk

Uy

10.3. théorémes limites. On peut maintenant s’attaquer au probléme de la convergence
de la chaine de Markov vers une situation d’équilibre. On s’intéresse donc & déterminer les
M) bour j € E d n tend
i s D J , quand n ten

vers +00 ou encore a la convergence des P(X,, = j) quand n tend vers +o0.

situations ol 'on a la convergence, pour tout ¢+ dans F, des p

Il est important dans un premier temps de souligner que la périodicité de la chaine peut
étre source de probléme dans cet objectif de convergence vers ’équilibre. En effet considérons
le cas trés simple de la chaine de Markov a deux états, i.e. a valeurs dans E = {1,2}, avec
p1,2 = p2,1 = 1. Le graphe d’une telle chaine est donné dans la Figure 10 :
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FiGURE 10. Graphe de la Chaine de Markov & deux états de période 2

Il est évident que l'on a

(n) _ { 0 sin est impair

Pii = P22 1 sin est pair
et
n) _ (n) _J 1 sin estimpair
Piz = Pa1— { 0 sin est pair

A n . . .
On ne peut donc pas espérer une convergence des pg i) vers des limites 7;, pour ¢ = 1,2,
.

et donc une convergence de la chaine de Markov vers une situation d’équilibre. Et pourtant
cette chaine admet une loi stationnaire : 7 = (1/2,1/2)".

C’est pourquoi nous allons ici nous restreindre aux chaines de Markov apériodiques. Mais
cela dit, il existe des résultats pour les chaines périodiques.

DEFINITION 4.44. On dit qu’un état d’une chaine de Markov est ergodique s’il est récurrent
positif et apériodique.
On note que 'ergodicité est une propriété de classe, puisque la récurrence positive et la

périodicité le sont. Une chaine de Markov irréductible récurrente positive et apériodique est
dite simplement chaine de Markov ergodique.

THEOREME 4.45. Soit (X, )nen une chaine de Markov ergodique (i.e. irréductible récur-
rente positive et apériodique) de loi initiale wy quelconque. On a alors, pour tout j dans E :

1
P(X, =j) —mj =—, quand n — 4o0.
Hj
En particulier, on a pour tout (i,j) dans E?

(n)

pij — T, quand n — 4o00.

10.4. Inversion du temps. D’aprés sa définition, une chaine de Markov est telle que le
passé et le futur sont indépendants, conditionnellement au présent. Pour s’en convaincre soient
(4,4, k) un triplet d’états d’une chaine de Markov a valeurs dans une espace E dénombrable.
Pour tout entier n, on a bien :

P(Xpi1 =k, X1 =41 X0 =1)
P(Xn+1 = k|Xn—l =7J,Xn = Z.)P(‘Xn—l = ]’Xn = Z)
P(Xpi1 = k| X, =) P(Xn_1 = j|Xn = 1).
Cette propriété étant symétrique, on se pose naturellement la question de ce que 'on

obtiendrait en inversant le temps. Soit donc (X,),cz une chaine de Markov, de matrice de
transition P, irréductible, récurrente positive et de loi stationnaire 7 (on sait qu’il en existe
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une et une seule). Supposons que, pour tout n, la loi de X, soit 7. Notons que cette hypothése
est plus forte que de demander que la loi de X soit 7 (cette derniére ne permettant d’avoir
la loi 7 pour les X,, pour uniquement n > 0). On définit alors la chaine inversée en temps
(Yn)nGZ par:

Yn = X—na

pour n € Z. Montrons que (Y;,) est alors encore une chaine de Markov et que pour tout n la
loi de Y,, est également w. Que la loi de Y}, soit m pour tout n est trivial. Pour le caractére

markovien, on a en effet, pour tout n € Z, tout k € N et tout (in41,in,in_1,-..,in_t) € EFF:
P(Yn—l—l = Z'n—|-1|YV =ln,Yp 1 =1lp 1,..., Y g = Zn—k)
o P(Yn—l—l = in—l—la Yn = i'mYn—l = in—ly R Ynfk = ank)
P(Yn =, Yn 1 =1ln 1,..,Yn g = ankz)
P(X—n—l = in—f—la X pn= inaX—n+1 = Z.n—la <o 7an+k = infk>

P(X—n = imX—n—H =lp—1,--- 7X*7l+k = infk)

ﬂin+1pin+lvinpin7infl o .pin—k+17in—k

ﬂ-inpi'ﬂai’ﬂfl o .pin—k-‘—lvin—k
T Pingrin P(X—n—l = in—l—l?X—n - in)
i P(X_, =1p)

= P(Yn-l—l = in—l—l’Yn = in)a
et (Y},) est donc bien une chaine de Markov.

DEFINITION 4.46. On dit que la chaine de Markov (X, )nez est réversible si la chaine
inversée en temps (Y )nez associée a (X,,) a la méme matrice de passage que cette derniere.

THEOREME 4.47. La chaine de Markov (Xy,)nez est réversible si, et seulement si il existe
une probabilité T telle que, pour tout couple (i,j) de E, on a :

TiPij = TjPji-

Une loi de probabilité w, sur E, vérifiant cette propriété est dite loi réversible pour la chaine
(X,) de matrice de passage P.

Preuve. Notons Q = (¢i5)(;,j)er2 la matrice de passage de la chaine (Yy,)nez. On a:

qij = P(Ypi1 =j|Yn =1)
P(anfl = ]‘an = Z)
_ Py
T ’

en utilisant le méme genre de raisonnement que ci-dessus. On a alors clairement g¢; ; = p; ; si,
et seulement si : m;p; j = m;pj;. O

Un des intéréts de cette propriété de réversibilité est de donner une maniére aisée (mais
qui ne marche pas toujours) pour déterminer une loi stationnaire associée & une chaine de
Markov.

THEOREME 4.48. Si une chaine de Markov irréductible (Xy,) posséde une loi réversible m
alors elle est récurrente positive avec pour unique loi stationnaire .
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Preuve. Supposons que la chaine irréductible (X,,) posséde une loi réversible 7. On a

alors :
Zmpi,j = Zﬂjpj,z'

icE i€k
= W) Pii =
1€ER
et on a bien 7*P = 7w*. La chaine posséde donc une loi stationnaire. Comme elle est irré-
ductible, on sait qu’elle est récurrente positive et que la loi stationnaire est unique, ce qui
achéve la démonstration. a

Voyons maintenant quelques exemples.

EXERCICE 4.28. On considére la chaine de Markov ¢ valeurs dans E =
{1,2,3} et de matrice de passage

0 2/3 1/3
r=1{1/3 0 2/3
2/3 1/3 0

1) Donner le graphe de Markov.

2) Existe-t-il une loi stationnaire ? Si oui, est-elle unique ?
3) Déterminer la loi stationnaire si cette derniére existe.

4) La chaine est-elle réversible ?

5) Conclure.

Solution de 1’exercice.
1) Son graphe est donné par la Figure 11.

13

3
‘ 2/3 ‘0

1/3
2/3 2/3

FIGURE 11. Graphe de la chaine de Markov de I’Exercice 4.28

2) La chaine est irréductible sur un espace E fini. D’apreés le cours, il existe donc une
unique loi stationnaire 7.
3) Comme la matrice est bistochastique, on a

1
= CardFE

1=(1/3,1/3,1/3)*.
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4) En utilisant la formule obtenue dans le théoréme 4.47, la chaine de Markov (Y;,) inversion
en temps de la chaine (X,,) est de matrice de passage :

Q="r"

Comme la matrice P n’est pas symétrique, la chaine (X,,) n’est pas réversible (Q # P).
5) Toutes les chaines ne sont pas réversibles, méme celles possédant une loi stationnaire. <

EXERCICE 4.29. Reprenons la chaine de Markov modélisant la fortune
du joueur A contre B (Cf. Exemple 2.4).
1) Déterminer une loi réversible.

2) Conclure.

Solution de I’exercice.
1) Rappelons que 'on a pour une telle chaine :

Piit1 = p, pouri=1,...,a—1
Pii—-1 = ¢, pouri=1,...,a—1
Po,o = Pa,a = 1

DPo,1 = Paa-1= 0

Si une telle loi réversible m existe, elle doit, d’aprés le théoréme 4.47, vérifier le systéme
d’équations :

)

P = Tit1q <= T+l = (%) m, pourt=1,...,a —2
0 = mgq=me1p

ce qui nous donne ™ = (p,0,...,0,1 — p)*, ou p € [0, 1].
2) On retrouve bien la loi stationnaire calculée précédemment. <&

EXERCICE 4.30. Intéressons nous maintenant a une chaine de Markov,
trés proche de la précédente, toujours & valeurs dans {0,1,...,a—1,a} mais
cette fois-ci avec matrice de transition :

g p O -+« v i 0
g 0 p 0 :
0 g 0 »p 0
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On a donc dans ce cas :

Diit1 = P, pouri=20,...,a—1
Dii—1 = ¢, pourt=1,...,a
Poo = 4¢g et Paa =D

Déterminer une loi stationnaire si elle existe. (Ind. On pourra dissocier
les résultats suivant les valeurs de p)

Solution de I’exercice.
Une loi réversible pour une telle chaine, si elle existe, doit vérifier le systéme d’équations :

mp = Tiy1q, pour t =0,...,a — 1,

—~o(3)
T, = To |\ — .
q

Cherchant une loi de probabilité, il nous faut prendre my de maniére a avoir

a
=0

ce qui nous donne

i.e
1—(B)ett .
T — =1sip #q
q
(a+1)my =1sip=q=1/2
ce qui nous donne

1-2 .
T0 = qomyerT SLPFq
q

o :a%_lsip:qzl/Q
et donc la loi réversible, et également stationnaire d’aprés le théoréme précédent, est :

_Pp

2
™= ﬁﬂ)ﬁm(l,p/q, (/@)% -, (p/2)")",

q

dans le cas ol p # q et
1
= 17 ) ]' *7
m=l )

dans le cas oul p = q.

On serait tenté de dire que, si p est plus grand que ¢, la chaine se décale progressivement
vers a et que par conséquent la chaine inversée en temps irait, elle, plutot vers 0. Mais
seulement la premiére affirmation est justifiée. En effet, la chaine inversée n’est considérée
qu’en état d’équilibre pour la chaine initiale, qui est, dans le cas oll p est largement plus
grand que ¢, concentrée autour de la valeur a (et par symétrie évidente autour de 0 si p est
largement plus petit que ¢). La chaine reste ainsi le plus souvent proche de 1'état a, tout en
faisant de bréves excursions vers la gauche (i.e. en direction de 0). Ce comportement est bien
slr symétrique en temps, ce qui signifie que la chaine inversée reste elle aussi le plus souvent
proche de a. &

Donnons une interprétation intuitive de la stationnarité et de la réversibilité. Soit (X))
une chaine de Markov & espace d’états E. Supposons que 'on observe un (trés !) grand
nombre de trajectoires de cette chaine en état d’équilibre. A un instant n, la proportion de
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trajectoires étant dans 1’état i est donc m; ol 7 est la loi d’équilibre. A Iinstant suivant, soit
n+ 1, la proportion de ceux qui partent de i (ce qui ne veut pas forcément dire qu’il le quitte)
est donc m;. La proportion de ceux qui arrivent a ’état i (méme si ils y étaient déja) est :

E :ﬂ'jpjﬂ"
J

Cette chaine est réellement en équilibre ou en état stationnaire si ces deux proportions sont
égales. C’est a dire si l'on a bien :
=) Wibja
J

La propriété de réversibilité est, elle, plus exigeante. Elle demande que la proportion de ceux
qui quittent I'état ¢ pour aller vers I’état j soit la méme que celle de ceux qui font le trajet
inverse, i.e. m;p;; = m;p;j;. On pourrait parler d’équilibre local, ce qui est bien plus fort que
I’équilibre (global) considéré précédemment.

10.5. Théorie ergodique. La notion de théorie ergodique peut étre utilisée en référence
4 un comportement limite de la chaine mais aussi en référence a un comportement limite
des moyennes sur une période. Plus précisément on s’intéresse pour une chaine en régime
stationnaire, & la proportion de temps passé dans chaque état. C’est ce que nous voulons
étudier dans cette section.

Considérons N;(n) le nombre de visites de I’état i qu’effectue la chaine (X,,) avant le temps
n, i.e.

n—1
k=0
et N;(n)/n la proportion de temps passé par la chaine dans I’état i avant le temps n.

THEOREME 4.49. Soit (X,,) une chaine de Markov a valeurs dans un espace dénombrable
E, irréductible et de loi initiale my quelconque. On a alors, pour tout état i de E, on a p.s. :
N;(n 1
i Ni(m) _ 1
n—+o0o n i
ot p; = E;i(T;) est tougours le temps moyen de retour a l’état i.
De plus, si la chaine est récurrente positive, alors pour toute fonction f bornée de E vers
R, on a p.s.

n—1
im0 = £
n k=0
ol
f=Soms) = | sar
i€ER

et m est l'unique distribution stationnaire associée a la chaine.
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1. Introduction

Soit (2,.4, P) un espace probabilisé et B un événement de la tribu A tel que : p(B) > 0.
On sait définir la probabilité conditionnelle & B, notée P(:|B), par :

P(A|B) = P(lf(;f)

Si X est une v.a. positive, on peut naturellement définir son espérance conditionnelle a B
par :

E(X|B) = /X(w)dP(w|B),

c’est & dire l'espérance de X prise par rapport a la probabilité conditionnelle P(:|B). On peut
montrer que cette espérance conditionnelle vérifie ’égalité (parfois utile pour les calculs) :

E(X1) 1 Pl
P@)‘mméX”““»

En effet cette formule est trivialement vérifiée pour toute v.a. indicatrice de la forme X = 1 4.
Ce n’est rien d’autre que la formule classique des probabilités conditionnelles rappelée ci-
dessus. Grace a la linéarité de ’espérance, cette formule est donc vérifiée également pour
toute fonction étagée de la forme

(1) E(X|B) =

n
Xn = Z ai]lAiv
i=1

ou les «; sont des réels positifs et les A; des événements disjoints de la tribu A. On sait
que toute fonction mesurable positive peut étre écrite comme limite croissante de fonctions
étagées positives. Ainsi, toujours par linéarité de I’espérance et avec le soutien supplémentaire
du théoréme de convergence monotone, la formule (1) est bien vraie pour toute v.a. positive.

Pour toute v.a. intégrable (et non nécessairement positive), on peut alors utiliser I’équa-
tion (1) pour définir son espérance conditionnelle & B. On écrit en effet X = X+ — X~
avec X1 = max(X,0) et X~ = max(—X,0). D’aprés ce qui précede, on sait définir et les
espérances conditionnelles E(X ™| B) et E(X ~|B). Elles vérifient 1'équation (1), ce qui, puisque
X est supposée intégrable, assure qu’elles sont toutes les deux finies. On peut alors définir
E(X|B) par E(X|B) = E(X*|B) — E(X~|B) et avoir la formule (1) également vérifiée pour
une v.a. intégrable.

Considérons maintenant une v.a. Y discréte, i.e. a valeurs dans un ensemble E =

{y1,v2,.-., Yk, ..} au plus dénombrable. D’aprés ce qui précéde on peut définir, pour toute
variable X intégrable, I’espérance conditionnelle
E(XHY = yi}),
pour tout y, de E. On a ici aussi, comme précédemment :
E(X ﬂ{y: }) 1
@) EXY=u))= wel) _ | x@ure)
PY =y) PY =uwr) Jiy=yy

Notons alors h la fonction de E vers R définie par :

h(yk) = E(X|{Y =y })
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et considérons h(Y') la composée de h avec la v.a. Y. On peut alors écrire, pour tout événement
B sur la tribu £ mise sur F :

E(Y)lyep) = /{ oy MO ENEPE) = /{ Py

= > hy)PY =yp) = Y E(XTy—_y,y) = E(X Lyep),
yr€EB yrEB

ou la seconde égalité est due au théoréme du transport et la quatriéme a I’équation (2).
Ainsi, cette fonction h(Y'), que 'on note E(X|Y), est d'une part, d’aprés le lemme de
Doob, une fonction o(Y’) mesurable (ot o(Y") est la tribu engendrée par la v.a. Y) et d’autre
part telle que :
EEXY))1a) = E(X 1),
pour tout A de o(Y). Nous verrons que cette propriété est caractéristique de ’espérance
conditionnelle que nous construirons justement par cette double propriété.

2. Espérance conditionnelle

Sur un espace probabilisé (€2, .4, P), on considére une tribu B inclue dans A telle que les
négligeables de A soient aussi ceux de B (i.e. ceux de A sont inclus dans la tribu B).

Soit L2(2, A, P) la classe des v.a.r. A-mesurables et de carré intégrables. Rappelons que
les éléments de cette classe sont définis & une égalité p.s. prés. Rappelons également que cet
espace est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par :

(X,Y) 2 = E(XY),

pour X et Y dans L?(Q, A, P).

L’espace L?(2, B, P) est un sous espace de Hilbert fermé dans L?(Q2, A, P). On peut ainsi
définir I'espérance conditionnelle pour des v.a.r. de carré intégrables grice a la notion de
projection orthogonale dans les espaces de Hilbert.

DEFINITION 5.1. Soit X une v.a.r. de L?>(Q, A, P). On appelle espérance conditionnelle
de X conditionnelle a B, notée E(X|B), la projection orthogonale de X sur L*(, B, P).

On peut caractériser ’espérance conditionnelle grace au théoréme suivant.

THEOREME 5.2. L’espérance E(X|B) est l'unique v.a.r. Z de carré intégrable et B-mesurable
telle que
VY € L*(Q,B,P) : E(XY) = E(ZY).

Preuve. Les propriétés de la projection sur les espaces de Hilbert permettent d’affirmer
que la projection Z de X sur L?(€, B, P) est I'unique élément de L?(2, B, P) tel que

X - Z1,.L%Q,B,P)
i.e. Z est 'unique élément de L?(€2, B, P) tel que
(X —Z,Y)2 =0, VY € L*(Q, B, P)
—  E(XY)=EZY), VY € L*(Q,B, P),
ce qui achéve la preuve. O

Il est important de bien noter que I’espérance conditionnelle E(X |B) n’est définie qu’a une
égalité p.s. prés (plus précisément 'unicité n’est vraie qu’a une égalité p.s. prés).
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Considérons maintenant un cas particulier important. Supposons que la tribu B soit la
tribu o(Y’) engendrée par une v.a. Y a valeurs dans un espace E. On sait, d’aprés le Lemme de
Doob, que toute v.a. o(Y)-mesurable s’écrit sous la forme h(Y) ou h une fonction mesurable
de E vers R. Ainsi E(X|o(Y)), que 'on note plus simplement E(X|Y'), s’écrit aussi sous la
forme h(Y).

PROPOSITION 5.3. (Propriétés élémentaires de l’espérance conditionnelle)

1) L’espérance conditionnelle est linéaire ;

) SionaX =z p.s., pourz fizé de R, alors E(X|B) =z ;

) Sila v.a.r. X est indépendante de la tribu B, alors E(X|B) = E(X) ;

) St Z est une variable B-mesurable, alors on a p.s. : E(ZX|B) = ZE(X|B) ;
) Pour toute v.a.r. X positive, on a p.s. : E(X|B) >0 ;

) On ap.s. : |[E(X|B)| <E(]X]|B)

) Ona: EE(X|B)) =E(X).

EXERCICE 5.1. Démontrer cette proposition. (Ind. On utilisera trés
souvent la caractérisation donnée par le Théoréeme 5.2. Pour le point 5, on
pourra, en utilisant la propriété de ’espérance conditionnelle, montrer que
PE(X|B) < —1/n) = 0, pour tout n € N. Pour le point 6, on pourra
considérer les parties positives X+ et négatives X~ de X)

Preuve/solution de ’exercice.

1) Evident puisque l'espérance conditionnelle est une projection. On peut également le
retrouver en utilisant le Théoréme 5.2.

2) La v.a.r. Z égale p.s. a x est bien dans L?(Q, B, P) et telle que E(XY) = E(ZY) pour
tout Y de L?(2, B, P). Elle convient donc comme espérance conditionnelle et, par unicité,
c’est uniquement elle.

3) On prend ici Z = E(X) qui est aussi une variable de L?(€2, B, P). Par indépendance,
on a bien :

E(XY) = E(X)E(Y) = E(E(X)Y),
pour tout Y de L?(Q, B, P). La v.a.r. Z ainsi définie convient bien et par unicité, c’est bien
elle.

4) On note Z; = ZE(X|B). Cette v.a.r. est bien B-mesurable et de carré intégrable
puisque Z est bornée et que E(X|B) est dans L?(Q2, B, P). Pour tout Y de L?(2,3, P), on a :

E(Z1Y)=E(YZE(X|B)) = E(YZX),
puisque Y Z est B-mesurable et de carré intégrable. Par unicité on a alors :
E(ZX|B) = ZE(X|B).

Cette propriété souligne que, conditionnellement & B, la v.a.r. Z est connue et se comporte
alors comme une constante dans ’espérance conditionnelle.

5) Notons Z = E(X|B) et A, = {Z < —1/n} qui est un événement de B. La fonction
indicatrice de cet événement est donc B-mesurable et on peut écrire :

1
0<E(X14,)=E(Z14,) < —~P(A,) <0.
n
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On a donc nécessairement P(A,) = 0, pour tout n de N. Par croissance de la suite des
événements (A,) on a :
PU,A,) =0 < P(Z<0)=0

et la v.a.r. Z est donc bien p.s. positive.

6) On sait que l'on peut écrire : X = X — X~ et |[X| = XT + X ™. Ainsi, il vient :
[E(X|B)| = [E(XT|B) — E(X™|B)| < [E(X|B)| + [E(X"[B)] = E(XT + X |B) = E(|X|B).

7) On sait que I'on doit avoir pour tout Y de L?(€, B, P) :

E(YE(X|B)) = E(XY).

Il suffit de prendre pour Y la v.a.r. p.s. égale a 1 (qui est bien dans L?(£, B, P)) pour obtenir
le résultat. a

On peut maintenant étendre la notion d’espérance conditionnelle au cas des v.a.r. positives
ou intégrables et non nécessairement dans L?(£2, A, P). Commencons par le cas des variables
positives.

THEOREME 5.4. Notons L. (2, A, P) l’espace des classes d’équivalence des v.a. de (2, A, P)
vers Rt = [0,+00] et Ly (2, B, P) le sous espace de ces classes d’équivalence qui soient B-
mesurables. ~ -

Pour tout X de L(Q, A, P), il existe un élément unique de L4 (S, B, P) tel que :

E(ZY) = E(XY),
pour tout Y de L (Q,B, P). La v.a. Z est alors notée E(X|B).

On est obligé de considérer des v.a. non nécessairement p.s. finies car on sait que méme si
une v.a. est p.s. finie, son espérance conditionnelle ne 'est pas forcément.

EXERCICE 5.2. Démonstration de ce théoréme.

On considere la suite de v.a. positives (X,) définies pour tout n par
Xn =X An=inf{X n}.

1) Montrer que l'on peut définir, pour tout n, la v.a. Z, telle que :
Zn = E(X,|B).

2) Montrer que la suite (Z,) est une suite de v.a. positives, croissante
vers une v.a. Z positive et B-mesurable.

3) Montrer que l'on a, pour toute v.a. Y positive et B-mesurable :

E(X,Y) = E(Z,Y).

(Ind. on pourra considérer la suite (Y,) ouY, =Y Ap)
4) En déduire que l'on a, pour tout'Y positive et B-mesurable :

E(XY) =E(ZY).

5) On s’attache maintenant a prouver l'unicité de Z ainsi définie. Sup-
posons qu’il existe Z1 et Zo vérifiant le point 4 précédent. Montrer, en uti-
lisant ce dernier point, que l’on a nécessairement P(Z1 < a <b < Zy) =0,
pour tout couple de réels (a,b) tel que 0 < a < b.

6) En déduire que l'on a nécessairement : P(Zy # Z3) = 0 et donc bien
lunicité de l’espérance conditionnelle.
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Preuve/solution de ’exercice.

1) La v.a. X, est, pour tout n, positive et bornée. Elle est donc dans L?(f2, A, P). Par
définition de I’espérance conditionnelle dans L?, il existe donc, pour tout n, une unique v.a.
Z,, = E(X,|B) de L?(Q2, B, P).

2) Comme (X,,) est une suite de v.a. positives p.s. croissante, par la propriété 5 de la
Proposition 5.3, la suite (Z,) est également une suite de v.a. positives, B-mesurables. Elle est
croissante vers une v.a. Z positive et B-mesurable (comme suite de v.a. B-mesurables).

3) Les v.a. (Y) sont dans L?*(Q, B, P). D’aprés la définition de 'espérance conditionnelle,
on a donc, pour tout n et tout p : E(X,Y,) = E(Z,Y},). La croissance de Y}, vers ¥ quand
p tend vers +oo (et la suite X,, étant bornée) assure la convergence monotone croissante de
XY, vers XY et celle de Z,,Y), vers Z,Y. Par le théoréme de convergence monotone on a
donc : E(X,Y) =E(Z,Y), pour tout n.

4) On fait exactement le méme raisonnement qu’au point précédent en faisant tendre cette
fois-ci n vers +oo.

5) La v.a. Iz <4cp<z,} étant B-mesurable (puisque Z; et Z le sont), on peut écrire :

aP(Z1 < a<b< Zy) 2 E(Z1lyz,<a<i<25}) = E(Z2l{z,<a<h<z)) 2 OP(Z1 < a < b < Zy),

I’égalité du centre étant assurée par la propriété de I'espérance conditionnelle. On aboutit a
une contradiction sauf si P(Z; <a <b< Zy) =0.
6) On peut écrire :

{(Z1<Zy= | {Z<a<b< )
(a,b)€Q?, a<b

L’événement {Z; < Zs} est donc négligeable par union dénombrable de négligeables. Par
symeétrie, on a P(Zy > Z3) = 0 et donc P(Z) # Z3) = 0. O

COROLLAIRE 5.5. Avec les mémes notations qu’au Théoréme 5.4, pour avoir Z = E(X|B)
il suffit d’avoir l'une des conditions équivalentes suivantes :
o [égalité E(ZY) = E(XY), pour toute v.a.r'Y bornée et B-mesurable ;
o [égalité E(Z1p) = E(X1p), pour tout événement B de B.

EXERCICE 5.3. Démonstration de ce Corollaire.

Preuve/solution de ’exercice.

1) Soit Y une v.a. quelconque de L (£, B, P) et définissons Y,, = Y A n. Par hypothése,
on a donc :

E(ZY,) = E(XY,)

Par le théoréme de convergence monotone on obtient, en faisant tendre n vers +oo, la relation
E(ZY) = E(XY).

2) Supposons que Y soit une v.a.r. B-mesurable, positive et bornée. On sait que Y peut
étre approchée par une suite croissante de fonctions étagées de la forme (avec des notations

qui se comprennent aisément) :
Pn
— n
i=1
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L’hypothése et la linéarité de ’espérance conditionnelle assure que 1'on a pour tout n I'égalité
E(ZY,) = E(XY,). Une nouvelle application du théoréme de convergence monotone nous
remet dans le cas 1) et achéve donc la preuve. a

Enfin on peut définir 'espérance conditionnelle pour des v.a.r. intégrables (et non néces-
sairement positives).

THEOREME 5.6. Soit X une v.a.r. de L'(Q, A, P). Il existe une unique v.a.r. Z de
LY(Q, B, P) telle que pour tout v.a.r. B-mesurable bornée Y on ait : E(XY) = E(ZY). La
v.a.r. Z ainsi définie est appelée espérance conditionnelle a B et est notée E(X|B).

EXERCICE 5.4. Démonstration de ce théoréeme.
1) On considére la suite de v.a.r. (X,,) définie pour tout n par :

Xn = (X An)V(—n),

ot a A b = min{a,b} et a Vb = max{a,b}. Montrer que l’on peut définir
pour tout n la v.a.r. Z, = E(X,|B).

2) Montrer que l'on a l'inégalité E|Z, — Zy,| < E|X,, — X,n| et en déduire
que la suite (Z,) converge dans L' vers une v.a.r. Z de L*(Q, B, P)

3) Veérifier que la v.a.r. Z vérifie la propriété de ’espérance condition-
nelle, i.e. que l'on a : E(XY) =E(ZY) pour toute v.a. B-mesurable bornée
Y.

4) Etablir lunicité (Ind. On pourra utiliser des ensemble de la forme
Ap ={Z1+1/n < Zs}, ot Zy et Zy sont deux candidats a étre ’espérance
conditionnelle E(X|B)).

Preuve/solution de ’exercice.

1) Les v.a.r. de la suite (X,,) sont bornées et donc toutes dans L?(€2, A, P). On peut donc
deéfinir Z,, = E(X,|B), pour tout n.

2) On peut écrire, pour tout n et m :

E[E(Xy|B) — E(Xm|B)| = E[E(X, — Xm|B)|
< EE(Xn — XnlB)) = E[X;, — X

De plus, la convergence p.s. de X,, vers X et l'inégalité |X,, — X| < 2|X| permettent
d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir la convergence dans L' de X,
vers X. La suite (X,,) est donc de Cauchy dans L' et par 'inégalité précédente, la suite (Z,,)
'est aussi. L’espace L! étant complet (puisque de Banach), on a également la convergence
dans L' de Z,, vers une limite que nous noterons Z.

3) On sait que les v.a.r. X, sont dans L?(2, A, P). De plus, toute v.a.r. B-mesurable
bornée Y est également dans L?(Q, A, P). Par propriété de l'espérance conditionnelle dans
L? on adonc: E(X,Y) =E(Z,Y).

Maintenant, la v.a. Y étant supposée bornée, les convergences vues précédemment entrai-
nent celles de X,,Y vers XY et de Z,Y vers ZY, toujours dans L'. On en déduit que

E(X,Y) — EXY et E(Z,Y) — EZY,
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quand n — 4o00. Les termes des deux séries étant égaux pour tout n, on a bien le résultat
annonceé.
4) Soient Z; et Zy deux v.a.r. de L'(§, B, P) telles que :

E(XY) =E(ZY) = E(ZY),

pour tout Y de LY(Q, B, P). En définissant les événements A, = {Z; + 1/n < Zy} pour tout
n, les v.a.r. 14, sont B-mesurables bornées pour tout n et on a donc

E(Zlla,) = B(Z114,) < E((Zs — 1/n)lls,) = EZ5 — %P(An).

Mais comme la v.a.r. Zo est dans LY(Q, B, P), espérance E(Z14,) est finie. L’inégalité
précédente implique alors que 'on a : P(A,) = 0, pour tout n. On en déduit que I’événement
Un A, est également négligeable et donc que 'on a P(Z; < Z3) = 0. Par symétrie on a P(Z; >
Z3) = 0 et donc P(Z) # Z2) = 0, ce qui prouve bien l'unicité de 'espérance conditionnelle
dans L. O

PROPOSITION 5.7. Soit X une v.a.r. de L'(Q, A, P) et C une classe de fonctions B-
mesurables bornées stable par multiplication qui engendre la tribu B (i.e. telle que o(C) = B)).

Alors, pour quun élément Z de L' (2, A, P) soit égal a l'espérance conditionnelle E(X|B),
il suffit que U'on ait la relation E(XY) = E(ZY) pour tout Y de C.

EXERCICE 5.5. Démontrer ce théoréme.

Preuve/solution de I’exercice. Ce n’est qu'une utilisation du théoréme des classes
monotones (version fonctionnelle) rappelé au Chapitre 1. En effet, notons

H ={Y v.ar. bornée : E(XY)=E(ZY)}.

Il s’agit d’un espace vectoriel qui contient les constantes et qui est stable par limite crois-
sante bornée puisque, si (Y;,) est une suite de v.a. croissante vers Y bornée, le théoréme de
convergence dominée nous assure les convergences

E(XY,) — E(XY) et E(ZY,) — E(ZY),

quand n — +oo et la limite Y est alors également bien dans H.

Par hypothése ’ensemble H contient I’ensemble C. Par le théoréme des classes mono-
tones, l'espace H contient toutes les fonctions o(C)-mesurables bornées, c’est a dire toute les
v.a. B-mesurables bornées, et Z est donc bien 'espérance conditionnelle E(X|B) grace au
Théoréme 5.6. g

Cette proposition permet souvent de simplifier les calculs en vérifiant la propriété carac-
téristique pour les espérances conditionnelles en considérant seulement une partie (génératrice)
des fonctions B-mesurables bornées. Il en est ainsi par exemple dans les cas suivants :

e Si C est un ensemble d’événements de A qui engendre B (i.e. B = ¢(C)) , alors il
suffit de vérifier E(X1¢) = E(Z1¢) pour tout C de C.
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Si B = o(U), ou U est une v.a.r sur (2, A, P), alors il suffit de vérifier E(XY) =
E(ZY') pour toutes les fonctions Y de la forme Y = exp(ialU) pour o dans R, ou
bien pour toutes les fonctions Y de la forme Y = l¢[q ), pour tout intervalle [a, b],
ou bien encore pour toutes fonctions Y de la forme Y = >4y, pour a dans R (ou
seulement dans Q)

Si B=o0(U), ou U est une v.a.r bornée (resp. p.s. positive) sur (2, A, P), il suffit de
vérifier la propriété pour toutes les fonctions Y de la forme Y = exp(—alU) pour «
dans R (resp. dans R™).

Notons que les propriétés élémentaires mentionnées dans la Proposition 5.3 au sujet de
'espérance conditionnelle dans L? restent également vraies pour les v.a. positive ou dans L!.

Nous allons maintenant voir une série de nouvelles propriétés pour I’espérance condition-
nelle, dont certaines montrent que ’espérance conditionnelle se comporte souvent de maniére
trés analogue & l'espérance “classique”.

PROPOSITION 5.8. L’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes.

(1)

(Inégalité de Jensen) Pour toute v.a.r. X de L', toute fonction ¢, convere, de R
vers lui méme et telle que o(X) soit dans L', on a

o(E(X|B)) < E(p(X)|B), p.s.

On a la méme inégalité si X est positive et @ conveze de RT vers lui méme.
(Variance conditionnelle) Pour une v.a.r. de L?, on a p.s. :

E(X?|B) — (E(X|B))* = E[(X — E(X|B))*|B].

Cette v.a.r. est appelée variance conditionnelle et est notée o?(X|B).
(Inégalité de Hélder) Soient p et q des réels de |1, +o0[ tels que 1/p+1/qg=1 et
sotent X et'Y des v.a.r. respectivement dans LP(Q, A, P) et L1(Q, A, P). On a sur
tout €2 :

[E(XY|B)| < (E(X[P|B)"” (B(|Y|"|B))"/1.

(Convergence monotone) Soit (X,) une suite de v.a. positives qui converge en
croissant vers une v.a. X. On a alors p.s. la convergence croissante suivante :

E(X,|B) — E(X|B), quand n — +oo.
(Inégalité de Fatou) Pour toute suite (X,) de v.a. positives on a p.s. :
E(liminf X,,|B) < liminf E(X,,|B).
n n
(Convergence dominée) Pour toute suite (X,,) de v.a. positives telle que

X, 25 X, quand n — +o0 et |X,| <Y, pour tout n, avec E(Y|B) < 400,

on a :
E(Xa|B) *= E(X|B).
(Conditionnement successifs) Pour deux sous tribus C et B de A telles que C C
BCAona
E(X|C) =E(E(X|B)|C) = E(X|B|C) = E(X|C|B).

En revanche si l'on n’a pas une relation d’inclusion dans un sens ou dans un autre
entre les tribus C et B, les espérances conditionnelles E(X|B|C) et E(X|C|B) sont en
général différentes.
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Si de plus l’espérance conditionnelle E(X |B) est C-mesurable, alors on a : E(X|B) =
E(X|C).

EXERCICE 5.6. Démonstration de ce théoréme.
1) Prouver l'inégalité de Jensen en se souvenant qu’une fonction ¢ est
convexe si et seulement si elle est telle que :

¢(z) = sup (azx +0b),
(a,b)eA

ot A={(a,b): Yy, ay+b<p(y)}.

2) Montrer la propriété des variances conditionnelles.

3) Montrer en premier lieu que les espérances conditionnelles présentes
dans la formule sont bien définies dans L'. Appliquer ensuite Uinégalité

1 1
zy < —aPf + —yf,
p q

vraie pour tout x ety de RT, aux v.a.
Xl Y]
[E(IX[P1B)MP — [E(|Y]9|B)]He

pour établir l’inégalité :

E(XY]|5) .
[E(IX [P[B)IVPIE(Y |2|B)] e —

sur 'ensemble B = {E(|XP|B) > 0 et E(|Y|%|B) > 0}. Terminer en mon-
trant que ['inégalité est trivialement vérifie sur le complémentaire de B.
On pourra utiliser les ensembles de la forme : Bx = {E(|X|P|B) = 0} et
By = {E(|Y|1|B) = 0}.

4) Démontrer la propriété de convergence monotone pour l’espérance con-
ditionnelle.

5) Pour établir le résultat du type “Lemme de Fatou”, on pourra consid-
érer les suites (Yy,) et (Z,) définies par

Y, = inf X, et Z, = inf E(X,|B).
p2n p=n

6) a) Considérer une suite (X,) de v.a. positives telle que X,, <Y ou
Y est une v.a. dont l’espérance conditionnelle a B est bornée par un entier
N, i.e. telle que E(Y|B) < N < 4o00. Montrer alors que la convergence p.s.
de X, vers 0, entraine la convergence :

E(X,|B) 2% 0, quand n — +oc.
On pourra considérer la suite (Uy,) définie par

Un = sup E(X,[B),
p>n

et montrer qu’elle est convergente vers une v.a. U d’espérance nulle.
b) Déduire de ce qui précéde que l'on a la convergence annoncée dans le

théoreme si l'on rajoute I’hypothése que la v.a. majorante Y est d’espérance
conditionnelle E(Y'|B) bornée.
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c) Utiliser le résultat précédent pour établir que cette convergence des
espérances conditionnelles est en fait obtenue dés que l’espérance condition-
nelle E(Y'|B) est finie (et non nécessairement bornée). On pourra utiliser une
suite (X)) définie, pour tout n, par X| = X,1a,, ot Ay = {E(Y|B) < N}
et N est un entier quelconque.

7) Démontrer directement ces formules de conditionnement successifs.

Preuve/solution de ’exercice.
1) D’apres le propriété rappelée pour une fonction convexe, on peut écrire :

e(E(X|B)) = sup (aE(X|B)+b)= sup E(aX + b|B)
(a,b)eA (a,b)eA
< sup E(p(X)|B) = E(¢(X)[B).
(a,b)eA

2) On peut écrire :
E[(X - E(X|B)) \B} = E[(X2-2XE(X|B) + E2(X|B)) |B]

= E(X?B)+E*X|B) — 2E*(X|B)
= E(X?|B) — E*(X|B).

3) Puisque les v.a. X et Y sont respectivement dans LP et L9, les v.a. XP et Y¢ sont dans
L'. De plus, d’aprés I'inégalité de Holder pour les espérances classiques, le produit XY est
dans L'. On peut donc bien définir les espérances conditionnelles de ces v.a. dans L.

Maintenant, sur 'ensemble B = {E(|X|P|B) > 0 et E(|Y|%|B) > 0}, les v.a.

Xy
[E(IX[P[B)VP — [E(Y|2]B)]H
sont bien définies et positives. On peut alors leur appliquer 'inégalité rappelée dans ’énoncé
pour obtenir, sur ’ensemble B :
RY Y] o XP vy
[E(IX|P1B)V/P [E([Y]e|B)]e — pE(IX[PIB) ~ ¢E(]Y]|B)
L’événement B étant B-mesurable, en prenant 1’espérance conditionnelle de I'inégalité précé-
dente on obtient, toujours sur B :
E(|XY||B) 1 1
1 g s t-=1L
[E(IX[P[B)IMP[E(Y |4[B)]Ye ~ p g
ce qui, grace a la propriété 6) de la Proposition 5.3, prouve sur I’événement B 'inégalité de
Holder désirée.
Considérons maintenant 'événement Bx = {E(|X|P|B) = 0}. Cet événement est dans B
et par propriété des espérances conditionnelles, on a :
E(IX[P1py) = E(E(X|?|B)15y) =0,
ce qui implique que la v.a. |X|Plg, est p.s. nulle. On en tire que
E(|XY|1p,|B) =0

et l'inégalité de Holder est alors trivialement vérifiée sur By, les deux cotés de l'inégalité
étant nuls. Il en est par symétrie évidente de méme sur By = {E(|Y'|?|B) = 0}. Comme on a
) = BU Bx U By, l'inégalité de Holder est toujours vraie.
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4) Soit (X,,) une suite définie comme dans le théoréme et notons (Y;,) la suite définie,
pour tout n, par Y,, = E(X,|B). Par propriétés de I'espérance conditionnelle, cette derniére
constitue une suite de v.a. positives, B-mesurables et croissante vers une v.a. Y qui est B-
mesurable et & valeurs dans [0, +oc]. Or, pour tout n et tout B de B, on a : E(X,15|B) =
E(Y,1p|B). Par le théoréme de convergence monotone pour les espérances classiques, le terme
de gauche converge en croissant vers E(X 1|B) et celui de droite vers E(Y 13|B), ce qui prouve
que Y n’est autre que 'espérance conditionnelle E(X|B) et la démonstration est achevée.

5) Les suites (Y},) et (Z,), définies dans 1’énoncé de l'exercice, convergent en croissant
respectivement vers liminf,, X,, et liminf,, E(X,|B). Par ailleurs, la monotonie de I’espérance
conditionnelle nous assure que 'on a

E(Xp|B) = E(Y,|B),
pour tout p > n et donc :
Zn > E(Y,|B),

pour tout n. Par le théoréme de convergence monotone que nous venons de démontrer au
point 4), le terme de droite converge en croissant vers E(liminf, Y,|B). En faisant tendre
n vers +0o des deux cotés de 'inégalité précédente, on obtient I'inégalité de Fatou pour les
espérances conditionnelles.

6) a) Considérons la suite (U,,) définie, pour tout n, par

Up = sup E(X,|B).

p>n

Comme cette suite est décroissante et positive elle est convergente vers une v.a. U également
positive. Or on a :

E(Un) = E(sup E(Xp|B)) < E(E(sup Xp|B)) = E(sup Xp).

p>n p>n p>n

Mais la convergence p.s. de la suite (X,,) vers 0 entraine celle de (sup,»,, X;) vers 0. Comme
chaque élément de cette derniére suite est majorée par la v.a. Y qui est telle que E(Y) =
E(E(Y|B)) < N, le théoréme de convergence dominée classique assure alors la convergence :

E(sup X,) — 0, quand n — +o0.
p>n

Cette derniére convergence associée a l'inégalité précédemment établie, montre que l'on a
la convergence de E(U,,) vers 0. La variable limite U de la suite positive (U,,) est donc positive
et d’espérance nulle. Elle ne peut étre différente de 0. On a donc bien la convergence :

E(X,|B) £ 0, quand n — +oo.
b) Soit maintenant une suite (X,) de v.a. de signe quelconque mais telle que :
X, 2% X, quand n — 400 et | X <Y, pour tout n, avec E(Y|B) < N < +o0,

ol NV est un entier fixé.
On a naturellement la convergence

Xp— X 55

et les majorations p.s.
| X, — X| <2Y et E(2Y|B) < 2N.

D’aprés le point a) précédent nous avons donc la convergence

|E(X, — X|B)| < E(|X, — X||B) 2% 0,
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ce qui prouve bien le résultat attendu.

¢) Soit enfin une suite (X,) de v.a. qui vérifie les propriétés du point b) précédent
a lexception de lespérance conditionnelle qui est ici supposée finie (et non bornée), i.e.
E(Y|B) < +o0.

Introduisons la suite (X)) définie, pour tout n, par X, = X, 14,, 00 Ay = {E(Y|B) < N}
pour un entier N quelconque. On a bien str

X, 225 X = Xy,
De plus, pour tout n, la v.a. | X/ | est majorée par la v.a. Y/ = Y14, qui est telle que, p.s. :
E(Y'|B) = 14,E(Y|B) < N,
puisque 'événement Ay est élément de B. Le résultat du point b) précédent permet d’assurer
la convergence :
E(X,|B)lay &= E(X|B)1a,.
L’égalité
0 = UnenAn

et la linéarité de I'espérance conduisent alors a la conclusion du théoréme.

7) Notons Y = E(X|B) et Z =E(Y|C). 1l s’agit de montrer que l'on a Z = E(X|C).

Soit C' un élément quelconque de C. Par définition de Z puis par définition de Y on peut
écrire :

E(Z1c) = E(Y1e) = E(E(X[B)1c) = E(E(X1c|B)) = E(X1¢),

ce qui prouve que Z = E(X|C).

Enfin la derniére affirmation est aisément obtenue en remarquant que ’espérance condi-
tionnelle E(X|B) sort de I'espérance conditionnelle a C si elle C-mesurable. O

Voyons maintenant le lien avec les lois conditionnelles vues en cours de base de Probabilités.
Supposons que Z soit une v.a. de €2 dans R telle que sa loi soit absolument continue par rapport
a une mesure g1 sur R. Soit également X une v.a. de 2 vers un ensemble E de loi absolument
continue par rapport & une mesure uo sur F. Supposons enfin que la loi du couple aléatoire
(Z, X) soit absolument continue par rapport a la mesure produit p; ® ps et de densité f(z,x).

La densité de la v.a. X par rapport & la mesure ps est alors donnée par

o) = [ 7o)
On sait définir la densité conditionnelle de Z sachant X par
f(z,2)
9(x)

pour x tel que g(x) ne soit pas nul (on peut définir cette densité conditionnelle sur tout E en
donnant la valeur 1, par exemple, quand g(x) = 0).

h(z,z) =

LEMME 5.9. Awvec les hypothéses précédentes sur le couple de v.a. (Z,X) on peut écrire,
pour toute v.a. ¢ telle que p(Z) soit intégrable :

E(p(2)1X) = kp(X)

o) = /R (), ) (d2),

pour tout x de E.
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EXERCICE 5.7. Démontrer ce résultat.

Preuve/solution de ’exercice. D’aprés le Lemme de Doob, la v.a. ky(X) est o(X)-
mesurable. Il nous faut donc seulement montrer que 'on a pour toute v.a. o(X)-mesurable
Y :

E(ko(X)Y) = E(p(2)Y).
Or, Y étant o(X)-mesurable, il existe d’aprés le lemme de Doob une fonction v telle que

Y = ¢(X).
On en est donc déduit & montrer que l'on a pour toute fonction ¢ mesurable bornée :

E(ko (X)(X)) = E(p(2)9(X)).

Or, on peut écrire :
B (0UC) = [ holavtalgtapa(dn) = [ ( / w(z)h(z,xml(dz)) b (@)g(@)pald)
— / / ()0 (2)h(z, 2)g(2)pa (dz)pa(dr)

N // ()¢ (2) f (2, 2)p1(d2)p2(dz)
E(p(2)$(X)).

La variable k(X ) convient. Elle est donc I'unique (& une égalité p.s. prés) solution. O
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1. Martingales
1.1. Filtrations et temps d’arrét.

DEFINITION 6.1. Une filtration sur un espace probabilisé (2, F, P) est une suite croissante
(Fn) de sous tribus de F, i.e., pour tout n, les sous tribus F,, et Fni1 de F sont telles que :

De plus on définit :
Foo = VuTFn = o(UnFrn),

Dans cette définition on utilise donc la notation F V G pour signifier la tribu engendrée
par I'union de deux tribus F et G (on sait que 'union de deux tribus ne donne pas forcément
une tribu).

On supposera dans la suite que la tribu Fy contient tous les négligeables de F.

Exemple fondamental de filtration : la filtration naturelle associée &4 un pro-
cessus. Soit (X,,) une suite de v.a.r. sur (£, F, P). Définissons, pour tout n, la tribu
Fn=0(Xo,..., Xn).

La filtration ainsi construite est appelée filtration naturelle associée au processus (X,,).

DEFINITION 6.2. Soit (Fy,) une filtration sur un espace probabilisé (0, F, P). Un processus
(Xn)n>o0 est dit adapté a la filtration (Fy,) si la v.a. X,, est Fp-mesurable, pour tout n.

Naturellement la filtration naturelle associée au processus (X,,) est la plus petite filtration
le rendant adapté.

DEFINITION 6.3. Une application T de Q vers N = NU {+oco} est appelée (F,)-temps
d’arrét (t.d.a.) si on a :

1)VneN:{T' <n}={w:T(w) <n}eF,
ou encore de maniere équivalente si :
2)VneN:{T =n} € F,.

EXERCICE 6.1. Démontrer [’équivalence énoncée dans la Définition 6.5.

Solution de I’exercice. Pour montrer que 1) implique 2), il suffit de remarquer que 'on

a, pour tout n :
{T=n}={T<n}\{T <n-1}.

Le premier terme a droite de I’égalité est dans F,, par définition d’un t.d.a. et le second dans
Fn—1. Par croissance des tribus dans une filtration et par propriété des tribus, I’événement de
gauche est donc bien dans F,.

Pour la réciproque on utilise & nouveau la croissance des tribus dans une filtration et
I’égalité

{T<n}={T=0}U{T=1}U---U{T =n},

vraie pour tout n. &
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Il est important de bien se convaincre que si 1" est un t.d.a. alors on a
Vn:{T >n} e F,

mais que cette propriété n’est pas suffisante pour que T soit un t.d.a.

Intuitivement un t.d.a. est une horloge, un temps ot ’on décide de continuer ou d’arréter
un jeu par exemple. Naturellement, si la triche n’est pas possible, la décision de s’arréter a la
niéme partie ne peut se baser que sur la connaissance des résultats des parties précédentes.
De méme, en bourse, la décision de vendre ou d’acheter une action ne peut dépendre que du
passé du cours de cette action, et pas du futur sous peine d’étre accusé de délit d’initié !

EXERCICE 6.2. Soit (X,,) un processus (Fy)-adapté de (Q, F, P) vers
un espace probabilisable (E,E). Soit A un événement de la tribu & et les v.a.
Ty et Ty définies par :
Ty = inf{neN:X, e A}
T, = sup{neN:X, e A}

Les v.a. T et Ty sont-elles des t.d.a. ?

Solution de ’exercice. On peut écrire
{Th <n}={Xpe A}U{X1 € AU ---U{X, € A},
et en déduire facilement que 77 est un t.d.a. En revanche, on peut seulement écrire
{Th = n}t = Np>1{Xn4p € f_l},

ce qui n’a aucune raison, a priori, d’étre dans la tribu F,. &

EXERCICE 6.3. Soit T un (Fy,)-t.d.a.
1) Montrer que l'on a :

{T = 0} € Fw.
2) Montrer que T + 1 est également un t.d.a. En est-il de méme pour
T-17
3) Montrer que si S est un autre (Fy,)-t.d.a., alors les v.a. max(T,5),
min(7,S) et T+ S sont encore des t.d.a.

Solution de I’exercice.
1) 11 suffit de noter que 'on peut écrire

{T < o0} =Up{T =n}.

Chaque événement de droite étant dans Fi, le complémentaire de 1’événement {1 = oo} est
donc également dans F.
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Ceci nous permet de comprendre pourquoi, dans certains ouvrages, on peut trouver la
condition

Vn € N: {T <n} € F,.
2) On a:
{T+1=n}={T=n-1}e F,.1 CF,
ce qui montre 7'+ 1 est bien un t.d.a. En revanche, on a :
{IT-1=n}={T=n+1} € Fra
et cet événement n’a donc lui, a priori, aucune raison d’étre dans la tribu F,.
3) Les égalités
{max(T,S) <n} = {T<n}n{S<n}
{min(7,S) >n} = {T>n}nN{S>n}
{T+S=n} = U_{T=kn{S=n—-k}

permettent aisément d’établir ce résultat. &

LEMME 6.4. La v.a. T est un (Fp)-t.d.a. si, et seulement si, le processus (Xy,), défini en
tout n par Xy, = lyp<py, est (Fp)-adapté. Dans ce cas, on a

T=inf{n e N: X, =1}.

La démonstration de ce lemme est triviale et laissée au lecteur.

DEFINITION 6.5. On appelle tribu des événements antérieurs a un (Fy,)-t.d.a., la tribu Fr
définie par
Fr={Ae€Fx:VneN, An{T <n} e F,}.

C’est une exercice facile que de vérifier que Fr est effectivement une tribu.

PROPOSITION 6.6.

e SiT estun t.d.a. p.s. constant égal a k, alors la tribu Fr n’est autre que la tribu Fy,.

o Un événement A est dans Fr si, et seulement si, on a, pour tout n, l’événement
AN{T =n} dans F,.

EXERCICE 6.4. Démontrer cette proposition.

Preuve/Solution de I’exercice.
1) Si T est p.s. égal a k, on a pour tout A de F les égalités :

An{T <n} = 0,sik>n
AN{T <n} = A, sik<n.
Ainsi, on peut écrire :

AcFr <= Yn:An{T <n}eF, < Vn>k:AcF, < AcNy1Fn=Fr.
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2) Pour la condition nécessaire, il suffit de remarquer que 'on a :
AN{T =n}=An{T <n}n{T <n-1}

qui est dans F,, puisque les événements AN{T < n} et {T'<n — 1} le sont.
Pour la condition suffisante, on utilise les égalités

AT <n} = An (Upo{T =p}) = Upey (AN{T =p}),

qui montrent que I’événement & gauche de 1’égalité est dans F,, puisque chaque élément dans
I'union de droite est dans F,, pour p < n. |

PROPOSITION 6.7. On a les propriétés suivantes :
(1) SiT et S sont deur t.d.a., on a :

S<T=FsC Fr.
p.5.

(2) Pour tout t.d.a. S etT, on a :

Fs N Fr = Fsar.
(3) Pour tout t.d.a. S etT, on a :

FsV Fr = Fsvr.

(4) Si (T,,) est une suite de t.d.a. décroissante vers T, alors T est un t.d.a. et on a :

Fr = ﬂnfT".
(5) Si (T),) est une suite de t.d.a. croissante vers T, alors T est un t.d.a. et on a :
Fr = \/n]:Tn-

EXERCICE 6.5. Démontrer les points 1, 2 et 4 de cette proposition (Ind.
pour les points 2 et 4 on pourra procéder par double inclusion). Les autres
points sont un peu plus délicats a démontrer et leurs preuves ne seront pas
détaillées dans ce polycopié.

Preuve/Solution de ’exercice.
1) Soit N le négligeable en dehors duquel on a S(w) < T'(w). On peut écrire, pour tout
événement A de Fg :

AN{T <n}=AN{T <n}nN)U(AN{T <n}NN).

Le premier terme dans 'union de droite est négligeable, donc par hypothése dans Fy et, par
croissance de la filtration, dans F,. Le second terme peut s’écrire sous la forme :

ANn{S<n}n{T <n}NN
ce qui prouve qu’il est dans F,,, puisque A est dans Fg, que T est un t.d.a. et que N est dans
Fn.

2) D’aprés le point précédent, la tribu Fgar est inclue dans Fg aussi bien que dans Fr.
Elle est donc inclue dans Fg N Fr.
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Considérons maintenant un événement A de Fg N Fr. On peut écrire
AN{SAT <n}=(An{T <n}H)U(AN{S <n}).

Il s’agit bien d’un événement de F,, puisque chaque terme de 'union est dans JF,, par définition
d’une tribu des événements antérieurs & un t.d.a. L’événement A est donc bien dans Fgar, ce
qui prouve l'inclusion inverse et donc I'égalité

Fs NV Fpr = Fgpr.

4) Soit (17,) une suite de t.d.a. décroissante vers T'. L’égalité
{T <k} = JTw <k},
n

vraie pour tout k, montre bien que 1" est un t.d.a. puisque chaque terme de droite est dans
Fi. De plus, l'inégalité T' < T,,, vraie pour tout n, implique l'inclusion de Fr dans Fr, et
donc
Fr C ﬂan.
n

Réciproquement, soit A un événement de N, Fr,. L’égalité, pour tout k,

AP{T <k} = J(AN{T, <k})

montre bien que A est un élément de Fp puisque chaque terme dans I'union de droite est dans
Fi. O

PROPOSITION 6.8. Une v.a. Z est Fr mesurable si, et seulement si, pour tout entier k, la
v.a. Zlp<py est Fi mesurable.

EXERCICE 6.6. Démonstration de cette proposition. Autant pour la
condition nécessaire que pour la condition suffisante, on pourra utiliser le
théoréme des classes monotones en se restreignant dans un premier temps
aux variables bornées. L’extension auz variables quelconques se failt ensuite
par des arguments classiques déja utilisés dans la Chapitre 5 sur les es-
pérances conditionnelles.

Preuve/Solution de ’exercice.
Condition nécessaire. L’ensemble

H = {v.a. Z bornées : Zlp<y, est Fy-mesurable, pour tout k € N}

constitue un espace vectoriel de fonctions bornées, contenant les constantes et stable par limite
monotone bornée. De plus ’ensemble

C={Z=14:A4€Fr}

est une classe de fonctions réelles bornées stable par multiplication. Par définition de Fr,
I’ensemble C est inclus dans H et, d’aprés le théoréme des classes monotones, il en est de
méme pour l'ensemble de toutes les fonctions o(C)-mesurables bornées. Ainsi toute v.a. Z qui
est Fp-mesurable bornée est telle que, pour tout k dans N, la v.a. Zlip<p) est Fy-mesurable.
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Considérons maintenant une v.a. positive, Fp-mesurable, non nécessairement bornée, et la
suite (Z,) de v.a. définies par : Z, = Z Ap, pour tout p de N. Les v.a. Z, sont Fp-mesurables
bornées et donc telles que, pour tout k et tout p de N, la v.a. Z,lr<py est Fy-mesurable.
Ceci et la convergence de la suite (Z,) vers Z implique que, pour tout k, la v.a. Zl <y est
Fr-mesurable. Pour terminer la démonstration et étendre le résultat aux v.a. Fp-mesurables
Z de signe quelconque, il suffit de considérer les parties positives ZT et négatives Z~ de Z et
d’appliquer le résultat précédent pour constater que

Zr<ry = Z N rary — 27 Nirary

est Fp-mesurable, pour tout k£ de N.
Condition suffisante. Réciproquement, on considére les ensembles

H ={Z : Z Fp-mesurable bornée}

et
C={Z=1a:VkeN, An{T <k} e F}

et on raisonne de maniére trés similaire a celle utilisée pour établir la condition nécessaire. O

PROPOSITION 6.9. Si (X)) est une suite (Fy)-adaptée, alors, pour tout t.d.a. T, la v.a.
Xr définie, pour tout w de Q par Xr(w) = Xy (w), est Fr-mesurable.

EXERCICE 6.7. Démontrer cette proposition (Ind. On pourra découper
suivant les valeurs prises par le t.d.a. T).

Preuve/Solution de ’exercice.
On peut écrire
Xr = Z Xilir—py + Xoolyr—ocy-
keN
Ainsi, pour tout k£ de N, la v.a.
k
Xrlirary = ) Xplir—p),
p=0

apparait clairement comme Fj-mesurable, ce qui prouve, grace & la Proposition 6.8, que X7
est Fpr-mesurable. O

1.2. Martingales, Sousmartingales et Surmartingales.
1.2.1. Définition.

DEFINITION 6.10. Un suite de v.a. (X,,) de Q vers R est dite une martingale relativement
a une filtration (F,) (ou (Fy)-martingale) si elle vérifie les propriétés suivantes :
(1) (Xy) est un processus (Fy)-adapté ;
(2) E|X,| < 400, pour tout n dans N ;
(3) (propriété de martingale) E(X,|Fn—1) = Xn—_1, pour tout n > 1.
Le processus (X,,) est appelé sousmartingale (resp. surmartingale) si les propriétés 1) et
2) sont respectées conjointement avec linégalité E(Xy|Fn—1) > Xn—1 (resp. E(Xp|Fn-1) <
Xn—1), pour tout n > 1.
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On constate que, dans le cas d’une martingale, la condition 1) est automatiquement as-
surée dés que la condition 3) l'est. Il y a donc redondance. En revanche, dans le cas d’une
sousmartingale ou d’une surmartingale, la condition 1) est nécessaire car non assurée par la
condition 3). Par ailleurs on note que bien évidemment (X,,) est une surmartingale si, et
seulement si, le processus (—X,,) est une sousmartingale.

Il apparait clairement que la suite des espérances d’une martingale est constante alors
qu’elle est croissante (resp. décroissante) pour une sousmartingale (resp. surmartingale).

Les martingales sont utilisées pour modéliser les jeux de hasard équitables. Supposons en
effet qu’a un jeu de hasard, la v.a. X,, représente la fortune d’un joueur a la niéme partie. La
propriété de martingale stipule que, si le joueur a la connaissance de 1’évolution passée de sa
fortune (c’est a dire jusqu’au temps n — 1) alors 'espérance de la valeur de sa fortune apreés
la partie suivante (la niéme) est égale a celle actuelle (i.e. & n — 1). En moyenne ses gains
restent inchangés.

PROPOSITION 6.11. Si (X)) est une (Fy)-martingale, on a alors, pour tout m < n :
E(Xn|Fm) = Xm.

La preuve est immédiate.

Remarquons que si X = (X,,) est une martingale et si U est une v.a. Fp-mesurable et
dans L', alors le processus X — U = (X,, — U) est encore une martingale. C’est pourquoi, on
pourra se restreindre a 1’étude des martingales nulles en 0 (quitte & soustraire sa valeur initiale
Xo).

1.2.2. Ezemples classiques de martingales.

EXERCICE 6.8.
1) (Somme de v.a. indépendantes et centrées) Soit (V) une suite de
v.a.r. indépendantes, centrées et dans L'. Montrer que le processus (Sy),

défini pour tout n par
n
Sn =) Vi,
k=0

est une martingale par rapport o une filtration que l’on précisera.

2) (Produit de v.a. positives, indépendantes et d’espérance 1) Soit (X,,)
une suite de v.a.r. indépendantes, positives et telles que E(X,) = 1, pour
tout n de N. Montrer que le processus (My,) défini, pour tout n, par :

n
M, =[] X«
k=1

est une martingale par rapport a la filtration naturelle associée au processus
(Xn). Que se passe-t-il si l'on a pour tout n de N : E(X,) > 1 2 Méme
question si l'on a : E(X,) <1, pour tout n de N.

3) (Accumulation d’information sur une v.a.) Soit (F,) une filtration
sur un espace probabilisé (U, F, P) et X une v.a. intégrable sur cet espace.
Pour tout n dans N, définissons M, = E(X|F,), qui est, au sens de la
projection dans L?, la meilleure estimation de X a partir de F,,. Montrer
que (M) est une (Fy)-martingale. On parle de Martingale de Doob.
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Solution de I’exercice.

1) Prenons pour filtration (F,), la filtration naturelle associée au processus (Y3,), i.e. telle
que, pour tout m, on ait F, = o(Yp,Y1,...,Y,). Le processus (S,) est naturellement (F,)-
adapté et dans L'. Par ailleurs,

E(Sn‘Fn—l) = E(Sn—l + Yn‘Fn—l) = Sn—l + E(Yn) = Sn—la
ou l'avant derniére égalité est due a la F,,_i-mesurabilité de S,_1 et & 'indépendance entre
Y, et F—1. Ainsi, (S,) est bien une (F,)-martingale.

2) La suite (M,) est évidemment (F,)-adaptée et, grace a I'indépendance, dans L!. De
plus, on peut écrire :

E(Mn‘fnfl) - ]E(Mnlen|fnfl) - MnflE(XnL?nfl) = Mnfla

puisque la v.a. X, est indépendante de de F,,_1 et d’espérance 1.

En revanche, si 'on a E(X,,) > 1 (resp. E(X,,) < 1), pour tout n de N, la suite (M,,) est
une (F,)-sousmartingale (resp. surmartingale).

3) La suite (M,,) est clairement (F,)-adaptée. Gréace a 'inégalité de Jensen pour les
espérances conditionnelles il vient :

E[M,| = E ([E(X]F)]) < E (E(]X]|F)) = E|X],
ce qui prouve que M,, est dans L' puisque X Iest. Enfin on a :
E(My|Fn-1) = E(E(X|Fn)|Fn-1) = E(X|Fn-1) = Myp_1,

et la propriété de martingale est bien vérifiée. O

1.2.3. Processus prévisibles et version discréte de l’intégrale stochastique.

DEFINITION 6.12. Soit H = (H,,) un processus a temps discret et (Fy) une filtration sur
Uespace (Q,F, P). Le processus H est dit (F,)-prévisible si, pour tout n, la v.a. H, est
Fn_1-mesurable.

Intuitivement, un processus prévisible H est tel que H,, est connu au temps n — 1.

DEFINITION 6.13. Soit (F,,) une filtration sur lespace (2, F, P). Soit (Hy) et (X;) deuz
processus sur cet espace. La transformée de martingale du processus X par le processus H
est le processus noté H - X et défini, pour tout n dans N, par :

n
H-X, = ZHk(Xk — Xp1).
k=1

THEOREME 6.14. On se donne une filtration (F,) sur l’espace (2, F,P), un processus
(Fn)-prévisible (Hy) et (Xy) une (Fy,)-martingale (resp. sousmartingale, surmartingale)

Si le processus (Hy) est borné, i.e. si il existe K dans R tel que |Hp(w)| < K, pour tout
w de Q et tout n de N, alors la transformée de martingale (H - X) est une martingale (resp.
sousmartingale, surmartingale) nulle en 0.

On a le méme résultat si (H,) n'est pas borné mais dans L? ainsi que (X,,).

On peut voir dans ce cas la transformée de martingale comme une version discréte de
I'intégrale stochastique, notion qui sera étudiée en temps continu en Master 2.
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EXERCICE 6.9. Démontrer ce théoréme.

Preuve/Solution de ’exercice.
Le processus (H - X) est adapté puisque, pour tout n,

n
H-Xn=) Hu(Xx—Xp1)
k=1
est clairement F;,-mesurable. De plus, on a :

n
E|H - Xp| < K E|X) — Xp_1| < 400,
k=1

puisque H est borné et (X,,) dans L'. On remarque ici que si, H n’est plus borné mais dans
L? ainsi que X, alors le processus H - X reste dans L.
Enfin, on peut écrire :

E(H-Xp—H -Xp_1|Fp_1) = B(Hn(Xn—Xn_1)|Fn-1) = HaB(Xp—Xn_1|Fn_1) =0, (resp. >, <),

ce qui prouve la propriété de martingale pour la transformée de martingale. O

Les transformées de martingales et la propriété de martingale qu’elles vérifient trouvent
une interprétation intuitive en théorie des jeux. Supposons en effet que X, — X,,_1 représente
le gain net d’un joueur par unité misée a la miéme partie d’un jeu de hasard. Comme on
I'a dit précédemment, une partie équilibrée revient a supposer que (X,,) est une martingale.
En revanche, s'il s’agit d’une sousmartingale (resp. surmartingale), i.e. telle que E(X, —
Xn-1]Fn-1) > 0 (resp. E(X,, — Xp,—1]|Fn—1) < 0), alors le jeu est favorable (resp. défavorable)
au joueur qui a des gains d’espérance positive (resp. négative).

Soit maintenant H,, la mise du joueur pour la niéme partie. Il est naturel d’autoriser qu’il
choisisse sa mise en se basant sur I’histoire des parties précédentes (on ne peut lui reprocher...
méme si I'on verra que cela ne modifiera pas ses gains en espérance). En revanche, sans triche
possible, il ne pourra utiliser 'information qu’apportera la niéme partie au moment de faire
sa mise. C’est pourquoi, on supposera naturellement que le processus des mises (H,,) est
prévisible.

Le gain de ce joueur a la niéme partie est donc modélisé par la quantité H, (X, — X, —1) et
ses gains cumulés depuis le début de la partie par H - X,,. Le théoréme précédent nous assure
qu’en espérance ses gains sont constants et nuls.

1.2.4. Martingale arrétée et Théoréme d’arrét pour les martingales. Soit (X,,) une (F,)-
martingale, nulle en 0, et 7" un (F,,)-t.d.a. Considérons le processus (H,,) défini par :

Hyn = Nn<ry-
Ce processus est (Fy,)-prévisible puisque I'on a
{n<Ty={T <n-1}.
Dans ce cas, la transformée de martingale de (X,,) par (H,), d’expression pour tout n

H- Xn = ]l{lgT}(Xl - XO) +---+ ]l{nST}(Xn - Xn—l)a
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est égale, sur {T'(w) = k}, & Xp(w) sin < ket Xj(w) = Xp(,)(w) si n > k. Ainsi, on peut
écrire :

H- X, =Xran.
On parle de martingale arrétée et, d’aprés le Théoréme 6.14, il s’agit aussi d’'une martingale.
D’out la définition et le corollaire au Théoréme 6.14 qui suivent.

DEFINITION 6.15. Soit (X,,) une (Fy,)-martingale et T un (F,)-t.d.a. Le processus (X.)
défini en tout n de N par X = X7, est appelé martingale arrétée au temps T.

Notons que I'on peut également parler de processus arrété & un t.d.a. méme si le processus
n’est pas une martingale.

COROLLAIRE 6.16. Si T est un (Fy)-t.d.a. et (X,) une (F,)-martingale (resp. sousmartin-
gale, surmartingales) nulle en 0 alors le processus arrété (X,:f) est encore une martingale (resp.
sousmartingale, surmartingale). De plus, on a :

]EXT/\TL — ]E(XU) — 07 (Tesp' Z, S)a
pour tout n.

C’est une application directe du Théoréme 6.14.

PROPOSITION 6.17. Soit T' est un (Fp)-t.d.a. et (X,) une (F,)-martingale. La (F)-
martingale (XI') est aussi une (Fra,)-martingale.

EXERCICE 6.10. Démontrer cette proposition.

Preuve/Solution de I’exercice. Puisque (X) est une (F,)-martingale, on a :
E(XT/\n‘fp) - XTAP?
pour tout p < n. L’inclusion Frpp, C Fp et la Frap-mesurabilité de Xr,, implique (Cf.
Proposition 5.8 sur les propriétés de 'espérance conditionnelle) que l'on a :
E(X7an|Frap) = X1ap,
pour tout p < n. O

Revenons maintenant sur 'un des résultats donné par le Corollaire précédent, & savoir
que pour une martingale arrétée (X)), on a EX7p, = E(Xp) = 0. On peut naturellement se
demander si 'on peut avoir le méme style de résultat en ne considérant pas la v.a. Xra, mais
la v.a. X7. C’est a dire a-t-on

EXr =E(Xy) =07

Et éventuellement, si ce n’est pas toujours le cas, sous quelles conditions peut avoir ce résultat ?

On va d’abord aisément se convaincre qu’un tel résultat n’est pas toujours vrai. Consi-
dérons en effet (X,,) une marche aléatoire symétrique sur Z, démarrant & 0. On sait que l'on
peut représenter cette marche aléatoire sous la forme

n
Xp = Z gka
k=1
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ol (&) est une suite de v.a. iid. de loi de Rademacher, c’est a dire de loi 3(6_1 + &1).
Le processus (X,,) apparait alors clairement comme une martingale, nulle en 0. D’aprés le
Corollaire précédent on sait que, pour tout (Fy,)-t.d.a. T, ou (F;,) est la filtration naturelle
associée au processus (X,), on a

EX7rn = E(Xo) =0,

pour tout n. Considérons le t.d.a. 7' = inf{n : X,, = 1} (c’est bien un t.d.a. d’aprés une
propriété vue dans la premiére section de ce chapitre). L’égalité précédente est vérifiée pour
ce t.d.a., mais en revanche elle ne l'est pas si on remplace T' A n par T. En effet la v.a. X
étant p.s. égale 4 1, on a :

1 =E(X7) # E(Xp) = 0.

Nous allons voir que dans ce cas le Théoréme d’arrét ne s’applique pas.

THEOREME 6.18. Théoréme d’arrét

Soit (Fy) une filtration sur un espace probabilisé (Q, F, P), un (F,)-t.d.a. T et (X,) une
(Fn)-martingale (resp. sousmartingale, surmartingale).

La v.a. X7 est intégrable et on a

EXT = EXO? (T@Sp. 27 S))
si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

o T est un t.d.a. borné, i.e. il existe k tel que P(T < k)

o X est bornée, i.e. il existe K dans RT tel que | X, (w)]
T estp.s. fini ;

o T est d’espérance finie et il existe K de RT tel que | X, (w) — Xp—1(w)| < K, pour
tout n et tout w.

= 1 ;
< K pour tout n et tout w, et

EXERCICE 6.11. Démontrer ce Théoréeme (Ind. on pourra utiliser le
théoréme de convergence dominée pour établir le résultat dans le cas des
deux derniéres conditions).

Preuve/Solution de ’exercice.
1) On sait que l'on a, pour tout n :

EX7nn = EXp.

En prenant n = k, on obtient le résultat.
2) Puisque T est p.s. fini, on a

p.s.
XT/\n XT7

quand n tend vers +o0o. La suite de v.a. (Xpp,) étant intégrable puisque bornée, on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir

EX7An — EX7,

quand n — 4o00. cette convergence et 1’égalité, pour tout n, de EXpn, avec EXg permet
d’établir le résultat annoncé.
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3) En remarquant que l'on a

Thn
| Xrpm — Xol = | _(Xk — Xp—1)| < KT
k=1
et que T est intégrable par hypothése, on obtient a nouveau le résultat en appliquant le
théoréme de convergence dominée. |

THEOREME 6.19. Autre version du théoréeme d’arrét
Si (X,,) est une (Fy)-martingale et T un (Fy,)-t.d.a. borné par k, on a alors :

E(Xk|Fr) = Xr.

EXERCICE 6.12. Démontrer ce Théoréme (Ind. En “découpant” suivant
les valeurs de T', on pourra montrer directement que l'on a E(Xy|Fr) = X1).

Preuve/Solution de ’exercice.
Puisque T est p.s. borné par k, on peut écrire :

k
Y Ky
p=0

Soit alors A un événement de la tribu Fp, il vient :

k k

E(Xrla) =Y E(Xplir_pnla) = > E(Xplir_pla) = E(Xgla),

p=0 p=0
ot la seconde égalité est justifiée par 'appartenance de {T' = p}NA a la tribu F, (par définition
de Fr) et I'égalité X, = E(Xy|F,). On a donc bien montré que 'on a E(X|Fr) = Xr. O

1.2.5. Décomposition de Doob d’une sousmartingale.

THEOREME 6.20. (Décomposition de Doob)

1) Soit X = (X,,) un processus (Fy)-adapté et intégrable. Il admet alors la décomposition
sutvante

X=Xo+ M+ A,

ot M est une martingale nulle en 0 et A un processus prévisible également nul en 0. Cette
decomposmon est unique a une indistinguabilité preés (Cf Chapitre 2) au sens ou Si il existe
M et A vérifiant la méme équation, on a P(Vn: M, = M,, A, = A n) =

2) Le processus X = (X,,) est une sousmartingale si, et seulement si, le processus A est
un processus croissant, i.e. tel que : P(Vn: A, < Apq1) = 1.
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EXERCICE 6.13. Démontrer ce Théoréme (Ind. Dans la premiére ques-
tion on pourra construire le processus (Ay) a partir des quantités E(X,, —

Xn—l’fn—l))'

Preuve/Solution de ’exercice.
1) Définissons le processus (A, ), nul en zéro et tel que

An - Anfl = E(Xn - Xn71|fnfl)-

Ce processus est bien (F,)-prévisible et intégrable. Soit maintenant (M,,) le processus défini
pour tout n par : M, = X,, — Xo — A,. Il est naturellement adapté et intégrable. On a :

E(Mn - Mnflurnfl) = E(Xn - anlu:.nfl) - (An - Anfl) = 07

ce qui prouve qu'il s’agit bien d’une martingale (évidemment nulle en 0).

Pour démontrer 'unicité de la décomposition, supposons qu’il existe deux autres processus
(Al) et (M]) avec les mémes propriétés et tels que on ait également : X, = Xo+ M/ + A},.
On a alors :

A;L_ ;L—lzXn_Xn—l_(M;L_ ; )

n—1

En prenant I'espérance conditionnelle & F,,_1 de cette égalité, on obtient :

A, — {n—l = E(A%—A%_llfn—l) = E(Xn_anl|~7:nfl) _E(M;L_M;L—”fn*l) =Ap—Ap_1,

n

puisque (M) est également une martingale. Les deux processus (A,,) et (A},) sont donc égaux,
puisqu’ils ont des accroissements égaux et la méme valeur initiale 0. Les deux processus (M,,)
et (M]) sont alors également égaux.

2) Sile processus (X,,) est une sousmartingale, la définition des accroissements du processus
(A,) montre qu'ils sont p.s. positifs. Réciproquement, si ’on peut écrire : X,, = Xo+ M, + A,
avec un processus prévisible (A,,) croissant, il vient :

E(Xn - Xn71|fn71) = E(Mn - Mn71|fn71) + E(An - An71|fn71) =0+ An - Anfl > 07

et le processus (X,,) est bien une sousmartingale. O

On peut trouver un exemple d’application de la décomposition de Doob dans ce que 1'on
appelle le crochet d'une martingale. Prenons en effet (M,,) une (F,)-martingale dans L?, nulle
en 0 et considérons le processus (M?2). L’inégalité de Jensen nous donne

E(Mg‘}—n—l) > Ez(Mn’}-n—l) = Mg—la

et montre ainsi que le processus (M?2) est une (F;,)-sousmartingale. Grace & la décomposition
de Doob, on sait qu’il existe une martingale N nulle en zéro et un processus prévisible croissant
A, également nul en zéro, tel que : M? = N + A. Le processus A est appelé crochet de la
martingale M et est noté (M).
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1.2.6. Filtration inverse et martingale inverse.

DEFINITION 6.21. Une suite décroissante de tribus (F,) sur un espace (2, F,P) et telle
que Foo = N Fy est dite filtration inverse.
On supposera toujours que Foo contient tous les négligeables de Fy.

DEFINITION 6.22. Soit (F,,) une filtration inverse sur un espace (2, F, P) probabilisé. Un
processus (My,) est dit (F,)-martingale inverse si l'on a :

(1) E(My|Fps1) = Mypr, pour tout n ;
(2) (My,) est (Fn)-adapté ;
(3) E|M,| < +oo, pour tout n.

2. Martingales bornées dans L'

2.1. Définition.

DEFINITION 6.23. Soit (F,) une filtration sur un espace probabilisé (Q, F, P). Une (F)-
martingale (ou sousmartingale ou encore surmartingale) est dite bornée dans L' si l'on a :

supE|X,,| < 4o0.
n

EXERCICE 6.14.
1) Montrer qu’une martingale positive est bornée dans L.
2) Montrer qu’une surmartingale positive est également bornée dans L*.

Solution de l’exercice.
1) On a
E|X,| =EX, =EX) < 400,
pour tout n de N.
2) Comme on a
EX, = B(E(X,|F)) < EXo,
il vient
E|X,| =EX, <EXj < +o0,
pour tout n. |

2.2. Convergences. Pour établir un résultat de convergence p.s., il faut en premier in-
troduire un lemme de Doob sur les montées effectuées par une martingale. Plusieurs méthodes
de preuve sont possibles pour ce résultat. Nous choisissons celle utilisant l'interprétation des
martingales en théorie des jeux.

Soit donc (X,) un processus tel que X,, — X,,_1 représente le gain par unité de temps
misée pour la niéme partie. Et considérons la stratégie de jeu suivante :
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Choisir deux réels a et b tels que a < b.
Répéter sans arrét :
début de boucle
Ne pas miser tant que X n’est pas passé en dessous de a.
Une fois que X est passé en dessous de a, miser une unité tant que

I'on est en dessous de b.
Une fois que X est passé en dessus de b, arréter de miser.

fin de boucle

Cette stratégie peut étre modélisée par le processus prévisible H = (H,,) défini par :
H, = H{X0<a} et, pour tout n, H, = ]I{anlzl}]l{anlgb} + H{anlzo}ﬂ{anlﬂz}'
Comme nous 'avons déja dit, les gains cumulés sont donnés par la transformée de martingale

de X par H, noté H - X.
Un exemple de réalisation d’une telle partie et de la stratégie adoptée est donnée dans la

Figure 1.
O

\J

1 1 2 2

FIiGURE 1. Exemple de partie de hasard avec stratégie de montées. Les points
blancs représentent les parties sans mise et les noirs avec mise.

Introduisons la suite des t.d.a. définis par les relations :
S1 = inf{n:X, <a},
T, = inf{n>S5:X, > b},

Sp = inf{n>1T, :X, <a},
T, = inf{n>S,:X, > b},

et notons Up|a, b] le nombre de montées entre a et b réalisées par (X,,) au temps N. On a :

Unla,b] = Z N7, <ny-
p
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En consultant éventuellement la Figure 1, il apparait clairement que, grace a la stratégie choisie
par le joueur, chaque montée augmente ses gains d’au moins b — a. De plus, si au temps N
le joueur se trouve dans une période de mise, deux situations peuvent se produire : soit 1’on
a Xy > a, soit Xy < a. Dans la premiére situation, le gain du joueur est positif et donc
supérieur & (Xy(w) —a)” qui est nul. Dans la seconde, son gain peut étre négatif, mais est
de toute fagon majoré en valeur absolue par (Xy(w) —a)”. Ainsi la perte du joueur, due a
I'interruption de la partie au temps IV avant qu’il n’ait achevé "sa montée", est de toute facon
inférieure & —(Xy(w) —a)”. On a donc la formule :

Yy(w)=H - Xn(w) > (b—a)Un[a,b] — (Xn(w) —a)”.

LEMME 6.24. Lemme de Doob sur les montées
Soit (X,,) une (F)-surmartingale et Un|[a,b] le nombre de montées entre a et b jusqu’au
temps N pour cette surmartingale. Alors :

(b —a)E (Un[a,b]) <E[(Xn(w) —a)7].

EXERCICE 6.15.
Démontrer ce lemme.

Preuve/Solution de I’exercice. Le processus (Hy,) est (F,,)-prévisible, borné et positif.
On sait que la transformée de martingale H - X est une surmartingale. On a donc EYy < 0
et en utilisant la minoration sur Yy vue précédemment, on obtient le résultat. ]

COROLLAIRE 6.25. Soit (X,) une surmartingale bornée dans L' et a < b deux réels.
Notons

Usla, b] = Nlirilm Unla,b].

On a alors
(b — a)E (Uxla, b)) < |a| 4+ sup E| X,

et donc P(Ux[a,b] = 00) = 0.

EXERCICE 6.16.
Démontrer ce lemme.

Preuve/Solution de I’exercice. D’aprés le lemme précédent, on a :
(b—a)E (Unla,b]) < |a| + E|Xn]| < |a| +supE|X,]|.
n

Puisque la suite (Un/[a, b]) y est positive et croissante vers Us[a, b], le théoréme de convergence
monotone nous donne :
(b —a)E (Uxla,b]) < |a| + sup E| X,,|
n

ce qui entraine que Ux[a, b] est p.s. fini. O
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THEOREME 6.26. Une martingale, sousmartingale, surmartingale bornée dans L' est p.s.
convergente, i.e.

p.s.: lim X, = X.

n—-4o0o

EXERCICE 6.17.
Démonstration de ce théoréme.
1) Montrer dans un premier temps que

p.s.: lim X, = X,

n—-+00
avec Xoo dans R. On pourra pour cela utiliser les événements de la forme
Agp = {w : liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)}.
n n

2) En utilisant le Lemme de Fatou, on montrera que la v.a. limite X
est p.s. fini.

Preuve/Solution de ’exercice. -
1) En notant A l'ensemble des w de 2 pour lesquels X, (w) n’est pas convergeant dans R,
on peut écrire :

A ={w :liminf X,,(w) < limsup X, (w)} = U Agp-
" " (a,b)€Q?:a<b
Mais on a :
Aoy CH{w : Uxla, b) = oo}

et on a vu dans le corollaire précédent que la probabilité de ce dernier ensemble est nulle. Par
dénombrabilité des rationnels, 'ensemble A est donc également de probabilité nulle.
2) En utilisant le Lemme de Fatou, on peut écrire :

E|Xw| = E(liminf | X,|) < liminf E|X,,| < supE|X,|,

qui est fini puisque, par hypthése, la martingale (ou surmartingale ou sousmartingale) est
bornée dans L'. La v.a. X, est donc bien p.s. fini. |

Notons bien que I'on n’a pas dit que la martingale (sousmartingale ou surmartingale) est
convergente dans L.

COROLLAIRE 6.27. Une surmartingale (ou une martingale) positive est p.s. convergente.

Preuve. On a déja vu qu'une surmartingale (ou martingale) positive est bornée dans L!,
d’ott le résultat grace au théoréme précédent. O
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3. Inégalité de Doob et conséquences

THEOREME 6.28. Inégalité de Doob
Soit (X,,) une sousmartingale positive et notons X}, = sup,,<,, Xp.
Alors, pour tout X >0, on a :

AP(X: > )\) < / X, dP.
Xx>\

EXERCICE 6.18.

Démonstration de ce théoréme.

1) En considérant les t.d.a. T =inf{p : X;, > A} et S =T A n, montrer
que l'on a

Xg > )‘]I{Tgn} + Xn]l{T>n}-

2) En appliquant convenablement un théoréeme d’arrét, en déduire le ré-
sultat.

Preuve/Solution de ’exercice.
1) On a, d’apres la définition du t.d.a. T :

Xs = Xrlirany + Xnlirony 2 Mir<ny + Xnlirsny-

2) En appliquant le théoréme d’arrét au t.d.a. borné S, il vient : EXg < EX,,. En prenant
I’espérance de 'inégalité établie & la question précédente, on obtient :

EX, > AP(T < n) + E(Xyrsny)

ce qui nous donne le résultat, en remarquant que l'on a : {T' < n} = {X} > A} O

COROLLAIRE 6.29. Inégalité de Kolmogorov
Soit (X,,) une suite de v.a. de carré intégrables, centrées et indépendantes. Définissons

Sp=X1+...+ X, et S; =supS,.
p<n

Alors, pour tout a >0 :

* 1 - 2
P(S; 2 a) < CLQZ;E(Xz)

EXERCICE 6.19.
Démontrer ce Corollaire.
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Preuve/Solution de I’exercice. Le processus (5,) est une martingale par rapport a la
filtration naturelle associées au processus (X;). Comme on ’a vu en fin de Section 6.20, le
processus (S2) est donc une sousmartingale positive. On peut alors appliquer I'inégalité de
Doob pour obtenir :

1 1 &
* *\2 2 2 _ 2
P(Sf >a) < P((S)?>d?) < ;QESn =5 2—1: EXZ,

la derniére égalité étant justifiée par indépendance des (Xp,). O

COROLLAIRE 6.30.

1) Soit (X,,) une sousmartingale positive et bornée dans L'. La v.a. X}, = sup, X, est
alors p.s. finie.

2) Soit (X,,) une sousmartingale positive et dans LP, pour un réel p > 1. On a alors :

1 Xallr < gl XnllLe,
ot q est tel que : 1/q+ 1/p = 1.

EXERCICE 6.20.

Démonstration de ce Corollaire.

1) Montrer qu’en notant M = sup,, EX,, qui est fini par hypothese, on a
pour tout A >0 :

M
P(X% > ) < -

En déduire le résultat annoncé dans le 1) du Corollaire.
2) Montrer que l’on peut écrire, pour tout n :

X5
E(X5)P < pE(X, / NP72dN).
0
(Ind. On pourra utiliser le Théoréeme de Tonelli et l'inégalité de Doob).

En supposant dans un premier temps que la sousmartingale positive (Xp,)
est bornée, montrer que l’on peut en déduire que l'on a :

#\p\1/p p p\1/p
(B(X;)P) P < E(E(Xn) )P

Etendre ce résultat au cas ot (X,,) n’est pas bornée.

Preuve/Solution de I’exercice.
1) L’inégalité de Doob nous donne, pour tout A >0 :

EX, M
S

<
Y S
La croissance de la suite (X)) vers X7, implique la croissance des événements de la forme
{X; > A} vers {X% > A} quand n — +o00. On a donc bien :
M

By

P(X:>\) <

P(X*, > \) <
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Mais I’égalité
(X% = oo} = [{X% = n}

permet d’obtenir

M
P(X; =o00)= lim P(X; >n)< lim — =0.

n—-+oo n—+oo N

La v.a. X est donc bien p.s. finie. Autrement dit la suite (X,,) est p.s. bornée.
2) On peut écrire :

X5 400
E(X;)P = E (/O p>\p_1d>\> :p/o E (Ipexgy) A7 dA

IN

400 D¢
p / E (Ipcxs) Xn) AP 7dA = pE (Xn AHdA) :
0 0

De plus, on a :
X; 1
E| X, / NP2\ | = ——E (X, (X3P ).
0 p—1
L’inégalité précédente et celle de Holder, nous donnent alors :
1 1
E(G)P < P (B(G)) (B
p —
Comme 'on suppose dans un premier temps que X, est bornée, on peut diviser cette derniére
inégalité par son dernier terme a droite pour obtenir :
1 1
(EX)?) < 2= (E(X)7).
p J—
Si la sousmartingale (X,,) n’est pas bornée, on applique le résultat précédent a la sous-
martingale Y,f = X, Ak qui est, elle, bornée. On a donc, pour tout n :

1 1
(BvEr)” < Lo (Bebr)”
p—1
La convergence croissante de (Y,*) vers X,,, quand & — +oc et le Théoréme de convergence
monotone, permet d’achever la démonstration. O

4. Martingales bornées dans LP, pour p > 1

4.1. Définition et convergences.

DEFINITION 6.31. Une martingale (sousmartingale ou surmartingale) (X,,) est dite bornée
dans LP si :

sup || X[ Lr < +oo.
n
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THEOREME 6.32. Une martingale (resp. sousmartingale, surmartingale) bornée dans LP,
pour un réel p > 1, est convergente p.s. et dans LP, i.e.
Xn £, Xoo, quand n — 4o00.
p.s.

De plus, on a :
X =E(Xoo|Fn) (resp. <, >).

EXERCICE 6.21. Démonstration de ce Théoreme dans le cas d’une mar-
tingale.

1) Montrer que (X,,) converge p.s. vers une v.a. X, quand n tend vers
+00.

2) En notant X, = sup,<, |Xy|, montrer que

I XSllzr < gsup || Xanl| L,
n
ot q est tel que 1/p+1/q = 1.
3) Déduire du 1) et du 2) que l’on a bien également la convergence dans
LP de (X,,) vers Xo.

4) Montrer que si une suite (Uy,) converge vers Us, dans L' alors, on a
pour toute sous tribu B de F :

E(U,|B) L E(Ux|B), quand n — +oc.
En déduire que X,, = E(Xso|Fn).

Preuve/Solution de I’exercice.

1) Puisque la martingale (X,,) est bornée dans LP pour p > 1, elle est bornée dans L' et
donc p.s. convergente vers une v.a. X, d’aprés un résultat de la section précédente.

2) Par l'inégalité de Jensen, on a déja vu que le processus |X,,| est une sousmartingale
positive. Le Corollaire 6.30 de 'inégalité de Doob, nous donne

*
1 Xallee < @[ Xnllze < g sup [[Xa][rr < +oo.
n
Comme la suite (X)) converge en croissant vers X7, I'inégalité précédente et le théoréme de
convergence monotone conduisent a

XSl < gsup || Xa|[Le-
n

3) D’aprés le 1), on a la convergence
| X — Xool? 220, quand n — +o0.

Par ailleurs, I'inégalité |X,, — Xoo| < 2X% montre que la suite (| X;,, — Xoo|P) est majorée par
une v.a. dans L'. Par le théoréme de convergence dominée, on a donc :

E| X, — X’ — 0, quand n — +oc.
4) L’inégalité de Jensen conduit a :
E([E(Un — U [B)]) < E(E(|Upn — Uso| |B)) = [|Upn — Usol| 13-
La convergence dans L' de (U,,) entraine donc celle (E(Uy|B)), toujours dans L*, vers E(Uy|B).
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En appliquant ce résultat a la suite (E(X,|Fy))m, pour n fixé, on obtient
X, = E(Xoo|Fn)

puisque chaque terme de la suite est égal & X, par la propriété de martingales. |

COROLLAIRE 6.33. Soit (F,,) une filtration et

Foo =VFn
n
la limite croissante des Fy,. Soit X une v.a. dans LP, pour p > 1.
On a alors :
P
E(X|Fn) p—8> E(X|Foo)-

EXERCICE 6.22. Démonstration de ce Corollaire.

1) Notons X,, = E(X|F,) et Z = E(X|Fux). Montrer que la suite (Xy,)
converge p.s. et dans LP vers une v.a. Xso.

2) Montrer que pour tout A dans UpF,, il existe un rang ng tel que pour
tout n > ng on ait :

E(X,14) =E(X1y).
En déduire que, pour tout A de UpFy,, on a :
E(X1,4) =E(Xs1a)

et achever la démonstration du Corollaire.

Preuve/Solution de ’exercice.

1) On sait que (X,) est une martingale. Par I'inégalité de Jensen pour les espérances
conditionnelles, on montre facilement qu’elle est bornée dans LP. Le théoréme précédent
assure alors sa convergence p.s. et dans LP vers une v.a. terminale X .

2) Puisque A est dans U, F,,, il existe un rang ng tel que, pour tout n > ng, I’événement
A est dans F,,. L’égalité X,, = E(X|F,), permet alors d’écrire pour tout n > ng :

E(X,14) = E(X1,).

De plus la convergence dans L' de (X,,) vers X, assure celle de (X,,14) vers X, 14 et donc
la convergence

E(X,14) — E(Xoly4), quand n — +o0.
De ces deux derniers résultats, on tire I'égalité

E(X14) = E(Xo1a),

pour tout A dans U,F,,. Le théoréme des classes monotones permet de terminer la démons-
tration puisque l'on sait que F, est engendré par U,F,. O
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4.2. Le cas particuliers des martingales dans L2. Considérons (M,,) une martingale
dans L?. Remarquons en premier lieu qu’une telle martingale est & accroissements orthogonaux
dans L?. En effet, pour des entiers s <t < wu < v, on peut écrire :

<Mv — My, M; — MS>L2 = E ((Mv - MU)(Mt - MS)) =E(E ((Mv — My)(M; — MS)‘}—u))
E ((M; — Ms)E (M, — M,)|F,)) =0.
Ainsi I’égalité
n
M, = My + Z(Mk' — M)
k=1

exprime M,, comme une somme de termes orthogonaux dans L? et, d’aprés le théoréme de
Pythagorre, on a :

(3) E(M2) = EMg + iE(Mk — My_1)*.
k=1

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 6.34. Soit (M,,) une martingale dans L?. Cette martingale est bornée dans

L? si, et seulement si,
+00
ZE(Mk — Mk_1)2 < 400,
k=1

ce qui est encore équivalent o dire que :

2
M, L, My, quand n — +oo.

Dans ce cas, la convergence est également p.s.

Preuve.
En utilisant I'égalité (3), il est évident que la martingale est bornée dans L? si, et seulement
si,

“+o0o
ZE(Mk — Mk_1)2 < +00.
k=1
Le reste est une application du Théoréme 6.34. a

COROLLAIRE 6.35. Somme de v.a. indépendantes, centrées et dans L>
Soit (X,,) une suite de v.a. dans L?, centrées et indépendantes. Notons a,% = VarXy.

La série Zjﬁ‘i X} est p.s. convergente deés que

EXERCICE 6.23. Démontrer ce Corollaire.
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Preuve/Solution de ’exercice. Soit (F,,) la filtration naturelle associée a la suite (X,,)
et définissons M,, = >""" | X;, pour tout n > 1 et My = 0. On sait que (M,,) est une martingale
et les hypothéses du Corollaire assurent qu’elle est dans L?. On a alors :

n
E(M7) = E(My, — My_1),
k=1
En remarquant que
E(My — My_1)? = E(X;)? = 02,
le Théoréme 6.34 permet d’obtenir le résultat. |
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