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8 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

1.1 Espace probabilisable et loi de variable aléa-
toire

1.1.1 Un exemple fondamental

Considérons le jeu du lancé d’'un dé. Notons €2 ’ensemble de tous les
résultats possibles (appelés aussi épreuves ou résultats élémentaires) de cette
expérience aléatoire

Q={1,2,3,4,5,6}.

On note w = 3 pour signifier que 3 est le résultat de 1’épreuve.

Dans cette expérience aléatoire, on peut s’intéresser & des événements
plus complexes qu’'un simple résultat élémentaire. On peut, par exemple,
considérer I'événement A = “le résultat est un nombre pair” ou I’événement
B = “le résultat est un nombre plus grand que 3”. On note A ’ensemble de ces
événements. Notons que 'on a toujours A C P(£2), ou P(£2) est I'ensemble
des parties de 2. Notons que l'inclusion précédente peut étre stricte.

On dit que I’événement A s’est réalisé si le résultat de 'expérience w est
tel que w € A.

Enfin, on peut donner a chaque événement une pondération ou encore
une probabilité. Ainsi, si le dé n’est pas pipé, l'intuition nous dit que la
probabilité d’avoir I’événement A =“le résultat est un nombre pair” est 1/2,
ie.

On peut bien sir s’intéresser a la probabilité d’un événement C' =“le résultat
est un nombre pair plus grand ou égal & 4”. Remarquant que 'on a C' C A,
il sera alors naturel d’avoir
1
Nous allons maintenant donner un formalisme plus mathématique & ce
triplet fondamental (€2,.4,P) que nous venons d’introduire.

1.1.2 Tribus

Tout phénomeéne aléatoire fait appel & deux ensembles de type différent.

— Un ensemble 2, appelé espace fondamental ou univers, qui contient
I’ensemble de tous les résultats possibles. Ces derniers sont également
appelés épreuves.
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1.1. Espace probabilisable et loi de variable aléatoire 9

— Une famille A de parties (i.e. de sous ensembles) de €. Ces parties sont
appelées des événements. On dit que ’événement A s’est réalisé si et
seulement si le résultat w de € qui s’est produit appartient a A.

En gardant en mémoire I'exemple fondamental, il est assez naturel de
demander que I’ensemble A vérifie un certain nombre de propriétés. En effet
si A et B sont des événements de A, on souhaite que les événements suivants
le soient également.

(i) A=0Q\ A€ A Si Asest ou ne s’est pas réalisé, on doit pouvoir se
prononcer sur I’événement complémentaire.

(i) AUB e Aet ANB € A. Si on peut dire que A s’est ou ne s’est pas
réalisé, et de méme pour B, on doit pouvoir dire si AU B s’est ou ne
s’est pas réalisé (et de méme pour AN B).

(iii) A\ B € A. On doit pouvoir dire si A s’est réalisé mais pas B.

Et plus généralement

(iv) Si, pour tout n, on a A, € A, alors on souhaite que
JAn e Aet ()4, € A
n n

C’est pourquoi on demande & A d’étre une tribu.

Définition 1.1.1 On dit qu’une famille A de parties de ) est une tribu si
(i) Qe A,

(ii) A est stable par passage au complémentaire, i.e.
Ac A= Ac A,

(1ii) A est stable par réunion dénombrable, i.e.

(Vn:AneA):(UAneA)

Remarque. On montre facilement que ces conditions sont suffisantes pour
que toutes celles précitées soient vérifiées. En effet:

ANB = AUBe A
A\B = ANnBcA
f = QecA

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



10 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

et si A, appartient & A, pour tout n, alors

OAn:<LnJAn>EA. o

Ezxemples de tribus.

* A ={¢, Q} est une tribu et est appelée tribu grossiére. On ne peut en
construire de plus petite.

* A ="P(Q) est une tribu. C’est la tribu la plus fine, dans le sens ou elle
contient toutes les autres tribus sur 2.

* Soit A une partie de Q. L’ensemble des parties
A={0,A,A0Q}
est une tribu. &

Définition 1.1.2 Lorsque A est une tribu sur Q, le couple (2,A) est appelé
espace probabilisable (ou mesurable).

Théoréme 1.1.3 L’image réciproque d’une tribu par une application f est
une tribu.

Preuve. Soit f une application de F vers F' et F une tribu sur F. Notons

E=fYF) = {fYB), pour B € F}
{A C E tel que f(A) e F}.

* ensemble E est bien siir élément de € puisque E = f~1(F).
* Soit A un élément de €. 1l existe donc un ensemble B dans F tel que
A = f~1(B). On peut alors écrire:

A= {x € E tel que f(z) € B}.

D’ou:

b N
I

{z € E tel que f(z) ¢ B} = {z € E tel que f(x) € B}
= f71(B).

Or B appartient & F puisque F est une tribu et A est donc dans &.
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1.1. Espace probabilisable et loi de variable aléatoire 11

* Soient, pour tout n, A, un élément de £. Il existe donc pour tout n,
un élément B, de A tel que A, = f~(B,). D’oi:

U A, = {x € E tel qu’il existe n pour lequel z € A, }
n

= {z € E tel qu'il existe n pour lequel f(z) € B,}
= {z e Etelque f(z) € UpyBy} = f~' (UnBy),

qui appartient & £ puisque U, B,, appartient & F.
Ainsi £ est bien une tribu. a

Théoréme 1.1.4 Soit (Q,A) un espace probabilisable et Q' une partie de Q.
L’ensemble

{ANQ : Ae A}

est une tribu sur € et est appelée trace de la tribu A sur €Y.

Preuve. Notons

C={C=AnQ :Ac A}
*OnaQd'=0nQ et donec ' €C

* Soit C' un élément de C et notons C* son complémentaire par rapport
a.Ona:
C*=AnQ ecC

* Supposons maintenant que, pour tout n, C,, soit dans C. Il existe donc
pour tout n,

A, €A, telque C,=A4,NnQ.
D’oit:
Uc'sz%qu:<Lp%>mwec.
Ainsi, C est bien une tribu sur €. O

Théoréme 1.1.5 Soit I une partie de N et (A;)icr une famille de tribus sur
le méme espace fondamental Q). La famille de parties

A=A

el

est une tribu.

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



12 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

Preuve.
* L’ensemble € est dans A;, pour tout %, il est donc un élément de A.
* De plus, on a:

(AcA) = Vi:AcA)= (Vi: Ac A) = (Ac A).
* Enfin, supposons que, pour tout n, on ait A, dans A. On a alors

(Vn, Vi, Ap € Ai) = (i, | JAn € A) = ((JA4n € A),

ce qui achéve la démonstration. a

Nous attirons l'attention du lecteur sur le point suivant. Si (A,) est une
famille quelconque de parties d’un ensemble € et si un élément A est tel que

Aec A,,

pour tout n, alors on a:

Ae()An

En revanche, si (A;,) est une famille de parties d’un ensemble A (i.e. A, € A,
pour tout n), on n’a pas nécessairement :

ﬂAn € A,

sauf si A est une tribu.

Théoréme 1.1.6 Soit F une famille de parties de Q). Il existe une plus petite
tribu sur ) qui contient F. On Uappelle tribu engendrée par F et on la note

o(F).

Preuve. Comme P(£2) est une tribu contenant F, I’ensemble des tribus
contenant F n’est pas vide. L’intersection de ces tribus est d’aprés le théo-
réme précédent encore une tribu. Elle contient F et c’est forcément la plus
petite tribu contenant F. O
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1.1. Espace probabilisable et loi de variable aléatoire 13

Voyons un exemple particulier de tribu.

Définition 1.1.7 On appelle tribu borélienne sur R, la tribu engendrée par
les intervalles ouverts de la forme | — co,x[, pour tout x dans R. On la note

Br.

On peut montrer que l'on a le résultat suivant.

Théoréme 1.1.8 La tribu borélienne est également engendrée par les inter-
valles de la forme | — oo,x], [z, + ool |z, + o0l [z,y], Jz,y| etc...

1.1.3 Mesures et probabilités

Définition 1.1.9 On appelle mesure positive sur l’espace probabilisable (€2,.A)
toute application u de A dans

RJF = [07 +OO]

telle que d’une part l'on ait p(0) = 0 et que d’autre part pour toute suite
(Ay) d’éléments de A, deux a deux disjoints, on ait:

i (Lnj An> = u(An).

neN
Le triplet (2, A,u) est appelé espace mesuré.

Définition 1.1.10 Une mesure P sur (Q,A) telle que P(2) = 1 est dite une
probabilité. Le triplet (2,A,P) est appelé espace probabilisé.

Proposition 1.1.11 Une probabilité vérifie les assertions suivantes :
(i) VA€ A, P(A) =1— P(A);
(11) P(0) = 0;

(iii) V(A,B) € A%, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B);

(iv) Formule de Poincaré : soit Ay, ..., A, des événements de A. On a:
P(UAZ> = ZP(AZ)_ Z P(A;, NA;,)
i=1 i=1 1<i1<2<n
+ Z P(A;, NA;, NA;)
1<i1<i2<izg<n

_|_..._|_(_1)k_1 Z P(A;, N---NA;)

1< <-<1x<n
bt (CDIP(A A0 A,

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



14 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

(v) Si A et B, deux éléments de A, sont tels que A C B, on a alors

P(A) < P(B).
(vi) Inégalité de Boole: si Ay, ...,A, sont des événements de A, on a:
P (U A,) <> P(A).
i=1 i=1
Preuve.
(i) P(2) =1 = P(A) + P(A) puisque A et A sont disjoints.
(i) PO)=1-P(Q2) =0
(iii) On a
P(AUB) = P(AN B) + P(B).
Or
P(A)=P(ANn{BUB})=P(ANB) + P(AN B).
Ainsi
P(ANB) = P(A) - P(AN B).
D’ou

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

(iv) Exercice.
(v) On a vu que

Or
ACB=ANB=A.
D’ou
P(B) — P(A) :P(BﬁA) > 0.

(vi) D’apreés le (iii) la formule est vraie pour n = 2. Supposons la vraie
au rang n — 1. On a alors

n n—1 n—1 n
P <U Ai> <P (U Ai> + P(Ay) <> P(A) + P(Ay) = > P(4A)
i=1 i=1 i=1 i=1
La formule est donc vraie pour tout n, par récurrence. O

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



1.1. Espace probabilisable et loi de variable aléatoire 15

Remarque. Les propriétés (iii), (v) et (vi) restent vraies pour les mesures.
La propriété (ii) reste vraie pour une mesure si celle-ci n’est pas dégénérée
(i.e. de valeur tout le temps +00). <&

Définition 1.1.12 On dit qu’une suite (A,) d’événements est croissante
(resp. décroissante) si

VA, C Apta (resp. Ay D Apga).
On admettra la proposition suivante :

Proposition 1.1.13 Si P est une probabilité sur (2,,A) alors

(i) Pour toute suite (A,) d’événements croissante, on a:

n—-+00

P (U An> = lim P(A,)=supP(4,).

(ii) Pour toute suite (A,) d’événements décroissante, on a

P (ﬂ An> = lim P(Ay) = inf P(Ay).

Définition 1.1.14 Soit (2,,A) un espace mesurable tel que {w} € A pour
tout w € (L.

— On dit qu’une mesure p sur (2, A) est discréte s’il existe une famille
D={w,eN:nel}

(ou I est un ensemble d’indices fini ou dénombrable) d’éléments telle
que
w(Q\ D) =0

et
VA€ A:p(A) =w(AnD) = Y p({wn}).
wn€AND
La mesure p est dite concentrée sur D.

— On dit qu’une mesure p sur (Q2,A) est continue si elle ne posséde pas
d’atome, i.e. si, pour tout w dans Q, on a u({w}) = 0.

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



16 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

Ezxemples fondamentauz.

1) Mesure de Dirac
On appelle mesure de Dirac au point wp de 2 la probabilité discréte dy,,
définie, pour tout A dans A par:

dwo(A) =1 siwge A
0wy (A) =0 sinon.

On a donc

5w0 (A) = ]]A(WO)'

2) Construction d’une probabilité discréte plus générale
Soit D = (wp)ner une suite finie ou dénombrable d’éléments de € et
(Pn)ner une famille de réels tels que

Vnel, p,>0et anzl.
nel

Alors, 'application P définie par:

P = Z pnéwn

nel

est une probabilité discréte sur (2,P(£2)) ou (£2,.4) pour toute tribu A conte-
nant tous les singletons.
On a
Vnel:P({wy})=npn

et
Vw e Q\ (wn)ner : PHw}) =0.

On peut ainsi définir, par exemple, I'équiprobabilité sur {1,2,... ,N}. Repre-
nons en effet le jeu du lancé de dé. On a:

Q={1,...,6} et A="P().

Si on prend comme probabilité sur €2, I’équiprobabilité, on aura nécessaire-
ment pour tout n =1,...,6:

1 1

)= Card 9~ 6

pn = P({wyp}) = P(le résultat est n

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014
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17

et donc

Card A
P(A) = Zdyn(A) = Card Q

Bien siir, si on a plus ’équiprobabilité, la formule classique précédente n’est
plus vraie. Ainsi, si on prend un dé pipé ayant les probabilités suivantes des

résultats élémentaires :

1
Pl—PS—pS—E
_ _ _1
P2—p4—p6—4-

La probabilité de ’événement A ="le résultat est un nombre pair” est alors:

6
3
P(A) = 6u,(A) =pa+ps+ps = 17

n=1

3) Mesure de comptage
On définit sur (N,P(N)) ou (R,P(R)) la mesure:

+o00
W= Z O
n=0

On vérifie aisément qu’il s’agit bien d’une mesure. Elle est discréte sur

(N,P(N)) et (R,Bgr) puisque D = N est dénombrable et u(R\N) = 0 dans le

deuxiéme cas. Cette mesure est appelée mesure de comptage. Si on raisonne

sur (N;P(N)) et si A € P(N),

+00
u(A) = Z dn(A) = nombre d’éléments de A.
n=0

Si on raisonne sur (R,Bg), la mesure p(A) de 'événement A est le nombre

d’entiers dans A.
4) Mesure de Lebesgue sur (R,Bg)

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



18 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

On appelle mesure de Lebesgue sur (R,Bgr) la mesure A\ définie par:
AJa,b]) = b — a,

ol a < b sont des réels. On vérifie ’existence et 'unicité d’une telle mesure
et on a

AJa,b]) = A(la,b]) = A(la,b]) = AlJa,b])-

La mesure de Lebesgue est une mesure continue sur R puisque, pour tout x
dans R, on a:

A{z}) = mlxu—1@+lpz1mmm+%—x+§:o. o

n—-+oo n n n—-+oo

1.1.4 Variables aléatoires

Définition 1.1.15 Soient (Q,A) et (E,B) deux espaces probabilisables. Une
application f de Q vers E est dite mesurable (ou A-mesurable si la confusion
est possible) si

VBeB, fYB)ecA.

On a déja vu que f~(B) est une tribu. Dire que la fonction f est me-
surable revient donc & dire que f~1(B) C A. Ainsi, pour tout événement B,
I’ensemble :

fH(B) ={w € Q/f(w) € B}

est un événement de la tribu initiale. On utilise parfois la notation f~!(B) =
/e Bl

Notons en particulier que toute fonction continue est mesurable. De
méme, pour tout événement A de la tribu A, la fonction Iy est mesurable de

(Q,A4) dans (R,Bg).
Proposition 1.1.16

- Si f et g sont deux fonctions mesurables de (2,A) vers (R,Bg) alors
les fonctions f + g et fg sont encore mesurables.

~ Si f et g sont deuz fonctions mesurables de (2,A) vers (', A') et de
(Q A vers (', A") respectivement, la fonction go f est mesurable de

(Q,A) vers (2",A").
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1.2. Espace probabilisable et loi de variable aléatoire 19

— Si (fn) est une suite de fonctions mesurables de (2,A) vers (R,Bg),
alors les fonctions

sup fn, inf f,, limsup f, et liminf f,
n n n n

sont mesurables, a condition qu’elles ne prennent pas de valeurs infi-
nies.

Définition 1.1.17 Soit (Q2,A,P) un espace probabilisé et (E,B) un espace
probabilisable. Une application mesurable X de (Q,A,P) vers (E,B) est ap-
pelée variable aléatoire.

Tous les résultats sur les fonctions mesurables restent donc vrais pour
les variables aléatoires. Ainsi, on pourra parler du supremum sur une famille
infinie de variables aléatoires et de limite de variables aléatoires. On sera
assuré qu’il s’agit encore de variables aléatoires.

Notations.

Si (E,B) = (R,Br), 'application X est dite variable aléatoire réelle
(v.a.r.) ou unidimensionnelle ou univariée.

Si (E,B) = (R™,Bgn), Papplication X est dite vecteur aléatoire ou
variable aléatoire multidimensionnelle ou multivariée.

Si (E,B) est tout, ou une partie, de (Z,Bz), application X est dite v.a.
discréte.

1.1.5 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire de (Q2,4,P) vers (E,B). Définissons une
application Py de B vers [0,1] par:

VB€eB, Px(B)=P[X '(B)] =P[{w:X(w) € B}].

La définition précédente a bien un sens puisque 'on a X~ 1(B) € A, par
mesurabilité de X. On peut donc prendre la probabilité de cet événement.

Définition 1.1.18 Px est appelée probabilité image de P par X ou encore
loi de probabilité de la variable aléatoire X. On note Px(B) = P(X € B).

Ainsi, tout événement lié & X est connu dés que ’on connait la loi Px de
X. On oubliera donc souvent dans la suite le détail de ’application w — X (w)
et on ne se préoccupera pas de ce qu’est exactement (£2,,4,P). On raisonnera
uniquement sur (E,B) et Px.

Notons par ailleurs que tous les résultats obtenus pour X et Px seront
alors aussi valables pour toute variable aléatoire Y de méme loi que X.
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20 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

1.2 Conditionnement

Supposons que l'on joue au lancer de dé avec un dé dont les faces paires
sont de couleur blanche et les faces impaires de couleur noire. Si de loin on
peut seulement distinguer la couleur blanche de la face obtenue, on modifiera
naturellement les probabilités des événements. Ainsi on donnera la probabi-
lité 1/3 pour chaque face paire et la probabilité 0 pour chaque face impaire,
plutot que I’équirépartition initiale de probabilité 1/6 pour chaque résultat
élémentaire. On constate donc que la connaissance de la parité du résultat
modifie les probabilités que 'on donne & chaque événement. On dit que ’'on
raisonne conditionnellement & I’événement “le résultat est pair”.

1.2.1 Probabilité conditionnelle & un événement

Soit (2,,4,P) et B un événement de A de probabilité non nulle. Si on
sait que I’événement B s’est réalisé, donc que w € B, pour tout événement
A de Aon a:

weAsweANB.

Cela nous conduit & considérer I'application :

[ A — R
1A = PANB).

L’application p est une mesure sur A mais n’est en général pas une
probabilité car
u(Q) = P(2N B) = P(B)

et n’est donc pas forcément égal & 1. On considére alors 'application

qui, elle, est bien une probabilité sur (©2,4).

Définition 1.2.1 Pour tout événement B de probabilité non nulle, on ap-
pelle probabilité conditionnelle a B, la probabilité sur (Q,.A)

PB: A — [0]]

4 o pB(ay= PAND)

P(B)
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1.2. Conditionnement 21

PB(A) s’appelle probabilité conditionnelle & B de A (ou encore probabilité
de A sachant B). On note aussi

PB(A) = P(A/B).

Remarquons que 'on peut aussi voir cette probabilité comme une pro-
babilité sur la tribu trace de A sur B.

Proposition 1.2.2 Par définition on a donc

VAe A, P(ANB) = P(B)P(A/B)
— P(A)P(B/A).

Vérifions que PP ainsi définie est bien une probabilité sur (£2,.4). Puisque,
pour tout A dans A, ’événement A N B est inclus dans B, on a:

0<P(A/B) <1
Trivialement on a également :

P(Q2N B)

PQ/B) = =55

=1.

Enfin, soit (A4,,) une suite d’événements de A deux & deux disjoints. On

_ P(U,A)NB) _ PU(ANB) T, P(ANE)
P(W"/ B) = prm)  PB PD

= §£:<Fxf4n/13)

1.2.2 Formule de Bayes

Rappelons qu’une famille finie ou dénombrable d’ensembles (non vides)
(A;)ier est dite partition de Q siona: A;NA; =) pour i # j et Q@ = UjerA;.
Supposons que la famille (A;);er soit une telle partition Q2. On suppose que,

pour tout ¢ dans I, on ait P(A;) # 0. Pour tout événement B de probabilité
non nulle on peut alors écrire:

P(B) = P(QNB)

=P ((U Ai> N B> =Y P(AinB) =) _ P(A)P(B/A;).

icl icl icl
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22 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

Ainsi, pour tout j dans I, on a:

_ P(A4;NB) _ P(A;)P(B/A;)
PA/B) = =55 = S icr P(A)P(B/A;)

Cette formule est appelée formule de Bayes. Voyons-en un exemple d’applica-
tion.

Ezxemple du dépistage de la Syphilis.

On applique un test médical sur les patients pour déceler la maladie. On
sait que si le patient est effectivement atteint, le test est positif dans 99% des
cas. Mais on sait aussi qu’il y a 2% des cas ou le résultat du test est positif
alors que le consultant est en bonne santé. Sachant qu’un patient sur 1 000
est atteint de la Syphilis, calculer la probabilité qu’'un patient soit atteint
sachant que son test a été positif.

Soit M 1’événement “le client est atteint” et T I'événement “le test est
positif”.

Les données de ’énoncé peuvent étre écrites de la maniére suivante :

P(Tt/M) = 0,99
P(TT/M) = 0,02
et P(M) = 1/1000.

La probabilité P(M/TT), celle qu'un patient soit atteint sachant que son
test est positif, est égale, d’aprés la formule de Bayes, a:

P(T+ /M) x P(M)

PM/TT) = _ _
W)= P+ an P + P+ /3DPOD)
B 0,99 x 0,001 1
© 0,99 x 0,001 40,02 x 0,999 21
Le test proposé ne semble pas étre trés “efficace”... &

1.3 Indépendance en probabilité

1.3.1 Indépendance d’événements

Définition 1.3.1 Deuzx événements A et B sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P) sont dits indépendants en probabilité (noté A 1. B) si

P(AN B) = P(A)P(B).
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1.3. Indépendance en probabilité 23

La notion d’indépendance est donc liée aux événements considérés et a
la probabilité de référence.

Notons que si A et B sont deux événements de probabilité strictement
positive, I'indépendance en probabilité est donc équivalente & chacune des
deux assertions suivantes:

(i) P(B/A) = P(B)
(ii) P(A/B) = P(A).

Il est important de ne pas confondre les notions d’événements indépen-
dants, incompatibles et disjoints. Notons d’abord que les deux premiéres
notions sont des notions ensemblistes et probabilistes et que la derniére est
purement ensembliste. Rappelons que les événements A et B sont dits dis-
joints si AN B = () et qu'ils sont dits incompatibles si P(A N B) = 0. Des
événements disjoints sont donc forcément incompatibles, mais la réciproque
est fausse.

Par ailleurs, des événements incompatibles sont rarement indépendants.
Prenons 'exemple de deux événements A et B de A, disjoints et tous les
deux de probabilité strictement positive. Comme on vient de le dire, ils sont
forcément incompatibles mais en revanche ils ne sont pas indépendants car
si A est réalisé, B ne l'est pas.

Remarquons enfin que deux événements incompatibles ne peuvent en
fait étre indépendants que si I'un ou l'autre des deux événements est de
probabilité nulle, i.e.

P(ANB)=0=P(A)P(B) < P(A)=0o0u P(B) =0.
Proposition 1.3.2
1) Si A et B sont indépendants, alors A 1L B, A 1. B, A 1L B.

2) Si l’événement A est tel que sa probabilité est soit nulle soit égale a 1,
alors
vBe A, A1l B.

Preuve.

1) On a
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) = P(A)P(B)+ P(AN B).

D’ou
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24 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

ce qui prouve I'indépendance entre A et B. Les autres indépendances s’obtien-
nent ensuite facilement par symétrie.
2) Si I’événement A est tel que P(A) =0, il vient

P(ANB) < P(A) = 0 = P(A)P(B)

et donc A 1L B. B
Si a 'opposé P(A) = 1, 'égalité P(A) = 0 et ce qui précéde entraine
alors

Bl A VBeA

et donc
B 1l A, VBc A

Définition 1.3.3 Soit (A;)i=1,...n une famille d’événements de A. Ces évé-
nements sont dits (mutuellement) indépendants en probabilité si:

vIc{l,...n} P (ﬂ Ai) =[] P4

iel iel
Nous attirons ’attention du lecteur sur le point suivant : I'indépendance mu-

tuelle entraine clairement I'indépendance deux & deux mais la réciproque est
fausse. En voici un contre-exemple.

Ezxemple. On lance deux dés équilibrés et de maniére indépendante. Soit
A Tévénement “le premier dé améne un nombre pair”’, B 1’événement “le
second dé améne un nombre impair” et C' I’événement “les deux dés aménent
des nombres de méme parité”.

On calcule facilement les probabilités suivantes :

et
P(ANB) = P(BNC) = P(ANC) = |

Ainsi, les événement A, B et C sont indépendants deux & deux. En revanche
ils ne sont pas mutuellement indépendants puisque 'on a:

P(ANBNC) = P(§)) =0 # P(A)P(B)P(C).

Cet exemple nous permet également de voir que ’événement A peut étre
indépendant de B et de C séparément, sans ’étre de 'intersection B N C.<
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1.3. Indépendance en probabilité 25

Remarquons enfin que 'on peut généraliser cette notion d’indépendance
mutuelle pour une famille non nécessairement finie d’éléments.

Définition 1.3.4 Une famille (A;)icr d’événements est une famille d’événe-
ments mutuellement indépendants si, pour tout ensemble d’indices K fini et
dans I, la famille (A;)iex forme une famille d’événements mutuellement
ndépendants.

1.3.2 Indépendance de tribus

Soit (A;)i=1,..., n une famille de sous tribus de A,

Définition 1.3.5 On dit que la famille (A;)i=1,.n est une famille indé-
pendante de sous tribus si pour toute famille d’événements (A;)i=1,.n 0U
A; € A;, pour tout i, on a:

o(f1) Tt

En fait on peut a nouveau définir la notion d’indépendance pour toute
famille (de cardinal quelconque) non vide de parties de A. Une famille (C;);er
de parties de A (i.e. C; C A pour tout ¢ mais ou C; n’est pas forcément une
tribu) est dite indépendante si, quand I est fini, pour toute famille (A;);er
ou A; est dans C; pour tout i, on a

P (ﬂ AZ-) =[P«
i€l i€l

ou si, quand I est infini, toute sous-famille finie est indépendante.

1.3.3 Indépendance de variables aléatoires

Soit une famille (X;);=1,. , de variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (£2,.4,P) et & valeurs respectivement dans 'espace proba-
bilisable (E;,B;).

Définition 1.3.6 Une famille (X;)i=1,..n de variables aléatoires est dite in-
dépendante en probabilité si:

V(Bi)i=1,..n 0u B; € B;, pour tout i,
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26 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

on a:

P ((n] (X; e B,}) - ﬁP({X,- € B;}).

i=1

Théoréme 1.3.7 Si, pour tout i, les fonctions p; sont des fonctions mesu-
rables de (E;,B;) vers (E;,B.), alors l'indépendance des variables aléatoires
(Xi)i=1,..n entraine celle des (©i(X;))i=1,...n-

Preuve. Pour toute famille (B});=1,.., ou B, € B, pour tout ¢, on a
v; '(Bj) = Bi € B;
par mesurabilité des ;. Il vient alors:

(pi(X))™H (Bi) = X7 (7 {(B) = X7\ (By).

7 3

D’ou:
P (ﬂ {pioX; € B;-}) = P (ﬂ(%(XZ)) 1<B£>) =P (ﬂ {X;%B»})
i=1 i=1 i=1
= P (ﬂ {Xie B¢}> =[] P € B)
i=1 i=1
= [[Pei(Xi) € B))
=1
et les (¢i(X;))i=1,..n sont bien des variables aléatoires indépendantes. O
Ezxemples.

* Si X et Y sont des v.a.r. indépendantes, X2 et logY le sont encore.

* Si X,Y, Z, T et V sont des variables aléatoires indépendantes et si f est
mesurable de R? vers R, alors X et U = f(Y,Z,T) sont indépendantes.
De méme X, g(Y,Z) et h(T,V) sont indépendantes pour des fonctions
g et h mesurables. &

1.3.4 Lien entre les différents types d’indépendance
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1.4. Espace probabilisé produit 27

Soit (£2,4,P) un espace probabilisé et (A;)i=1,.., une famille de sous
tribus de A.

Proposition 1.3.8 On a l’équivalence entre les assertions suivantes :
i im1 Ai

U X5, pour toute famille (X;)i=1,..n de v.a. ou X; est A; mesurable
A3 I, pour toute famille (Aj)i=1,..n 00 Aj € A; pour tout i

A A, pour toute famille (A;)i=1,..n 00 A; € A; pour tout i

17

117

~— ~— ~— ~—

W

Proposition 1.3.9 Soit (A;)i=1,..n une famille d’événements sur un méme
espace probabilisé (L, A,P). On a les équivalences suivantes :

iy Ai el o(A) & 1L7 ) T,

Proposition 1.3.10 Soit (X;)i=1,..n une famille de variables aléatoires dé-
finies sur un méme espace probabilisé (Q,A,P) et a valeurs respectivement
dans (E;,B;)i=1,..n. On a les équivalences suivantes :

nr X, el oX;) e, {X; € B}, pour tout B; € B;.

Remarque. La famille de parties o(X;) est la tribu engendrée par X;.
C’est la plus petite tribu rendant X; mesurable. On a:

o(X;) = X, 1(B). <

1.4 Espace probabilisé produit

Jusqu’a présent on a essentiellement parlé de 'observation d’un phéno-
méne unique. On peut pourtant s’intéresser & un phénomeéne @ qui est la
juxtaposition de n phénomeénes ; ot chaque phénomeéne @; est modélisé par
(Q4,4;,F;). Pour modéliser ¢ = (1, ...,pp) il nous faut déterminer l’espace
probabilisé (£2,.4,P) associé.

De fagon naturelle, si w; est 'observation du phénoméne ¢;, le n-uplet
w = (wi,...,wn) est une observation du phénoméne . On prendra donc
comme espace fondamental :

Q:le---xQn:HQi.
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28 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

Intéressons nous maintenant a la construction de la tribu A sur €. Si
pour tout i, ensemble A; est un événement de A; (i.e. 4; € A;), il est
naturel d’attendre que Ay X - - - X A, soit un événement de A. C’est pourquoi
on pose la définition suivante.

Définition 1.4.1 On appelle tribu produit des (A;)i=1,..n, €t on note
®?:1‘Ai7

la tribu engendrée par les pavés mesurables Ay X --- X A, ou A; appartient
a A;, pour tout i, i.e. :

Qi Ai =0 {A1 x -+ x Ay A; € A; pour tout i =1,...,n}.

On choisit alors A comme tribu pour modéliser le phénoméne aléatoire .

Il nous faut maintenant définir une probabilité P sur cet espace produit
(Q,A4), a partir de 'ensemble des P;. Sans information complémentaire, on
ne peut pas...

En revanche, cela devient possible si on suppose, par exemple, que les
phénomeénes ¢; sont indépendants (au sens intuitif et non mathématique).
Cela revient a dire que les événements (A;)i=1,.. n, ol chaque A; est dans
A;, sont indépendants (toujours au sens intuitif puisque cela n’a pas de
sens mathématique, les événements A; étant associés & des probabilités P;
différentes).

Notons, & ce propos, que dans A I’événement A; s’écrit

Bi=Ox - xQxA4; xQx- - xQ.

Une fois que 'on aura déterminé P, I'indépendance intuitive de (A;)i=1,..n
se traduira par I'indépendance en probabilité des B;, i.e.:

n n
P <ﬂ Bi> =[[PB).
i=1 i=1
Notons que

ﬁBi:Alx---xAn
1=1

et que naturellement, pour des questions de cohérence, on doit avoir

P(B;) = P;(A).
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1.5. Espace probabilisé produit 29

En résumé, on souhaitera donc que la probabilité P mise sur I'espace
probabilisable produit (€2,.4) vérifie

P(Ay x -+ x Ay) = [[ Pa(A).
Le théoréme suivant montre (bien que sa preuve ne soit pas donnée ici!)
qu’une telle probabilité existe et que, de plus, elle est unique.
Théoréme 1.4.2 Il existe une probabilité unique P sur
(I 4, @i Ai)

telle que pour tout A; dans A;, pouri=1,....n, on ait:
P(Ay x -+ x Ay) = [[ PiA).

Cette probabilité P est appelée probabilité produit des P; et est notée
P =®,P.
Définition 1.4.3 L’espace
(I, @iy Aiy @7y Pr)
est appelé espace probabilisé produit des espaces (£2,A;,F;).

Remarque. Si, pour tout i, on a ; = Q, A, = A et P, = Py, l'espace
produit est noté o
(QaA7PO)®n-

Ezxemple. Considérons le jeu du lancé de deux dés. Pour chaque dé, on
a déja défini I’espace probabilisé associé au phénoméne.
Q = {1.2,...,6}
A = P(Q)
P = équirépartition sur €.

On note ¢ = (wy,ws) le résultat du lancé des deux dés. D’aprés ce qui
précéde, on modélise ce phénoméne par (£2,4,P)%2. &

On pourra alors, grace a cette structure, parler de la somme des deux
résultats, du maximum, etc...
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30 Chapitre 1. Introduction au calcul des probabilités

1.5 Loi conjointe d’un n-uplet de variables aléa-
toires indépendantes

Soit X1,...,X, des variables aléatoires définies sur un méme espace pro-
babilisé (£2,.4,P) et a valeurs vers respectivement (€2;,4;)i=1,... n. On admet
que le vecteur (X1, ...,X,) est encore une variable aléatoire de (2,.4,P) vers

(IT= €, @iy Ai) -

On peut en effet montrer qu’une fonction h & valeurs dans ’espace mesurable
(I, €4, @7, A;) est mesurable si, et seulement si, m;0h est (€;,.4;)-mesura-
ble, ou 7; est la projection sur la i-iéme coordonnée.

Définition 1.5.1 On appelle loi conjointe du vecteur X = (X1,...,X,) la
loi Px de X sur
(T 2, @7y Ai) -

La loi Px, de chacune des variables aléatoires X; est alors appelée lot margi-
nale.

Proposition 1.5.2 Les variables aléatoires (X;)i=1,..n sont indépendantes
st et seulement si on a:
Px = ®?=1PX¢'

Preuve. D’aprés la définition de variables aléatoires indépendantes on a
les équivalences suivantes :

n
i=1 Xi

S VA, € Aj,pouri=1,...n: P

S VA € A, pouri=1,...n: P[X (A x - x Ay)] =[] Px,(4)

<:>VA1 E.Ai, pouri: 1,...,n:PX(A1 X oo X An) :HPXi(Ai)

& Py = ®:-L:1PXZ..
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Chapitre 2

Lois sur R et lois sur R"
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2.1 Variables aléatoires réelles

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé et X une v.a. de (2,.4,P) vers (R,Bg).

On a vu dans le chapitre précédent que si X et Y sont des v.a.r., alors
pour tout couple (\,u) dans R?, 'application AX 4 Y est encore une variable
aléatoire (i.e. I'ensemble de v.a.r. forme donc un espace vectoriel). Il a été
également vu que XY est aussi une variable aléatoire et que si (X,,) est une
suite de v.a.r. les applications

inf X,,, et sup X,
n n
sont, par exemple, encore des variables aléatoires.

2.1.1 Fonction de répartition

Définition 2.1.1 On appelle fonction de répartition (f.d.r.) de la v.a.r. X,
la fonction Fx définie sur R par

Fx(z) = Px(] —o0,x]) = P(X € | —00,2]) = P(X < x).

Proposition 2.1.2 La fonction de répartition Fx d’une v.a.r. X satisfait
les propriétés sutvantes :
i) 0 < Fx(x) <1 pour tout x dans R ;
ii) La fonction Fx est croissante (au sens large) ;
ii1) la fonction Fx est continue & droite ;
iv) On a
lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.
r——00 T—+00
Preuve. La propriété i) est évidente puisque la probabilité de n’importe
quel événement est toujours positive et inférieure a 1.
Pour établir le i) considérons z et 2’ deux réels tels que < 2. On a
bien stir I'inclusion :
] — 00,x] C | — 00,2']

et donc
Px(] = 00,2]) < Px(] — 00,2')).

Pour le #ii) considérons une suite (hy,) de réels décroissante vers 0. Pour
tout x dans R, on a:

Px(]l',l‘ + hn]) = Fx(l' + hn) — Fx(l')
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Or la suite d’intervalles (Jx,z 4 hy])y est décroissante avec n. Ainsi il vient :

Jdim Px(Jow+ ha]) = Px (O |z, + hn}> = Px(0) = 0.

On en déduit que
lim Fx(z+ h,) = Fx(x)

n—-+o0o
et la fonction F'x est donc bien continue & droite.

Pour établir le iv), considérons la suite d’intervalles (] — oo, — n]), dé-
croissante vers () quand n tend vers +oo. On a:

mgr—noo Fx (1’) - ngl—lr—loo FX(_n) - ngr—ir-loo Px (] T n])
+o0o
= Px (ﬂ] — 00, —n]> = Px(0) =0.
n=1
L’égalité
lim Fx(z)=1
r—r+00

s’obtient par un raisonnement similaire en considérant la suite d’intervalles
(] = co,n]), croissante vers R. O

Remarquons que cette définition de la fonction de répartition est com-
munément appelée version anglo-saxonne. On peut, dans certains ouvrages,
trouver la version frangaise obtenue en définissant

Fx(z) = P(X < z) = Px(] — 00,z]).

Elle est continue a gauche (et non plus a droite) et vérifie sinon les mémes
propriétés que précédemment. Notons que, dans le cas d’une f.d.r. discontinue
(par exemple celui des v.a.r. discrétes), ces définitions donnent des résultats
différents.

En effet, si x est un atome pour Py, i.e.

Px({a}) = P(X =2) > 0,
alors on a:

Fx(z) = P(X <z)=P(X <z)+ P(X =) = Fx(z) + P(X = ).
Bien siir, si Px n’a pas d’atome, i.e. si Px est une mesure continue,

Fx(z) = Fx(z).
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Il est donc important de bien savoir quelle version de la fonction de
répartition on utilise! Par la suite, en ce qui nous concerne, nous utiliserons
uniquement la version anglo-saxonne.

On admettra le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3 Toute fonction F définie sur R et vérifiant les propriétés
(i), (i), (iii) et (iv) est une fonction de répartition d’une v.a.r.

Proposition 2.1.4 Le saut pg = Fx(xo) — Fx () de la fonction de répar-
tition Fx au point xg est égal a P(X = xg).

Preuve. Soit (h,) une suite de réels strictement positifs, décroissante
vers 0. On a, pour tout n,

P(X S ]x(] — hn,l‘o]) = Fx(wo) — Fx(.%'() — hn)

Comme (Jxg — hp,2o])n est une suite décroissante vers {zp}, on a:

+oo
Px({zo}) = Px <ﬂ]$0—hn,£ﬂo]>

n=1

= lim P(Jzg — hn,z0]) = Fx(x0) — Fx(z ). 0

n—-+4o0o

Définition 2.1.5 On appelle quantile d’ordre o (pour 0 < o < 1) de la loi
de X, tout réel x,, tel que

P(X <zy)>aet P(X>xq)>1—0u

Terminologie particuliere.

* Tout quantile d’ordre 1/2 est appelé valeur médiane de la loi de X. S’il

est unique il est appelé médiane de X et est noté méd(X). Dans l'autre
cas, I’ensemble des valeurs médianes constitue un intervalle médian.
Les quartiles @1, Q2 et Q3 sont les quantiles (uniques) de la loi de
X d’ordres respectivement 0.25, 0.50 et 0.75. L’intervalle inter-quartile
est l'intervalle [Q1,Q3].

* Les 9 déciles sont obtenus en prenant «y = k/10 pour k =1,....9.

* Les 99 centiles sont obtenus en prenant oy, = k/100 pour k = 1,...,99.

Notons que la médiane sépare en deux intervalles de probabilité égale le
support de X. De méme, on a P(X € [Q1,Q3]) = 0.5.

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



2.1. Variables aléatoires réelles 35

2.1.2 Lois discrétes

Définition 2.1.6 Une v.a.r. X est dite discréte si la loi Px est une mesure
de probabilité discréte.

D’aprés la définition d’une mesure discréte vue au chapitre 1, il existe
donc une famille D (finie ou dénombrable) de réels telle que

Px(R\ D) =0

et

VA€ Bg, Px(A)= Y Px({z}).
e AND

Les éléments de D sont donc les atomes, i.e. tels que:
Px({z}) >0, VzeD.

Proposition 2.1.7 La fonction de répartition Fx d’une v.a.r. discréte est
une fonction en escalier, dont les sauts sont situés sur les atomes, i.e. sur
les éléments de D.

Preuve. Immédiate. O
Principales lois de v.a.r. discrétes.

a) Loi de Dirac
Soit g € R. Une v.a.r. X est dite de loi de Dirac d,, si elle est a valeurs
dans R et telle que Px = d5,. On a donc, pour tout borélien A:

1 sizge A
Px(a) =) ={ 5 5o

sinon
De plus on a:

Px({zo}) = P(X =m) =1
et Px({z}) = P(X ==x) =0, pour tout x # xg.

On dit que la v.a.r. X est presque strement (p.s.) égale a xo.

b) Loi uniforme discréte
Une v.a.r. X est dite variable aléatoire de loi uniforme discréte sur un
ensemble D fini si on a, pour tout d dans D:

1

Px({d}) =P(X =d) = Card D
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b) Loi de Bernoulli
Une v.a.r. X est dite variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p,
(pour p € [0,1]) si elle est a valeurs dans D = {0,1} et si

Px({1}) = P(
Px({0}) = P(

C’est bien une v.a.r. discréte puisque D = {0,1} et P(R\ D) =0. On a en
particulier: Vz ¢ {0,1}, Px({z}) = 0.

Cette loi est, par exemple, utilisée pour modéliser le tirage au hasard
dans une urne contenant des boules bleues en proportion p et des boules
rouges en proportion 1 — p. Si on note {X = 1} 'événement “le résultat du
tirage a donné une boule bleue” et {X = 0} I’événement “le résultat est une
boule rouge”, alors la v.a. X suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

)=p;
-1

X
X =0) —p.

c¢) Loi binomiale
Une v.a.r. X est dite de loi Binomiale de paramétres n et p (pour n € N*
et p € [0,1]) si elle est & valeurs dans D = {0,1,...,n} et si

P(X =k) = Px({k})=Cy p* (1-p)" 7,

pour k =0,1,...,n. On écrit X ~ B(n,p).
Remarquons que, par exemple, si n > 5 et si A = [1,5], on a alors

ot

5

Ped) = 3 Px(fah) =S Px({kh) = S Ck pF (1= ),

x€AND k=1 k=1

Cette loi apparait, entre autres, lors de tirages avec remise dans une
urne contenant des boules bleues en proportion p et des boules rouges en
proportion ¢ = 1 — p. Sur n tirages, si X est le nombre de boules bleues
obtenues, la loi de X est une binomiale B(n,p).

On montre facilement que la loi binomiale B(n,p) est la loi de la somme
de n v.a.r. indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre p.

d) Loi géométrique

Une v.a.r. X est dite de loi géométrique de paramétre p, pour p compris
entre 0 et 1, si elle est & valeurs dans D = N* et si

P(X =k =(1-p* " p.

On note X ~ G(p).
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Cette loi apparait, par exemple, lors de tirages successifs, indépendants
et avec remise dans une urne contenant des boules bleues en proportion p et
des boules rouges en proportion 1 — p.

Si X est le nombre de tirages effectués lors de 'apparition de la
boule bleue alors la loi de X est une géométrique G(p). La v.a.r. X est donc
le rang d’arrivée de la 1°7¢ boule bleue.

On peut aussi trouver dans la littérature la loi géométrique a valeurs dans
N et elle a pour probabilité élémentaire P(X = k) = (1 — p)* p. Dans notre
exemple, cette derniére donne la loi du nombre de boules rouges obtenues
avant apparition de la 17¢ boule bleue.

lére

e) Loi binomiale négative

Une v.a.r. X est dite de loi binomiale négative de paramétres n et p si
elle est & valeurs dans D = N et si

P(X =k)= Cg;g_l p" qF, oug=1-np.

Reprenons I'exemple de tirages successifs au hasard, indépendants et avec
remise dans une urne contenant des boules bleues et rouges en proportion
respectivement p et ¢ =1 — p.

Soit Y le nombre de tirages que 'on doit faire pour obtenir n boules
bleues. Alors la v.a.r. X = Y — n représentant donc le nombre de boules
rouges obtenues avant d’avoir n boules bleues suit une loi binomiale négative.

On retrouve facilement que

P(X =k)= C’Z;,Ll " F
puisque I’événement {X = k} signifie que sur les k+n tirages on a eu k boules
rouges et n boules bleues, dont 'une est la derniére tirée. La probabilité de
chaque résultat élémentaire permettant a I'événement {X = k} d’étre vérifié
est donc p"g*. Or I'événement {X = k} est la réunion de CZ;;_I résultats
élémentaires différents : une boule bleue étant tirée en dernier, il reste C’Z;,i_l
fagons différentes de placer les autres boules bleues.

Remarquons que, bien str, pour n = 1 la loi de Y est une loi géométrique

G(p).

f) Loi de Poisson

Une v.a.r. X est dite de loi de Poisson de paramétre A, si elle est & valeurs
dans D = N et si

)\k
7A7

P(X=k)=e ik
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On note X ~ P(A).

Pour donner un exemple, anticipons un peu sur les lois continues. Considérons
un lot de machines identiques, aux comportements indépendant et dont le
temps d’attente avant 'arrivée d’une panne est une exponentielle de para-
métre A. On met en marche la premiére machine et quand survient la panne
sur celle-ci, on la remplace immédiatement par une autre machine et ainsi de
suite sur un intervalle de temps [0, ¢]. Le nombre de pannes observées durant
cette période suit alors une loi de Poisson P(At).

g) Loi hypergéométrique

Une v.a.r. X est dite de loi hypergéométrique de paramétre (n,N,M) ou
n, N et M sont des entiers tels que M < N et n < N, si elle est a valeurs
dans D = NN [max(0,n — (N — M)), min(n,M)] et si

Ck Cnfk
P(X=k) = 7]‘405—]‘4
N

pour max(0,n — (N — M)) < k < min(n,M)

Cette loi apparait lorsque ’on tire au hasard et sans remise dans une urne
contenant M boules blanches et N — M boules noires (M < N) (et donc en
tout N boules). Si on tire au hasard et sans remise n boules successivement
(n < N), le nombre X de boules blanches obtenues suit une loi hypergéomé-
trique (n,N,M). L’expression de la probabilité P(X = k) se comprend alors
toute seule.

2.1.3 Lois continues

Définition 2.1.8 On dit qu’une v.a.r. X est de loi continue si sa loi Px est
une mesure de probabilité continue.

Une v.a.r. (i.e. a valeurs dans (R,Bg)) continue est donc telle que:
Ve e R, Px({z})=0.

Proposition 2.1.9 Une v.a.r. est continue st et seulement si sa fonction de
répartition est continue.

Preuve. Immeédiate d’aprés la proposition au début de ce chapitre don-
nant I'expression des sauts d’une fonction de répartition. a
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Définition 2.1.10 On dit que la loi Px d’une v.a.r. X admet fx comme
densité s’il existe une telle fonction fx positive et telle que pour tout x € R
on ait

Fy(z) = /_ " pe(w)du.

Une v.a.r. (ou sa loi) qui admet une densité est dite absolument continue.

On verra a la fin de ce chapitre, dans la partie “extension de la notion de
densité”, que cette définition est équivalente & I'existence d’une fonction fx
positive et telle que

VB € Ba, Px(B)=P(XcB)= /fo(x)d:c

ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue.

Remarquons ensuite que si X est une variable aléatoire absolument conti-
nue de densité fx et si f est une fonction égale a fy sauf sur un ensemble
fini ou dénombrable de points de R, alors pour tout = de R, on a

| txtin= [ e

Ainsi, la fonction f est encore une densité pour X. Toutes les densités sont
donc équivalentes pour cette relation et on appelle densité n’importe quel
élément de cette classe d’équivalence.
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Théoréme 2.1.11 Une fonction f sur R est une densité de probabilité si et
seulement si elle vérifie les trois assertions suivantes :

i) f est positive
ii) f est mesurable.

iit) f est intégrable et
“+oo

f(z)dx =
—0o0
Proposition 2.1.12 Si fx est continue sur un intervalle [a,b], alors Fx est
dérivable sur [a,b] et on a fx = F¥.

Preuve. On a, pour tout z dans U'intervalle [a,b] :

/f du_/ fu du+/f

et la proposition découle du résultat classique sur la dérivation de la fonction
X
x> / f(u)du. O
a

Proposition 2.1.13 Une variable aléatoire réelle absolument continue est
continue mais la réciproque est fausse.

Preuve. Si X est absolument continue, on a alors

Px({z}) = /ff fx(z)dz =0,

pour tout z dans R et la variable aléatoire X est bien continue.

On peut trouver des variables aléatoires continues sur R mais qui ne
sont pas absolument continues. Cependant, dans le cadre de ce cours, on se
trouvera rarement dans cette situation. En revanche dans R?, il est plus facile
de trouver des variables aléatoires continues mais qui ne sont pas absolument
continues. O

Remarquons enfin qu’une variable aléatoire (ou sa loi) n’est pas soit dis-
créte, soit continue, soit absolument continue. Le théoréme suivant, di a
Lebesgue, précise ceci.

Théoréme 2.1.14 Soit F' une fonction de répartition. Alors il existe trois
fonctions de répartition Fy discréte, Fo absolument continue et F3 singuliére
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(i.e. continue mais non absolument continue) et trois nombres réels oy, oo
et ag positifs et de somme 1 tel que F' puisse s’écrire sous la forme

F=a1F1 4+ asFy + asFs.

Principales lois de probabilité sur R absolument continues.
a) Loi uniforme sur [a,b]

Une v.a.r. X a valeurs dans [a,b] est dite de loi uniforme sur cet intervalle
si elle est absolument continue et admet pour densité

1
f(z) = mﬂfa, b) (%)
On note X ~ Ul,, -

Sa fonction de répartition est

8 O

pour z <a

a

o pour a<z< b
pour x > b.

F(r) =

— o

La loi uniforme la plus célébre est celle dont le support est l'intervalle
[0,1].

b) Loi normale N (u,0?)

Une v.a.r. X a valeurs dans R est dite de loi normale de moyenne p et
de variance o2 si elle est absolument continue et admet pour densité

F(w) \/;Wexp{_@;agﬁ}

pour x € R. La loi N(0,1) est appelée loi normale centrée réduite.
Notons le résultat suivant

si X ~ N(u,0?) alors

X N(0,1)
si X ~ N(0,1)

p+oX ~ N(uo?).

alors

La fonction de répartition de la loi normale n’a pas d’expression explicite

mais on l'exprime souvent en fonction de celle de la loi N(0,1), que 'on note
souvent . On a

T 1 —u
So(x):/ \/Tiﬂ'e 2/2du.
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Ainsi, si X ~ N(u,02), alors

c¢) Loi exponentielle

Soit A un réel strictement positif. Une v.a.r. X a valeurs dans R} est dite
de loi exponentielle de parameétre A si elle est absolument continue et admet
pour densité

F(@) = Ae™ gy oo ()
On note X ~ E(A).
Sa fonction de répartition est :
F(z)=1—e"2,

pour tout z positif.

d) Loi Gamma
Rappelons en premier lieu ’expression de la fonction Gamma (ou seconde
fonction d’Euler) pour tout « positif

+oo
INa) = / e “u®Ldu.
0

On a les relations suivantes: I'(a + 1) = a I'(«) et si n est un entier
I'(n) = (n —1)!. On a enfin

Une v.a.r. X a valeurs dans R} est dite de loi Gamma (,3), ou « et 3
sont des réels strictement positifs, si elle est absolument continue et admet
pour densité

@) = e s ().

Les paramétres a et 8 sont appelés respectivement parameétres de forme et
d’échelle. On note X ~ v(a,3).

Notons que si le paramétre de forme vaut 1, on retrouve une loi expo-
nentielle £(3).

De plus une loi ’y(%,%) pour n dans N* est aussi appelée loi du x? a n
dégrés de liberté. On note X ~ x2(n).
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e) Loi Béta (de premiére espéce)

Comme précédemment rappelons en premier lieu I'expression de la pre-
miére fonction d’Euler appelée aussi fonction Béta. Elle est définie pour tout
a et b positifs par

1
B(a,b) = / 2271 — z)" .
0

Notons que l'on a:

I'(a)T'(b)

I'(a+b)

Une v.a.r. X a valeurs dans [0,1] est dite de loi Béta de paramétres a et

b si elle est absolument continue et admet pour densité

@) = grgpe™ ™ (1= ) oy ()

5(a’b) = B(bva) =

On note X ~ Béta(a,b).

f) Loi de Student
Une v.a.r. X a valeurs dans R est dite de loi de Student a n degrés de
liberté si elle est absolument continue de densité:

On note X ~ T'(n).

g) Loi de Fisher
Une v.a.r. X a valeurs dans R™ est dite de loi de Fisher a n et m degrés
de liberté, si elle est absolument continue de densité :

—_

8(5.%) (m+nx) =2

On note X ~ F(n,m).

h) Loi log-normale

Une v.a.r. X a valeurs dans |0, + oo est dite de loi log-normale de pa-
ramétre p et o2 sila v.a.r. Y = log X est de loi normale N(u,0%). On note
X ~ LN(p,02).

Sa fonction de répartition est alors

P) = ¢ (1 0

2
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ou ¢ est toujours la fonction de répartition de la loi N(0,1).
Sa densité est :

11 1 (logz —p\°
Jw) = ——=—exp (—2 (gg“) ) B, o (-

i) Loi de Cauchy
Une v.a.r. a valeurs dans R est dite de loi de Cauchy C(0,1) si elle est
absolument continue et admet pour densité

pour x € R.

2.1.4 Changement de variables

Le probléeme que 'on se propose d’étudier dans cette partie est la déter-
mination de la loi de fonctions d’une v.a.r. dont on connait la loi.

Soit donc X une v.a.r. de loi Px et de fonction de répartition Fx. Soit ¢
une application mesurable de R vers R. La v.a.r. Y = ¢ o X est donc encore
une v.a.r. et on cherche & déterminer sa loi.

Une premiére méthode, convenant autant aux variables discrétes que
continues, consiste & déterminer la fonction de répartition Fy de Y.

On a, pour tout y dans R

Fy(y) = P(Y €] —o00y]) = P(poX €] —0c0yy])
= P(X e€y¢ (] —o0y]) =Px(p (] —o0))).

Voyons deux exemples d’application de cette méthode.

Ezemple 1. Supposons que la v.a.r. X suive une loi N(0,1) et posons
Y = X2 On a:
Fy(y) = P(Y <y) = P(X? <y).

On constate déja que l'on a: Fy(y) = 0 si y < 0. Par ailleurs,
Fy(y) = P(=Vy<X <)

— P(X <) - P(X < —/5)
= Fx(v3) - Fx(—v3),
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car la v.a.r. X est continue. De plus , comme cette derniére est absolument
continue sur R et de densité fx continue sur R, sa f.d.r. Fx est dérivable
(de dérivée fx). Par composition de fonctions dérivables, la f.d.r. Fy est
dérivable sur R (la v.a.r. Y est donc absolument continue) et la densité de
Y est donc, pour y > 0:

fr(y) = 2\1@ (V) + 2;17 Fx(—vD)

_ 1 1 —y/27(%)1/2 11—y
= ﬁx\/ﬂe —7\/% Y e HRj(x)'

Ainsi, la loi de la v.a.r. Y est une ’y(%,%) et le carré d’une loi normale centrée

réduite suit une loi du y?(1). Ce résultat nous permet également de prouver
l'égalité T'(1/2) = /7 annoncée précédemment. <&

Ezxemple 2. Soit X une v.a.r. de fonction de répartition Fx continue et
strictement croissante. Prenons ¢ = F'x et cherchons la loi de la v.a.r.

Y =poX = Fx(X).

On a, pour tout y dans [0,1] (la f.d.r. Fy étant nulle pour y < 0 et égale a 1
pour y > 1),

Fy(y) =

Par caractérisation de la fonction de répartition, on en déduit que la v.a.r.
Fx(X) est de la loi Upg,j. Ce résultat est souvent utilisé pour faire des
simulations. <&

Une deuxiéme méthode pour calculer la loi de p(X) =Y est donnée par
le théoréme suivant suivant et ne convient que pour des variables aléatoires
absolument continues.

Théoréme 2.1.15 Soient S et T deux ouverts de R et X une v.a.r. abso-
lument continue & valeurs dans S et de densité fx. Soit p une bijection de S
vers T = Im ¢, contindment différentiable ainsi que son inverse (p est dite
Cl-difféomorphisme). Alors, la v.a.r. Y = @(X) est absolument continue, a
valeurs dans T et de densité :

Fr@) = x(@ @) [ )] e (y)-
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Preuve. On a:

Fy(y) = Px(p'(] - o0, 4])) = / Fx(2) da.

{z:p(x)<y}

Puisque ¢ est inversible et ¢! contintiment différentiable, le changement de

variable = ¢~ !(u) dans I'intégrale donne

_ Y —1 —1\/
Fr) = [ Ixle™ @)@ ()] du

Donnons une justification de ’apparition de la valeur absolue dans ’expres-
sion précédente. La fonction (1)’ étant continue, on peut séparer son do-
maine en intervalles ol elle est positive et en intervalle ou elle est négative.
Sur ces intervalles ! est donc respectivement croissante et décroissante.
Dans les intervalles correspondant au premier cas (i.e. (p~1)’ > 0) on a
bien la valeur absolue. Dans le second, ot (1) < 0, comme l'ordre entre
les bornes de l'intervalle est interverti dans le changement de variable, on
retrouve bien la valeur absolue quand on intégre sur un intervalle croissant
pour les u. O
Exemple. Appliquons cette formule pour le calcul de la densité de la
loi log-normale. On a vu qu'une v.a.r. X est de loi LN(u,0?) si la v.a.r.
Y = log X est de loi N(p,02). La fonction ¢ = exp est clairement un C!-
diffeomorphisme de R dans R} d’inverse ¢! = In et telle que:

(¢ (@) =1

o
Ainsi, d’aprés la formule du changement de variable, on a:

fx(@) = fre (@) [(¢™) (@) e (x)

et on retrouve bien la densité de la loi log-normale donnée précédemment. &

Notons, avant d’aborder la partie suivante, que la fonction caractéristique
et la transformée de Laplace introduits au chapitre 4, nous permettront de
disposer de nouveaux outils pour répondre a cette question du changement
de variables.
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2.2  Vecteurs aléatoires

On a déja vu que 'on appelle vecteur aléatoire toute variable aléatoire a
valeurs dans (R",Bgn) = (R,Bg)®". On notera X;, la i-iéme coordonnée du
vecteur X et rappelons que celle-ci est encore une variable aléatoire.

2.2.1 Fonction de répartition

Définition 2.2.1 On appelle fonction de répartition (conjointe) du vecteur
aléatoire X = (X1, ...,X,) Uapplication Fx définie sur R™ et a valeurs dans
[0,1] par:

Fx(z) = Px(] — oo,x1] X + -+ X] — 00,2,,]) = Px (ﬂ{X < :c,}) ,

i=1
ot x = (x1,...,r,) est un vecteur de R™.

Proposition 2.2.2 On a:

lim Fx(z)=0 et lim Fx(z) =1.
Vi, x;——00 Vi, x;——+o00
Définition 2.2.3 Tout sous vecteur aléatoire de dimension strictement in-
férieure a n et extrait du vecteur X est appelé variable aléatoire marginale.

Ainsi les variables aléatoires X1, ...,X,_1 et X,, sont chacunes des margi-
nales de X mais (X71,X2) et (X1,X,,—1) sont aussi des variables aléatoires
marginales, etc...

Proposition 2.2.4 La fonction de répartition conjointe d’un vecteur aléa-
toire X = (X1,...,X,) permet de déterminer les fonctions de répartition de
toutes les marges.

Preuve. On a, pour tout i = 1,...,n,
Fx,(z;) =  lim Fx(x) = Fx (4+00,...,+ 00,x;, + 00,..., + 00).
Vj#i, x;—+00
De méme:
Fx, x,(w1,02) = lim  Fx(z) = Fx (21,22, + 00,..., 4 00)
Vi>2, x;——+00
et ainsi de suite pour les autres marges. |
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Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que la réciproque de cette
proposition est fausse. Se donner toutes les fonctions de répartitions margi-
nales ne suffit pas pour définir la fonction de répartition conjointe.

Ezxemple de vecteur aléatoire discret: la loi multinomiale. Une variable

aléatoire X = (N, ...,Ny,) suit une loi multinomiale de paramétres (n,py, . . .
ol n est un entier et pi,...,pm, sont des réels strictements positifs tels que
Z:‘il bi = ]-7 si
Px(n n )—771! ML plm
X 1y---5tm _nllnm'pl pm
pour (nqy,...,ny) tels que:
m
S
i=1

Cette loi est, par exemple, utilisée pour modéliser le tirage avec remise
dans une urne contenant des boules de m couleurs différentes en proportion
respective pip,...,pm. Si on effectue n tirages dans cette urne, alors la loi
conjointe du vecteur X = (Ny,...,N,,), ot les nombres Ni,...,Ny, sont les
nombres de boules obtenues pour chaque couleur, est de loi multinomiale de
parameétres (1n,p1, ... ,Dm)- &

2.2.2 Densité de probabilité

Définition 2.2.5 On dit que le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) (ou sa
loi) est absolument continu(e) si il existe une fonction mesurable

f: (R".Brn) = (RT,Bg+)

telle que, pour tout x = (x1,...,x,) dans R™, on ait:
1 Tn
Px (] — oo,1] x---]—oo,xn]):/ / Ix(uy, ... up)duy - - - duy,.
—00 —00

La fonction fx est appelée densité de probabilité conjointe du vecteur X.

Proposition 2.2.6 Toute densité de probabilité conjointe fx de R™ wvérifie
les trois assertions sutvantes :

i) fx est positive;

ii) fx est mesurable;
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i11) fx est intégrable et
/ fx(x1,...;xp)dzy - - - dzy, = 1.
R

Réciproquement toute fonction fx dans R™ wvérifiant i), ii) et iii) est une
densité de probabilité.

On verra & la fin de ce chapitre, dans la partie “extension de la notion de
densité”, que cette définition est équivalente & I'existence d’une fonction fx
définie sur R”, positive, mesurable et telle que, pour tout borélien B de R",

on ait
PX(B) = P(X c B) :/ fx(l'l,...,l'n)dl'l-'-dxn
B
Notons par ailleurs que si la densité fx est continue au point (29, . ..,2%),
on a:

3
S ) P )
1 Tn
En fait, on peut montrer que cette propriété est toujours vraie sauf sur un
ensemble de mesure de Lebesgue sur R™ nul.

De méme que précédemment nous avons déterminé les fonctions de répar-
titions marginales d’un vecteur aléatoire, nous allons maintenant voir com-
ment exprimer les densités marginales en fonction de la densité conjointe.

On a, pour tout x; dans R,

Px, (] —o0,x;]) = P(Xe€Rx -+ xRx]—o0,z] x Rx -+ xR)

fx(uy, ... up)duy - - duy,
X+ X]—00,x; X+ xR

= / 9i(ui)du;,
|—o0,z;]

gi(u;) :/ ) fx(ur, ... up)dug - - - duj—1duigy - - - dug,.
Rn—

I
5

ol

La v.a.r. X; est donc absolument continue et sa densité est g;.
De méme soit Z = (X1,...,X%), pour k& < n, un vecteur extrait de X.
Pour tout réel (x1,...,2;) de R¥, on a

Pz(] — 00,z1] X -+ x| — 00,xk])
= Px(]—oo,x1] X+ X] —o00,xk] xR x -+ X R)

= / g(ul,...,uk)dul---duk,
|—00,z1] X+ X]—00,x]
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ou
g(uy,. .. ug) 2/ kfX(uh--~,un)duk+1“'dun-
R

Comme, par permutation, on peut mettre toutes les marges sous cette forme,
on a montré le résultat suivant :

Proposition 2.2.7 Si X est un vecteur aléatoire absolument continu, tout
vecteur aléatoire marginal est également absolument continu et sa densité est
obtenue en intégrant la densité conjointe de X par rapport aux coordonnées
restantes.

2.2.3 Loi conditionnelle et densité conditionnelle

Variables aléatoires discrétes

Supposons que Z = (X,Y) soit un vecteur dans R x R™ de variables
aléatoires discrétes, prenant ses valeurs sur un ensemble fini ou dénombrable
D tel que: Vz € D, Pz({z}) > 0.

Notons respectivement I et J, parties de R™ et R™, les ensembles des
atomes des lois Px et Py, i.e.

Veel: Px({z})>0, ou z=(z1,...,Tn)
et  VyedJ: Py({y}) >0, ou y=(yi,---\Ym)-

Pour tout x dans I, la mesure discréte définie sur J par:

PY=yNnX =1x)
P(X =x)

PI({yh) = P(Y =y/X =12) =

est une probabilité discréte sur R™, de support J.

Définition 2.2.8 Pour tout x dans I, la fonction szx définie sur J et a
valeurs dans [0,1] est appelée loi de probabilité de Y conditionnelle ¢ X = x.

On peut, bien str, de maniére symétrique définir la loi de probabilité de
X conditionnelle & Y = y.

Variables aléatoires continues

Soit Z = (X,Y) une variable aléatoire a valeurs dans R"™ x R™ de loi
absolument continue et de densité fz. On a vu que les v.a.r. X et Y sont
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également absolument continues et possédent donc des densités fx et fy.
Posons

A=[zeR": fx(z) >0].
Ayant trivialement

P(XeR")=P(X €A+ P(XeA.

P(XEA):/fX(acl,...,mn)dacl'--dxn:0,
A

puisque la densité fx est identiquement nulle sur A, on a
P(XeA)=PXeR")=1.
Ainsi, pour tout x dans A, donc pour Px-presque-tout x dans R™, on

peut considérer ’application

R™ — RT

fZ(xvy)

y oo k@

Cette fonction est positive, mesurable et intégrale sur R™ telle que:

fZ(xay) o 1
rm fx () = [x(x

C’est donc une densité de probabilité sur (R™,Bgm ).
Définition 2.2.9 La fonction

) fz($,y)dy:1
Rm

X=r. Rm™ — Rt
fz(x,y)
U 6

est une densité de probabilité sur R™ et est appelée densité conditionnelle de
Y sachant que X = x. On note Pff(:m la lot de probabilité associée, appelée
loi de Y sachant que X = x.

Bien sir, on définit de maniére tout o fait similaire la loi de X sachant
que Y =1y.

Il résulte de cette définition que, pour Px-presque-tout = de R", on a:

fz(zy) = 5= (y) fx ().

Ainsi, si on connait la densité marginale fx et la densité conditionnelle f{f =z
on a immédiatement I’expression de la densité conjointe fz(x,y).

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que bien que l'on dise
densité de Y sachant que X = x ou loi de Y sachant que X = x, il ne s’agit
pas d’une probabilité conditionnelle & I'événement {X = x} car celui-ci est
de probabilité nulle. Cela n’aurait pas de sens.
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2.2.4 Changement de variables

La question que l'on se pose dans ce paragraphe est la méme que celle
vue précédemment en unidimensionnel. Soit X un vecteur aléatoire dans R"”
et © une application mesurable de R™ vers R™. On veut déterminer la loi
du vecteur aléatoire p(X). Rappelons en premier lieu que le jacobien d’une
fonction

H: R®" — R”
x=(x1,...,xn) = H(z)= (hi(x),ha(z),... h(x))

est le déterminant de la matrice des dérivées premiéres, i.e.

81’1 8:v2 amn
Oha
7]

Jag=| "
Ohn [eliy
3$1 81771

Théoréme 2.2.10 Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans un ouvert S
de R™, de loi absolument continue et de densité fx . Soit o un C*-difféomorphisme
de S wvers un ouvert T (i.e. une bijection contindment différentiable et de
réciproque également continiment différentiable). Alors le vecteur aléatoire
Y = p(X) est absolument continu et de densité, pour y = (y1,...,yn) € R",

@) = fx(e™ @) [Jo-1 (1) T (),

ou J,-1 est le jacobien de la fonction oL

Notons que, parfois, pour des raisons de calcul, il est plus simple de
déterminer J, et on utilise alors I'égalité J -1 = J; L

Nous avons également une méthode assez proche pour déterminer la loi
d’une transformée d’un vecteur aléatoire, basée sur la caractérisation sui-
vante :

Théoréme 2.2.11 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™. Pour que
sa loi Px, absolument continue, soit de densité fx il faut et il suffit que pour
toute fonction borélienne bornée p : R™ — R telle que o(X) soit intégrable
ou positive, on ait:
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2.2.5 Indépendance

Soit une famille (X;);—1,.., de variables aléatoires & valeurs respective-
ment dans (E;,B;)i=1,..». Rappelons que la famille (X;);=1,.. , est indépen-
dante si, pour toute famille d’événements (B;);—1,.., ot B; appartient a B;
pour tout ¢, on a:

n n
PO]wﬂum>:HPq&e&p,
i=1 i=1
ce qui, en notant X = (Xy,...,X,,), est équivalent a

Px = ®;, Px,.

Théoréme 2.2.12 [l y a équivalence entre les assertions suivantes :
i) la famille (X;)i=1,..n est une famille de v.a.r. indépendantes ;

i1) la fonction de répartition conjointe Fx est le produit des fonctions de
répartitions marginales, i.e. :

n
Fx =[] Fx.
=1

Si de plus la v.a.r. X est absolument continue sur R™ de densité fx
(continue), les assertions précédentes sont encore équivalentes a

i11) la densité conjointe est le produit des densités marginales, i.e. :

n

Fx @y, o) =[] ().

=1

Enfin, si n = 2, celles-ci sont encore équivalentes & chacune des deux
sutvantes

. X1=
“)) fX21 1 :sz 7'

Xo=
’U) fX12 "= fX1'

Remarque. Bien siir on obtient le méme style d’équivalence que les points
iii), iv) et v) pour des variables aléatoires discrétes, en remplacant les den-
sités par rapport a Lebesgue par les densités par rapport & la mesure de
dénombrement, i.e. en utilisant les probabilités discrétes. %
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Preuve.
i) =1i) : On a

n

Fx(z)=P (ﬂ {X; < xi}> =[P (X < :}) =[] Fx. (@)

i=1 i=1

i1) = i) : Pour tout x = (x1,...,2,) de R" on a:
n
Px (] = o0,m1] x -+ x] = 00,an]) = [ [ Px: (| = 00,2:4))
i=1

et on peut montrer que cela est suffisant pour avoir
Px = ®?:1PX1;-
i1) = 1) : Par hypothése, on a
n
Fx =]]Fx..
i=1
Si les densités (fx,)i=1,..,n sont continues, on a:

0" Fx
a1 Oz, = fxy o Ixn-

i4i) = i) : Soit x = (x1,...,x,) un réel de R™, on a:
P (ﬂ {X; €] - oo,xi]}> = Px(] — 00,x1] X -+ x| — 00,2,])
i=1
-/ Fxa(un) -+ P, () -+~ du
]—00,x1] X+ X]—00,xn]

- /]_M]le(ul)dul--- / F, (1)t

|—00,xn]

= P(X) €] - comi]) - P(Xy €] — 00,2,])

et, par définition, la famille (X};);—1,. » est donc bien indépendante.
Enfin pour n = 2, on a les équivalences suivantes :

X1 1l Xo & fx, x,(z1,22) = fx,(21) fx, (x2)
& fx (@) = FR277 (@)

& frp(we) = FRIT" (w2). =
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Ezemple. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes
dont chacune suit une loi N(0,1). Posons

X+Y ) X-Y
frnd e == .

V2 V2

Le couple (U,V) est alors formé de variables aléatoires réelles indépendantes
et dont chacune suit une loi N(0,1).

En effet, puisque les v.a.r. X et Y sont indépendantes et de méme loi
N(0,1), la densité du couple (X,Y) est

U

fX,y(a:,y) = %exp <—;(a:2 + y2)>

La fonction ¢ de R? dans R? définie par

est un C'-difféomorphisme. Déterminons I'expression de son inverse. On a:
v = Y g i A u—v
V2 V2

1

Ainsi le Jacobien de ¢ est:
1 1
1 1
T () = ' R )
V2 V2

On applique alors le théoréme du changement de variable et la densité du
couple (u,v) est:

fovuw) = fxy(e H(w)) | o1 (u) | lme(u,v)
2 o\ 2
_ ;rexp{—; (5) +(%5 )]}r—un@z(u,v)

= % exp {—;(zﬂ + v2)}I]R2(u,v)
1

= L e e 2 (v).

V2T V2T
Les variables aléatoires U et V sont donc indépendantes puisque la densité
conjointe se factorise et elles sont toutes les deux de loi N(0,1). <
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Ce théoréme peut également nous permettre de déterminer la loi d’une
fonction de deux variables aléatoires. Donnons en un exemple en déterminant
la loi de la somme de deux variables aléatoires.

Soit (X,Y) un couple aléatoire sur R?, absolument continu et de densité
fx,y. La fonction ¢ définie sur R? et & valeurs dans R? par

p(ry) = (* +y,y)

est Cl-un difféomorphisme. L’équivalence:

{u:az—l—y PN {:I::u—v
V=Y Yy = .

1

permet de déterminer l'expression de ¢~ et d’en déduire son Jacobien :

Jo-1(u,w) = ‘ (1) ’ =1.

Ainsi, d’aprés le théoréme du changement de variable, la densité du couple

(U, V) =y arphi(X,Y) est:
fU’V(u,’U) = fX,Y((p_l(uvv)) ‘Japfl(uav)‘]]hmp(uav)
= fxy(u—v0)k(u,v).

On peut alors déterminer la densité de la loi marginale de U

fu(u) = /fo,y(u —v,v)dv,

pour tout v dans R. De plus, si les variables aléatoires X et Y sont indépen-
dantes de densité respective fx et fy, on a:

Fxay () = / fx(u — ) fy (v)do.

pour tout u dans R. On vient ainsi d’établir le théoréme:

Théoréme 2.2.13 La loi de la somme de deux variables aléatoires indépen-
dantes, absolument continues et de densité fx et fy respectivement est de
densité

Fxay () = /R fc (= ) fy (0)d,

pour tout u dans R. Cette densité est appelée la convoluée de fx et fy. On
note fx * fy le produit de convolution.
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2.3 Extension de la notion de densité

2.3.1 Intégrale par rapport a une mesure

Définition 2.3.1 On appelle fonction étagée une fonction mesurable f, défi-
nie sur un espace probabilisable (Q,A) & valeurs dans (R,Br), ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs (y;)i=1,...n

On note A; = f~1({y;}). Puisque la fonction f est mesurable, les en-
sembles A; sont tous dans A et on écrit:

F=> vl
i=1

Notons £T I'ensemble des fonctions étagées positives.

Théoréme 2.3.2 Toute fonction réelle positive est mesurable si elle est li-
mite croissante d’une suite de fonctions étagées positives.

Définition 2.3.3 Soit f un élément de ET d’expression

F=> vl
i=1

Le réel [ fdu (événtuellement infini) défini par

n
/fdu = " yin(A))
i=1
est appelé intégrale de f par rapport a .

Remarquons que pour toute fonction f de £ son intégrale [ fdu par rapport
a u est positive. De plus si A est un événement de A, on a

n(A) = / lydpe.

Par ailleurs on peut montrer que si ’on peut écrire:

F=> s, => yill,
i=1 j=1
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alors . .
D win(A) =Yy B;)
i=1 j=1

et intégrale [ fdu ne dépend donc pas de I'écriture choisie pour f.
On note enfin

[ gaw = fuian= [ (éyim\mg dp

= Z%M(A NA;).

=1

Proposition 2.3.4 L’intégrale vérifie les propriétés suivantes :

1) Pour toutes fonctions f et g de ET et pour tout couple (\yy) dans
Rt x RT, la fonction \f + g est dans E* et on a la propriété de
linéarité suivante :

/(/\f +y9)dp = A/fdu +'y/gdu-
2) Si f et g sont des fonctions de ET telles que f < g alors

/fdu</gdu-

Preuve. 1) Soient f et g deux fonctions étagées quelconques d’expressions

n m
fzzxiHAi et g:ZYjﬂBj-
i—1 =1

Les familles (A4;)i=1,...n €t (Bj);j=1,..m forment chacune des familles d’ensem-
bles disjoints. On peut donc, sans perte de généralités, supposer qu’elles
forment chacune une partition de €2, i.e. qu’elles vérifient de plus

Jai=a=]J35
i=1 j=1
On peut alors écrire
m n
A; = U(Aszj) et Bj = U(B]ﬁAl)
j=1 i=1
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D’ou I'expression de la fonction étagée f + g

FH9=>_> (zi+y)lns

i=1 j=1

et, par définition de l'intégrale,

/(f+g)du = > > (@i +y)u(Ai N By)

i=1 j=1

= le Z,u(AiﬂBj) +Zyj (ZM(BJHA1)>
i=1 j=1 j=1

i=1
= /fd,u+/9 du.

La démonstration de 1’égalité

/)\fdu = /\/fdu
est évidente.

2) On peut écrire g = f + g — f ou f et g — f sont des fonctions de £7.
Par linéarité de l'intégrale, on a:

/gdu—/fdwr/(g—f)du,
/gduz/fdu- U

Etendons dans un premier temps la notion d’intégrale aux fonctions me-
surables positives mais non nécessairement étagées.

d’oul on tire:

Définition 2.3.5 Soit f une fonction réelle, mesurable et positive. On a vu
dans un théoréme précédent qu’il existe une suite (fy) de fonctions étagées
croissantes vers f. L’intégrale de f par rapport a la mesure u est alors

/ fdp= lm / fndp.
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Soit maintenant une fonction réelle f mesurable de signe quelconque.
Définissons les parties positives et négatives de f par:

[t = flgop = max(f,0)
7 = —flig<py = — inf(f,0).

Comme produit de fonction mesurables f* et f~ sont mesurables et elles
sont toutes les deux positives. On peut donc définir, d’aprés ce qui précéde,

les intégrales :
/erdu et /fdu.

Remarquons que I'on peut exprimer la fonction f en fonction de fT et f~
par 'égalité :
f=rr—r.

Définition 2.3.6 Une fonction réelle f mesurable est dite u-intégrable si on

/f*du < +oo et /fdu < +o00.

[ in= [ rrau= [ a

est alors appelé intégrale de f par rapport a p.

Le réel

Proposition 2.3.7 Une fonction réelle f est p-intégrable si, et seulement
st,

[ 151du < +oc.

Preuve. Grace a I'égalité |f| = fT+ f~, on a les équivalences suivantes :

f est p-intégrable
& /f+du< +o0 et /f_du< 400

& /|f|du<+oo. 0
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Ezxzemples.

a) Intégrale par rapport a une mesure de Dirac

Rappelons que la mesure de Dirac définie au point wg est la probabilité
discréte d,, telle que, pour tout A dans A, on ait:

0w (A) = Ia (wo)

Pour tout événement A dans la tribu A, la fonction Iy étant trivialement
dans €T, on a:

/ Iadd., = g (A) = I (wo).

Ainsi, pour toute fonction étagée f dans £T d’expression

n
= v,
i=1
on a:

/fdéwo Z yz wo 1 Z yz]]A WO = f(WO)

Supposons maintenant que la fonction f ne soit plus étagée mais seulement
positive et mesurable. On a vu qu’il existe une suite croissante (f,,) dans 1
convergeant vers f. On a alors, par définition,

[ by =t [ b, =t (o) = )

Supposons enfin que f soit une fonction réelle mesurable (de signe quel-
conque) telle que |f(wp)| < +00. On a alors

/f+d5w0 = fT(wo) < +00

et
/f‘déwo = [ (wo) < +00.

La fonction f est donc intégrable par rapport a d,,, et d’intégrale

/ fdb,, = / frdo,, — / [ ddw,

= [T (wo) = ™ (wo) = f(wo)-
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Ainsi, pour toute fonction mesurable f telle que | f(wg)| < 400, 'intégrale
de f par rapport a la mesure de Dirac en wg est égale a la valeur prise par
la fonction f en wy.

b) Intégrale par rapport & une mesure discréte

C’est une généralisation directe de 'intégrale par rapport & la mesure de
Dirac.

Soit 4 une mesure discréte (éventuellement de masse totale supérieure a
1), d’ensemble des atomes D = {w, ot n € I}, ou I est un ensemble fini ou
dénombrable d’indices. Notons p, =  ({wn}). On a vu dans le chapitre 1,

que ’on peut écrire:
p=> Pndu,.
nel

Pour tout événement A dans la tribu A, on a:

/ Iy = p(A) = 3 padn (A) = 3 pulla (wn).

nel nel

Pour une fonction étagée f € £ d’expression

k
f = Z yi]]Ai7
=1

on a alors
k k
/fdu = > win(A) =y > Pubu, (Ai)
i=1 i=1 nel
k
- Z Yi an]]Ai (wn)
i=1 nel
k
= > o> wilh(wn) = Y paf(wn).
nel i=1 nel

On peut montrer, par le méme raisonnement que celui fait précédemment
pour la mesure de Dirac, que pour toute fonction mesurable f telle que

S bl (wn)] < +oo.

nel

/fdu = paf(wn).

nel

on a:
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Appliquons ceci a la mesure de dénombrement. Comme on ’a déja vu, la
mesure de dénombrement ou de comptage est un cas particulier de la mesure
discréte précédente, ot D = N et p, = 1, pour tout n dans N. On écrit donc

©= Z O
neN

D’apreés ce que 'on vient de voir, toute fonction réelle mesurable f telle que
D 1f(n)] < +oo,
n

est p-intégrable et
[ in =Y 5w,

c) Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
On a vu que, pour tout intervalle |a,b], la mesure de Lebesgue de cet
intervalle est A(Ja,b]) = b — a. Ainsi

[ty =2Gaph =b—a= [Tax

L’intégrale de 1,1, par rapport a la mesure de Lebesgue est alors, dans ce
cas, égale a son intégrale au sens de Riemann. On peut montrer que dans la
majorité des cas l'intégrale de Lebesgue (intégrale par rapport a la mesure
de Lebesgue) et de Riemann sont confondues.

En effet si f est intégrable au sens de Riemann sur un intervalle donné
[a,b], alors la fonction f est intégrable au sens de Lebesgue et les deux inté-
grales sont égales i.e.

b
- fd/\:/a f(x)dx.

De méme sur l'intervalle |a,b] ou a et b peuvent prendre respectivement
les valeurs —oo et +oo, si |f]| est intégrable au sens de Riemann, alors f est
intégrable au sens de Lebesgue et les deux intégrales sont confondues :

b
o fd :/a f(z)dx.

Donnons maintenant quelques propriétés de l'intégrale ainsi définie.

Proposition 2.3.8 1) L’ensemble des fonctions u-intégrables forme un R-
espace vectoriel et l'intégrale par rapport a u est une forme linéaire i.e. pour
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64 Chapitre 2. Lois sur R et lois sur R"

toutes fonctions f et g u-intégrables et pour tout couple (\,y) dans R?, la
fonction \f + vg est p-intégrable et on a ’égalité

JOt +a9)du=x [ sdn [ g

De méme pour tous événements A et B disjoints dans A, on a:

fau= | au+ [ fdn.
AUB A B
2) Monotonie

Si f et g sont deux fonctions telles que f > g, on a alors l'inégalité :

/fdu > /gdu-

En particulier si f est positive alors Uintégrale [ fdu Uest aussi.

3) Si f et g sont deux fonctions telles que |f| < g (donc g est positive)
et g est p-intégrable alors f est p-intégrable.

4) Si la fonction f est p-intégrable, on a l'inégalité :

'/fdu‘ < [171dn

Preuve. La plupart de ces résultats s’obtiennent facilement. Démontrons
la derniére inégalité. On a

’/fdu‘—’/f+dﬂ—/fdu‘é/f*dlﬂr/fdu—/\f|du. .

Introduisons maintenant la notion de négligeabilité.

Définition 2.3.9 Soit (Q,A,u) un espace mesuré et P une propriété définie
sur Q. On dira que P est vérifiée p-presque-partout (u-p.p.) s’il existe un
ensemble N de A tel que u(N) = 0 et que pour tout w dans N la propriété
P soit vérifiée.
Ezxemples.
* f =0 p-p.p. signifie qu’il existe N dans A avec u(N) = 0 tel que pour
tout w dans N on ait: f(w) = 0.

* f est finie p-p.p. si il existe N dans A avec u(N) = 0 tel que pour tout
w dans N on ait: f(w) < +o0. <&
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Proposition 2.3.10 1) Si f est p-intégrable alors f est finie p-p.p.
2) Pour une fonction f mesurable on a l’équivalence

f=0 ppp. < /\f|du:0.

Chacune de ces deux assertions implique que

/fdu =0.

3) Soient [ et g deux fonctions mesurables telles que f soit p-intégrable
et f =g pu-p.p. Alors g est p-intégrable et

/fduz /gdu'

4) Si f est une fonction réelle mesurable, alors pour tout événement A
dans A tel que u(A) =0, on a
/ fdp=0.
A

Donnons enfin, sans leurs démonstrations, deux théorémes fondamentaux
de la théorie de l'intégration.

Théoréme 2.3.11 (théoréme de la convergence monotone de Beppo-Lévi).
Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables positives. Alors

Théoréme 2.3.12 (théoréme de la convergence dominée ou de Lebesgue).

Soit (f,) une suite de fonctions réelles, mesurables et p-intégrables. Si
la suite (f,) converge vers f, u-p.p., et s’il existe une fonction g mesurable
positive telle que, pour tout n, on ait:

Ifnl <9,

alors f est p-intégrable et

[ f 1o
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2.3.2 Absolue continuité d’une mesure par rapport a une
autre. Densité

Soit (€2,,4) un espace mesurable et p et v deux mesures positives sur cet
espace.

Définition 2.3.13

— On dit que v est absolument continue par rapport G i si, pour tout A
dans A tel que u(A) =0, on a v(A) =0. On note v < L.

— On dit que v admet une densité par rapport a p s’il existe une fonction
f mesurable positive telle que :

VAe A: Z/(A):/Afd,u.

Ces notions généralisent bien les résultats vus au début de ce chapitre. En
effet, on a dit que la loi d’'une variable aléatoire X est absolument continue
s’il existe f mesurable positive telle que

VA A, Py(A)= /A F@)da.

Or, on a vu que dans les “bons cas”

/Af(x)dm:/Afd)\

ou A est la mesure de Lebesgue. Ainsi, dire que Px est absolument continue
veut en fait dire qu’elle admet une densité par rapport a Lebesgue. Cela veut
également dire que Px est absolument continue par rapport a A. En effet,
si A est un événement tel que A(A) = 0, on a vu précédemment que cela

implique
/ fdA =0
A

et on a donc bien que: Px(A) = 0.

On pourrait montrer que ces deux définitions “absolue continuité” et “exis-
tence d’une densité” sont équivalentes pour les mesures que nous avons consi-
dérées (i.e. mesures positives qui sont par définition o-additives).

Théoréme 2.3.14 Une mesure v est absolument continue par rapport d une
autre mesure | si, et seulement si, v admet une densité par rapport a (.
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Intéressons nous maintenant & l’existence d’une densité par rapport a
une mesure discréte.

Remarquons par exemple que toute probabilité discréte (ce serait éga-
lement vrai pour une mesure) sur une partie de N (i.e. sur D C N) est
absolument continue par rapport & la mesure de dénombrement. En effet, on

peut écrire
P=> " pudn
neD

ot les p, sont positifs et tels que > _pp, = 1. Si p est la mesure de
dénombrement, i.e.
p= Y5

neN

et soit un événement A dans A tel que p(A) = 0, alors par définition de u,

D 6n(A) =

neN

on a

D’ow, pour tout n dans N, on a: §,(A4) = 0. Il vient donc

= Z pnén(A) =0

neD

et P est bien absolument continue par rapport a .
Par ailleurs, soit une fonction f de R vers R définie par

VneD: f(n)=p, et YVeeR\D: f(z)=

On a, pour tout événement A dans A,

neD neN

- /fIlAdﬂz/Afdu

Donc la densité de P par rapport a p est la fonction f nulle sur tout R,
sauf sur D ou sa valeur pour tout n est p,.

Ezemple :

On a vu que la loi binomiale B(n,p) d'une v.a.r. X peut s’écrire:
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Ainsi, Px est absolument continue par rapport a la mesure de dénombrement
p=>,0n0up=>y_,0 et est de densité:

f(k) = Cspk(l _p)n—k, pour k= 07 N
et f(x) = 0,Vx#0,--- n.

Notons que 'on a alors:

Px(4) = /Afdu => fk)y =) Ct-p*

keA keA

2.3.3 Mélange de lois

Soient 7 et my deux probabilités sur R. Supposons que 7 soit abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (de densité f), i.e.
absolument continue au sens vu au début du chapitre, et supposons que sy
soit discréte sur D partie de N avec, pour tout n dans D

™2 ({n}) = pn,

i.e. absolument continue par rapport & la mesure de dénombrement.
Alors, pour tout « dans ]0,1[, la mesure

P=oam+(1—-a)m

est encore une probabilité et, pour tout A dans By :
P(A) = /HAdP:a/]]Adﬂ1+(1—a)/]]Ad772
- a/ f@dr+(1-a) 3 pa
A

neAND

Ezxemple. Mélange d’une Dirac en 0 et d’une exponentielle.

Considérons un matériel qui, quand il est mis en marche, a une probabilité
1 — a de tomber en panne dés 'instant initial et qui, ensuite, est tel que le
temps d’attente avant l'arrivée d’'une panne suit une loi exponentielle de
paramétre \.

Notons 71 la loi absolument continue de densité

Fl@) =X e Mg yoo(x)
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et ma = g (loi absolument continue par rapport a la mesure de dénombre-
ment).
Ainsi pour tout x strictement positif

xT
P(-oca)=a [ fldu+(1-a)
—o0
et P ({0}) =1 — o = probabilité de tomber en panne dés l'instant initial. &

2.3.4 Densités conjointes, marginales et conditionnelles

Les résultats vus précédemment sur les densités conjointes, marginales et
conditionnelles restent vrais si les variables aléatoires ne sont pas absolument
continues.

Considérons deux v.a. X et Y définies sur un méme espace (£2,4,P) et a
valeurs respectivement dans (€1,.41) et (Q2,42). Le couple (X,Y) est alors
deéfini sur (Q,.4,P) et est a valeurs dans (€1 x Q9,4; ® As).

On dira que (X,Y) admet une densité par rapport & une mesure quel-
conque 1 @ pg si, et seulement si, sa loi Pxy admet une densité par rap-
port & p1 ® pg, ie. s’il existe une fonction fxy mesurable, positive sur
(1 x Q2,41 ® Ag), telle que, pour tout A; et Ay respectivement dans A; et
As, on ait:

Pixy)(A1 x Ag) = /A ) Ixy (xy)du (z)dpz(y).
1 X A2

Alors Px admet pour densité fx par rapport & u, donnée par:

fx(x) = A fxy(@,y)dus(y)

et la loi conditionnelle & X = x de Y a pour densité par rapport & us

X=a(,) _ IxY(@Y)

C’est donc en particulier le cas pour 2; = Q25 = R et par exemple:

p1 = mesure de Lebesgue
2 = mesure de dénombrement.
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Chapitre 3

Moments de variables
aléatolires
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3.1 Variables aléatoires réelles intégrables et espé-
rance mathématique

Les résultats sur I'intégration de fonctions mesurables par rapport & une
mesure positive, et vus dans le chapitre précédent, restent bien siir vrais
pour une v.a.r. qui est, par définition, une variable aléatoire de (€2,.4,P) vers
(vagR)'

On peut donc considérer l'intégrale de X par rapport & sa mesure de
probabilité P. Cette intégrale, quand elle existe, est appelée espérance de X.

Définition 3.1.1 Soit X une v.a.r. positive ou P-intégrable, i.e. telle que
/ | X | dP < 4o0.

L’intégrale

/ XdP = /Q X (w)dP(w)

est appelée espérance mathématique de X et est notée EX.

Toutes les propriétés de linéarité, de monotonie, de convergence pour les
intégrales restent donc vraies pour ’espérance mathématique.

De méme, la notion de négligeabilité est conservée mais, dans le lan-
gage des probabilités, on ne dit plus “pu-p.p.” mais “ P-presque stirement” ou
simplement “presque stirement”, noté p.s., quand il n’y a pas de risque de
confusion.

On a vu précédemment que bien souvent on ignore ce qu’est I'espace
(Q,A,P) et on ne connait bien que 'espace probabilisé (R,Bgr,Px). C’est
pourquoi, en particulier dans le calcul de ’espérance mathématique d’une
v.a.r., on utilise le théoréme suivant qui permet de transformer le calcul de
I'intégrale sur (€2,.4,P) en un calcul d’une intégrale sur (R,Bg,Px).

Théoréme 3.1.2 (Théoréme du transport)
Soit X une v.a.r. de (2,A,P) vers (R,Br) de loi Px et h une fonction
mesurable de (R,Bg) vers lui méme, positive ou Px-intégrable. On a alors :

/Q h(X)dP = /Q ho X (w)dP(w) = /R h(z)dPy (z).

On note ce réel E(h(X)).
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Ce théoréme revient en quelque sorte a faire un changement de variable
x = X (w) dans l'intégrale.
Ainsi, si la fonction h(z) = x est Px-intégrable, i.e. si

/|x]dPX(:L') < +00,
R
alors on peut parler de l'espérance de X et elle est égale a
EX = / xdPx ().
R

Si la loi Px de X est absolument continue par rapport & une mesure p
et de densité f par rapport a cette mesure, alors d’aprés ce que 'on a vu a
la fin du chapitre précédent, on peut écrire:

EX:/Rxf(x)d,u(x).

Deuz cas particuliers sont fondamentauz.
a) Si la variable aléatoire X est absolument continue et intégrable (i.e. si
sa loi est absolument continue par rapport a Lebesgue) on a:

+oo

EX = / xf(x)d\(x) :/ xf(x)dzx.
R —00
b) Si la variable aléatoire X est discréte a valeurs dans

D ={x1,...,xn,...},

sa loi est absolument continue par rapport & la mesure de dénombrement
+o00
w= Z 0z, -
n=1
Sous I’hypotése que I'on ait
+oo
Z |20 | P(X = ) < +00
n=1
(i.e. X est intégrable par rapport & ), on a:

+oo
EX = /R o/ @d(a) = 3 (o)
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Ezxemples.
* Calculons 'espérance d’une v.a.r. absolument continue de loi exponen-
tielle. On a:

+oo
EX = / X (w)dP(w / xdPx (z) = / Aze My
0

/ Ldu T2 1
0 XX

* Calculons I'espérance d’'une v.a.r. X de loi de Bernoulli B(p). On a vu
que, dans ce cas, D = {0,1} et la loi de Bernoulli est donc dominée par la
mesure de comptage ou de dénombrement sur N, mais aussi, plus simplement,
par la mesure dg + d1. On a

EX

/X )dP(w /mdPX( )= /R:cf(ac)d(ég—kél)(x)
= 0)+1-f(1)=0-P(X=0)+1-P(X=1)=p. <

Notons que le théoréme du transport n’est pas seulement utile pour nous
aider a calculer ’espérance d’une variable aléatoire X dont on connait la loi.
Ainsi, si ¢ est une fonction mesurable et X une variable aléatoire de loi Py,
on peut alors calculer I'espérance de Y = (X)), si celle-ci existe, et cela sans
déterminer la loi de Y. En effet, si ¢ est Px-intégrable, on a:

E(Y) = E(p(X)) = / o(x)dPy (2).

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Jensen)
Soit  une fonction convere de R vers lui méme et X une v.a.r. telles
que X et (X)) soient intégrables. On a alors :

o(EX) <E(p(X))

Rappel. Une fonction f de R vers lui méme est dite convexe si, pour tout
couple (z,y) de R? et pour tout A de [0,1], on a:

fAz 4+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =2 f(y).

Notons, en particulier, qu’'une fonction deux fois dérivable dont la dérivée
seconde est positive est une fonction convexe.
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Ezemple. On peut vérifier que la fonction valeur absolue est une fonction
convexe. D’ou
EX| <E|X|

et on retrouve bien le résultat classique. &

Définition 3.1.4 Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé. On note L*(Q,A,P)
(ou simplement L' quand il n’y a pas de risque de confusion), l’espace des
v.a.r. intégrables définies sur (€2,.A).

En utilisant les résultats du chapitre 2, on peut montrer que la notion
d’égalité P-presque sfire est une relation d’équivalence sur I'espace £!. Ainsi
on peut raisonner uniquement sur les classes d’équivalences.

Définition 3.1.5 On appelle L' (2, A,P) ’ensemble des classes d’équivalen-
ces sur L1,

Par abus de langage, on confondra dans la suite la variable aléatoire et
sa classe d’équivalence.

Théoréme 3.1.6 L’espace L'(Q,A,P) est un espace vectoriel sur R, normé
par

1X | = E(IX]) = / IX| dP.

Preuve. On a déja montré que I'espace L'(€,.A4,P) est un R-espace vec-
toriel. D’autre part, on a:

AX T 22 = E(AX]) = [A[E (|X]) = [AHIX ]2

[ X+ Y =E(X+Y]) <E(X|+[Y]) < | X + Y]]
et |X];: =02 E|X|=0& X =0ps. & X =0dans L. O

3.2 Moments de variables aléatoires réelles

3.2.1 Espace L?

Définition 3.2.1 Soit p un réel tel que p > 1. On dit qu’une variable aléa-
toire X appartient a Uespace LP(Q,A,P) si elle est de puissance p-intégrable,
1.e. St

E|XP < +oc.
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La norme sur LP(,A,P) est:

1/p
nxmf:mum%”p=</WXPdP) .
0

Définition 3.2.2 Pour une variable aléatoire X dans LP(Q,A,P), on appelle
— moment d’ordre p le réel: EXP.
— moment absolu d’ordre p le réel: E|X|P.
— moment centré d’ordre p le réel: E ((X — EX)P).

Proposition 3.2.3 Soit p et q deux réels tels que: 1 <p < q. On a HXHp <
|X|l, et donc LT C LP.

Preuve. Elle repose sur 'utilisation de I'inégalité de Jensen avec la fonc-
tion ¢(x) = 27/P_ qui est bien une fonction convexe sur R, et avec la v.a.r.
Y = |X|P.

D’aprés I'inégalité de Jensen on peut écrire:

P(BY) < Egp(Y),
d’ot, on tire:
(EX]")"" <E|X|"
& X, < 1XTl, -
Ainsi, on a les relations suivantes:

Xells|[X|, <+oo=|X][, <4oco= X €L

On admet les deux théorémes suivants:

Théoréme 3.2.4 (Inégalité de Hélder)
Pour tous réels p et q tels que p > 1, g > 1 et 1/p+1/q =1 et toutes
v.a. X et'Y respectivement dans LP(Q,A,P) et L1(Q,A,P), on a:

XY < (11, 1Yl -
Théoréme 3.2.5 (Inégalité de Minkowski)
Soit un réel p > 1. Si X et'Y sont deuzx éléments de LP(,A,P) alors
X4Y € L(QAP) o (X +Y],<[X],+ V],

Ce dernier théoréme nous permet de montrer que, pour tout réel p > 1,
I'espace LP(€2,A,P) est un espace vectoriel normé. On peut en fait montrer
qu’ils est également complet et donc un espace de Banach.

Etudions plus en détail le cas, particuliérement intéressant, de I’espace
L2
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3.2.2 Espace L?

L’inégalité de Holder, vue précédemment, appliquée pour p = ¢ = 2 est
souvent appelée inégalité de Schwartz.

Proposition 3.2.6 Soit X etY deux v.a.r. dans L>. On a:
XYy < [ Xl Y]l -

Ainsi, si les v.ar. X et Y sont dans L?, la v.a.r. XY est dans L'. En
revanche, il n’est pas suffisant que X et Y soient dans L' pour que XY le
soit également.

Proposition 3.2.7 L’application de L? x L? vers R définie par:
(X)Y) = (X)Y)=EXY = /XYdP

est un produit scalaire.

Preuve. 11 est facile de montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire symé-
trique et strictement positive. O

Théoréme 3.2.8 L’espace L? est un espace de Hilbert, i.e. un espace préhil-
bertien (espace vectoriel muni d’un produit scalaire) complet pour la norme
associée au produit scalaire.

La norme dans L? est:

IX1l, = V(X.X) = VEX2.

Définition 3.2.9 On appelle variance d’une v.a.r. X dans L?, son moment
centré d’ordre 2, i.e. :

Var(X) =E ((X —EX)*) = (X —EX,X —EX).
L’écart-type de X est la racine carrée de sa variance

ox =/ Var(X).

Proposition 3.2.10 Pour toute v.a.r. X dans L? on a les propriétés sui-
vantes:

i) Var(X) =EX? - E2X ;
i) X =ap.s. < Var(X)=0;
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i) pour tout couple (a,b) dans R?, on a: Var(aX +b) = a? Var(X) ;
i)
Var(X) = E(X —EX)? = inf E(X — a)?.
ac

Remarque. La propriété iv) montre que ’espérance est la projection or-
thogonale au sens de la norme L? sur les sous-espaces des variables aléatoires
constantes.

Preuve. Soit X une v.a.r. quelconque dans L?.
i) On a:
Var(X) = E(X —EX)?=E(X?-2XEX +E?X)
EX? - 2EXEX + E*X = EX? - E2X.

i1) Supposons que X soit telle que Var(X) = 0. On a alors les équivalences
suivantes :

Var(X) =0 & E(X —EX)) =0 X ~EX =0p.s. & X =EX p.s.
ii1) Soit (a,b) un couple dans R?. On a:
Var(aX +b) = E(aX +b—E(aX +b))?

= E(aX +b—aEX —b)?

= E(a*(X —EX)?) = ¢®E(X — EX)? = a*Var(X).
iv) Soit a un réel quelconque. On peut écrire :
E(X —a)? = E(X -EX +EX —a)?
E((X —EX)? +2(X —EX)(EX —a) + (EX — a)?)
E(X —EX)? +2(EX — a)E(X — EX) + (EX —a)?
= E(X —EX)*+ (EX —a)?

D’oti, pour tout a dans R, on a:
E(X —EX)? <E(X —a)?
et comme EX est une constante, on a bien le résultat. O

Terminologie particuliére. Soit X une v.a.r. dans L?. Les v.a.r.
X —-EX

D'

X —-EX et
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sont respectivement appelées v.a.r. centrée et v.a.r. centrée réduite associées
aX.
Proposition 3.2.11 (Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tcheby-
chev)

i) Markov. Soit X une v.a.r. intégrable (i.e. dans L'(Q,A,P)). On a:

E|X
P(X] > ) < EX
C

pour tout réel ¢ strictement positif.
ii) Bienaymé-Tchebychev. Soit X une v.a.r. dans L*(Q,A,P). On a:

< Var(X) '

P(|X —EX| > c)

c2

Preuve.
i) Pour une v.a.r. X quelconque dans L', on a:

E(X| = /|X|dP:/ ]X\dPJr/ IX|dP
Q |X|<c | X|>c

/ |X|dPZc/ dP =cP(|X|>c¢).
|X|>c

| X|>c

Y

1) De méme, en utilisant le i) et sous I’hypothése supplémentaire que X
soit de carré intégrable, on a:

1 Var(X
P(IX —EX| > ¢) = P((X - EX)* > ¢*) < 5 E(X - EX)* = Cg )

Avant d’aborder le cas des vecteurs aléatoires, revenons sur les conditions
suffisantes pour que le produit XY de deux v.a.r. X et Y appartienne a L.

On a vu que si X et Y sont dans L? alors la v.a.r. XY est dans L',
d’aprés Minkowski (ou Schwartz). On a également déja signalé qu’il n’est
pas suffisant que X et Y soient dans L' pour que XY le soit également. En
revanche le résultat est vrai si de plus X et Y sont indépendantes.

Proposition 3.2.12 Si X etY sont deux v.a.r. intégrables et indépendantes,
alors

i) la v.a.r. XY est intégrable (i.e. XY € L').
it) EXY = EXEY.
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Preuve. Démontrons ce résultat uniquement dans le cas de deux v.a.r.
absolument continues. On a :

BIXY] = [ loul Sy adedy = [ lallyl £x @)y (o) dody

= ([l rct@as) ([ 1l svay) =z 1x1E 1,

qui est fini par hypothése. Ainsi, on a bien le 7). En supprimant les valeurs
absolues on obtient le 7). O

3.3 Vecteurs aléatoires

Soient X = (Xq,...,Xp) et Y = (Y7,...,Y,,) des vecteurs aléatoires a
valeurs dans R"” tels que, pour tout ¢, les v.a.r. X; et Y; soient intégrables.

3.3.1 Espérance mathématique

Définition 3.3.1 On appelle espérance mathématique de X, le vecteur EX
de R™ de composantes EX1,... EX,.

On note souvent
EX;
EX = :
EX,

L’opérateur espérance est & nouveau linéaire, i.e. pour tout couple («,f3)
dans R? et tous vecteurs X et Y de méme dimension et intégrables, on a:

E(aX + BY) = aEX + SEY.

3.3.2 Covariance de deux v.a.r.

Définition 3.3.2 Soient X et Y deuzx v.a.r. intégrables telles que leur pro-
duit XY soit intégrable. On appelle covariance de X et'Y le réel

Cov(X,Y) =E((X - EX)(Y —EY)).

Remarque. Si X et Y sont deux v.a.r. dans L?, la covariance de X et YV’
existe et
Cov(X,Y) = (X —~EX,Y —EY). ©
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Proposition 3.3.3 L’opérateur covariance vérifie les propriétés suivantes :
i) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
ii) Cov(aX + X'.Y) =a Cov(X,)Y)+ Cov(X")Y)
i) Cov(X,Y)=EXY — EXEY.
La covariance est donc un opérateur bilinéaire symétrique.

Preuve. Triviale. O

Proposition 3.3.4 Soit (X;)i=1,..n une famille de v.a.r. dans IL?. Ona:
i) Var(Xy + X2) = Var(X1) 4+ 2 Cov(X1,X2) + Var(Xa2).
ii)
Var (Z Xi> = Z Var(X;) + QZCOU(Xi,Xj).
i=1 i=1 1<j

Preuve. i) On peut écrire:

Var(X; + Xo) = E(X;+ Xo — (EX; + EXy))?

E (X, —EX;) + (X2 — EX5))?

E (X1 —EX1)? +2(X1 — EX1)(X2 — EXo) + (X2 — EXo)?)
= Var(X;) + 2 Cov(X1,X2) + Var(X2).

i7) Se montre aisément par récurrence. 0

Proposition 3.3.5 Si X et Y sont deux v.a.r. intégrables et indépendantes,
on a:

Cov(X,Y)=0.
Preuyve. On a:

Cov(X)Y)=EXY — EXEY = EXEY — EXEY = 0. O

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que la réciproque est fausse,
comme le montre le contre-exemple suivant.
Contre-exemple. Soit X une v.a.r. discréte telle que:

PX=1)=P(X=-1)=7 e P(X=0)=

Soit Y la v.a.r. définie par Y = X2. Notons que I'on a:
1

1 1
EX_(_l)XZ+OX§+1XZ_O

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



82 Chapitre 3. Moments de variables aléatoires

et XY = X3 = X. Ainsi, il vient :
Cov(X)Y)=EXY —EXEY =EX — EXEY = 0.
Mais X et Y ne sont pas indépendantes, puisque l'on a:

P(X=1NY =0)=0#P(X =1)P(Y =0) = - x

=
N —

Corollaire 3.3.6 Si (X;)i=1,..n est une famille de v.a.r. dans L? et indé-

pendantes
Var (Z Xi> = Z Var(X;).
i=1 i=1

Preuve. Immédiate en utilisant la proposition de la variance d’une somme
de variables aléatoires quelconques. O

Définition 3.3.7 Si X et Y sont deux v.a.r. non constantes de L?, on ap-
pelle coefficient de corrélation linéaire de X et de 'Y, le réel :

Cov(X,Y)

pXY = Var(X) Var(Y') .

Proposition 3.3.8 Pour toutes v.a.r. X et'Y dans L? non constantes, on
a:pxy € [—1,1].

3.3.3 DMatrice de covariance

Définition 3.3.9 Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur de v.a.r. tel que cha-
cune de ses composantes est dans L? (i.e. X; € L* pour touti =1,....n).
On appelle matrice de covariance de X, la matrice I'x carrée d’ordre n et de
terme général Cov(X;,X;).

La matrice I'x est forcément symétrique et ses termes diagonaux sont les
variances des composantes des vecteurs.

Définissons maintenant ’espérance d’une matrice aléatoire. Soit M =
(Yi;)i,; une matrice n x p aléatoire intégrable i.e. chaque terme Y;; est une
variable aléatoire réelle intégrable. On note EM, la matrice (E(Yj;))i ;-

Ainsi, si M et M? sont des matrices de méme dimension, on a:

E(M! + M?) =EM"' + EM?.
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Si A = (a;j)i; est une matrice k x n de réels, on a:
E(AM) = AEM,

ou le produit est pris au sens des matrices. Si B = (bj;);,; est une matrice
p X q de réels, on a:
EMB =EM - B.

Notons enfin que la matrice I'y peut s’écrire sous la forme:
Iy = E ((X ~EX)(X ~EX)7),
le vecteur X étant noté sous forme d’un vecteur colonne.

Proposition 3.3.10 Soit X = (Xy,...,Xy) un vecteur constitué de n varia-
bles aléatoires dans L?. Si A est une matrice p x n de réels, alors les compo-
santes de Y = AX sont des v.a.r. dans L* et on a :

EY = AEX
I'y = ADyAT.

Preuve. Immédiate. O

3.3.4 Espérance conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. On a vu dans le chapitre précedent com-
ment déterminer les lois conditionnelles Pf/( et P;g:y.

Définition 3.3.11 Si l'intégrale

/ ydPY="(y)
R

existe (i.e. si h(y) = y est P{=%-intégrable), on Lappelle espérance condi-
tionnelle de Y sachant que X = x. On la note E(Y/X = x).

La fonction e : # — E(Y/X = x) est une fonction réelle d’'une variable
réelle. On peut montrer qu’elle est mesurable et on peut considérer sa com-
position avec la variable aléatoire X, i.e. considérer e o X. Celle-ci définit
une variable aléatoire réelle que ’on appelle espérance conditionnelle de Y
sachant X, notée E(Y/X).

Ezemples.
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* Supposons que les lois de X et Y soient discrétes. Soit I et J les
ensembles des atomes des lois Px et Py. Pour tout x; dans I, on a:

EY/X =xz) = > yPy "(y)
yj€J
yj€J

* Lorsque la loi P{,{ =% est absolument continue par rapport a Lebesgue,
i.e. conditionnellement & X = x la v.a.r. Y est une v.a.r. absolument continue
de densité fff =T on a:

E(Y/X =) = /R yFX=" () dy. o

Jean-Yves Dauxois (©Septembre 2014



4.0.

85

Chapitre 4

Caractérisation des lois:
transformée de Laplace et
fonction caractéristique
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L’objet de ce chapitre est de caractériser la loi d’une variable aléatoire &
I’aide d’une fonction comme on I’a déja fait avec la fonction de répartition
ou les densités dans le cas des v.a.r. absolument continues. On cherche donc
une fonction qui contienne toute l'information sur cette variable aléatoire,
sur les moments, sur sa loi.

4.1 Transformée de Laplace

4.1.1 Variables aléatoires réelles

Définition 4.1.1 Soit X une v.a.r. définie sur un espace probabilisé (2,A,P).
Soit I un intervalle contenant 0, tel que, pour tout réel s dans I, la v.a.r. %X

soit intégrable. On appelle transformée de Laplace de la v.a.r. X la fonction

définie sur I et & valeurs dans R™ par:

Lx(s) = E(e).

La transformée de Laplace est aussi souvent appelée fonction génératrice
des moments. On trouve également dans la littérature la transformée de
Laplace définie par:

Lx(s) = E(e_sx).

Enoncons les propriétés suivantes que nous ne démontrerons pas.

Proposition 4.1.2
1) La transformée de Laplace est toujours définie en 0 et

Lx(0) =El=1.

1l existe des variables aléatoires, telles celles de loi de Cauchy, dont la trans-
formée de Laplace n’est définie que pour s = 0.

2) Si X est bornée, alors Lx est définie et continue sur tout R.

3) St X est positive, alors Lx est continue et bornée sur | — 00,0].

Exemples de transformée de Laplace.
* Supposons que la v.a.r. X suive une loi de Poisson P(\). On a:

sX = A" —A_sn —A = (Aes)n
Lx(s) = E(e ):Zme e =e ZT
n=0 n=0 ’

_ e—)\ez\es :ek(eS—l) < +00,

pour tout s dans R. La transformée de Laplace d’une loi de Poisson est donc
définie sur (tout) R.
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* Supposons que la v.a.r. X suive une loi binomiale B(n,p). On a:

n
Lx(s) =E(e*X) =) e CrpF(1—p)" " = (pe* + 1 - p)" < +o0,
k=0
pour tout s dans R.
* Supposons que la v.a.r. X suive une loi y(«,3). On a:

B ac1 (8-
— F(esX) = a—1_—(B—s)z )
Lx(s) (e*) o T() e dx

Cette intégrale est convergente si, et seulement si,
B—s5>0&s<p.

On effectue le changement de variables u = (8 — s) = dans l'intégrale pour
obtenir :

B sX\ B« ue™t _y du
) = B L T BT B
B 1
_ T _
AOIEENT N
pour tout s dans l'intervalle | — 00,3 <&

L’intérét de la transformée de Laplace réside dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.3 La transformée de Laplace d’une variable aléatoire carac-
térise la loi de cette variable aléatoire. Autrement dit, si deux v.a.r. ont la
méme transformée de Laplace, alors elles ont la méme loi.

Ainsi déterminer la transformée de Laplace d’une variable aléatoire est
un moyen supplémentaire de déterminer sa loi.

Théoréme 4.1.4 Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires indépendan-
tes dont chacune admet une transformée de Laplace sur, respectivement, les
intervalles I et J. Alors la somme de ces deux v.a.r. admet une transformée
de Laplace sur INJ et on a:

ﬁx+y(8) = ﬁx(s)ﬁy(s).
Preuve. Par définition, on a:

EX—}-Y(S) _ E(es(X—i-Y)) _ E(esXesY) _ E(GSX)E(GSY),
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puisque l'indépendance des v.a.r. X et Y entraine celle des v.a.r. e5X et e®Y .
Tout réel s dans I N J assurant que les deux termes de la derniére égalité
sont finis, on a bien l'existence de Lx 1y sur I N J et

Lxiv(s) =Lx(s)Ly(s). O

Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que la réciproque est fausse.
Avoir Lx 1y (s) = Lx(s)Ly (s) n’implique pas I'indépendance entre X et Y.

Exemple. Supposons que les v.a.r. X et Y soient indépendantes et de loi
respectivement de poisson P(A) et P(u). D’aprés le théoréme on a donc:

Lxiy(s) = Lx(s)Ly(s) = MDD = WD — £ (s).

Par caractérisation, la loi de la v.a.r. X +Y est donc une loi de Poisson
P+ ). <&

Nous admettons enfin le théoréme suivant.

Théoréme 4.1.5 Soit X une variable aléatoire admettant une transformée
de Laplace sur un intervalle ouvert I =] —uy,us| (différent du vide) de R, ou
uy et uo sont des réels strictement positifs. On a alors:

i) la variable aléatoire admet tous les moments d’ordre entier, i.e.
VEeN': E (|X\k) < 4005

i) st ug = min(uy,uz) et t < ug, alors:

pour tout s dans | —t,t], ce qui justifie son appellation comme fonction
génératrice des moments ;

iit) on a, pour tout entier k positif,

O*Lx(s)
k X
EX* = =5
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4.1.2 Vecteurs aléatoires

Soit X = (Xy,...,X,,) un vecteur aléatoire dans R".

Définition 4.1.6 On appelle transformée de Laplace du vecteur X (si elle
existe) la fonction de R™ vers R définie pour s = (s1,...,S,) par:

Lx(s)=E <e<s’X>) =E (62121 siX") .

Les propriétés restent les mémes que dans le cas unidimensionnel. Mais
son inconvénient majeur de ne pas toujours exister reste également le méme.

Proposition 4.1.7 Soit X = (Xy,...,Xy) un vecteur aléatoire de R" ad-
mettant une transformée de Laplace sur un ouvert O de R™. Les v.a.r.
(X;)j=1,....n sont indépendantes si, et seulement si, pour tout s = (s1,...,5n)

dans O on a:
n

EXl,---,Xn (81, Ce ,Sn) = H EXI(Sz)

i=1

4.2 Fonction caractéristique

4.2.1 Intégrale d’une variable aléatoire complexe

Définition 4.2.1 On appelle variable aléatoire complexe toute application
Z de (2,A,P) vers C qui a tout w dans ) associe

Z(w) = X(w) +iY (w),
ot X etY sont des variables aléatoires réelles.

Définition 4.2.2 On dit qu’une variable aléatoire complexe Z est P-intégra-
ble si les v.a.r. X et'Y sont P-intégrables. L’intégrale de Z par rapport a P
est alors définie par:

EZ:/ZdP:/XdP—i—i/YdP:EX—&—iEY.

Notons que les principales propriétés de l'intégrale sont conservées.
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4.2.2 Fonction caractéristique

Définition 4.2.3 On appelle fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

X =(X1,...,X,) de R", la fonction définie pour tout t = (t1,...,t,) de R™
et a valeurs dans C par:

x(t) = px(ti,...t) =B (9) (4.1)

- E (eiz?:lfjxf) . (4.2)

La fonction caractéristique px d’une v.a.r. X est donc:
px(t) = E(e"Y).

L’analogie avec la transformée de Laplace est grande et ses propriétés sont
similaires. De plus, la fonction caractéristique existe toujours ce qui n’était
pas le cas pour la transformée de Laplace. Elle a cependant l’'inconvénient
de faire appel a la théorie des fonctions d’une variable aléatoire complexe.

Ezxemples.

* Supposons que la v.a.r. X suive une loi de Poisson P(A). On a:

tX itk 7\ )‘k
©Ox (t) — el Z et —

_ it it __
e )\e)\e :e/\(e 1).

* On peut montrer que si une v.a.r. X suit une loi normale N(0,1), alors
sa fonction caractéristique est définie pour tout ¢ dans R par:

px(t)=e "2

Soit maintenant une variable aléatoire Y de loi N(u,02). En notant X =
(Y — u)/o, on peut écrire:

oy (t) = E(eitY) _ E(ez’t(oxw)) - (eit,ueitch)
eituE(eitoX)
. 3 20_2 t2 2
= oy (to) = eMeTE = exp {W - 20} ' o
Pour X = (X3,...,X,) un vecteur de R", notons px et yx,, respective-

ment les fonctions caractéristiques de X et de X;. On a alors les résultats
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suivants.

Théoréme 4.2.4 Pour X = (X1,...,X,,) un vecteur de R™, notons px et
wx,, respectivement les fonctions caractéristiques de X et de X;. On a alors
les résultats suivants :

i) VEeR": ox(t)] < ox(0) =1;

ii) Vj € {1, e ,n}, etVt; € R: SOXj(tj) = ¢x(0,... ,0,85,0, ... ,0);
m) vVt e R": (px(t) = (px(—t) ;
iv) la fonction ¢ est uniformément continue sur R™ ;

v) Sion pose Y = AX +b ou A est une matrice p x n et b un vecteur de
RP on a, pour tout u dans RP :

ey (u) = P oy (A),

ou A’ est la matrice transposée de A ;

vi) Si X est une v.a.r. dans LP, ou p est un entier, alors px est dérivable

p-fois et
Vk<p: o¥(0)=FEXF
Preuve.
i) On a:
ex(O] = | [ ape(o)] < [ |60 are(o

= /dPX(x) =1

et

i1) Par définition, on a:
@X(Ov s 707tj>07 s 70) = E(eithj) = VX, (t])
i47) On peut écrire:
ex(—t) = E(09) = (e7l00)

= E (X)) =E (e ) = ox(0).
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pv(u) = B (0] = (eeA0eiun)
_ ilubg <ei<A’u,X>> — b (Alu).

vi) Admis aussi. O

Théoréme 4.2.5 La fonction caractéristique caractérise la loi d’une va-
riable aléatoire. Autrement dit, si deux variables aléatoires ont méme fonction
caractéristique, elles ont méme loi.

Théoréme 4.2.6 Soit ¢ une fonction complexe de la variable réelle. Si ¢
est intégrable, i.e. si

/ lp(t)] dt < +o0
R
et si la fonction définie par

1 .
= 2Tr/ﬂ{<p(u)e“””du

est ausst intégrable, alors ¢ est la fonction caractéristique de la variable aléa-
toire X ayant pour loi Px de densité fx par rapport a la mesure de Lebesgue.

/(@)

Proposition 4.2.7 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires indépen-
dantes. Alors, pour tout réel t, on a:

ex+v(t) = px () ey ().

Preuve. Par définition, et grace a I'indépendance entre X et Y, on peut
écrire :

oxiy(t) = E <6z‘t(X+Y)) -F (eti) E (emf) = ox(t)ey (1) O

Nous attirons & nouveau 'attention du lecteur sur le fait que la réciproque
est fausse.

Théoréme 4.2.8 Une famille (X;)j=1,.n constitue une famille de v.a.r.
indépendantes si, et seulement si, pour tout t = (t1,...,t,) dans R™, on a:

oxnxn ) =[] ex, )
j=1
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Vecteurs gaussiens
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5.1 Exemple fondamental

Considérons n variables aléatoires Xi,...,X, indépendantes et de loi
respectivement N(mq,0%),...,N(my,02).
Pour i = 1,...,n, la variable aléatoire X; est donc de densité

= a5 (5 |

par rapport & la mesure de Lebesgue A sur R.

En raison de I'indépendance des variables aléatoires X;, la densité conjointe
du vecteur Xq,...,X, est:

1 1 1 T _mi>2
X1, Xp X1y 000 3Tpn) = ex i S T )
f Lseeey ( 1 n) ( /727_(_)71 H;L:1 o p { 2 ; < o;

D’aprés leur définition donnée au chapitre II, le vecteur espérance du

vecteur X = (X1,...,X,) et sa matrice de covariance sont :
mia (7% 0

EX=m=| : et Ty =
my, 0 o2

Notons que la matrice I'y est diagonale en raison de l'indépendance des
v.a.r. (Xj)i=1,. n. Comme toutes les variances o; sont strictement positives,
on obtient aisément la matrice inverse

1/o% 0
-1 .
ry = _
0 1/02

On peut alors réécrire la densité conjointe du vecteur X = (X1, ...,X,,) sous
la forme

1 1 1 P }

T1,. . Tp) = X exp —=(z—m) 'y (x —m) p,
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puisque

(¢ —m)Tx! (& —m)
1/03 0 1 —my

= (1 —m1,...,Tp —Mmy)

Intéressons-nous maintenant a la fonction caractéristique du vecteur X.

Toujours en raison de 'indépendance, on a, pour tout A = (Aq,...,A,) de
R™:

ex(\) = 0x,,..x, (A1s ) = [T ex, ().
j=1

Or, on a vu dans le chapitre précédent que la fonction caractéristique
d’une v.a.r. de loi N(mj,ajz) est:

d’ott on tire:
. 1 2 2
Px1 X0 (M) = exp L) Amy— 5 ZAJ‘%‘
-/ 1 /
= exp zAm—§AFX>\ :

Remarquons enfin que toute combinaison linéaire des Xj;, pour j =
1,...,n, est de loi normale dans R. Une combinaison linéaire des X; s’écrit
en effet de maniére générale sous la forme:

AX)=NX
o A = (A1,...,A\n) est un vecteur de R™. Il vient alors, pour tout u dans R:

pox () = E (X)) = E (elhX)

= ox(uN) = ox(uA1, ... ,u\,)

= exp {iuN'm — %u2)\TX)\} )
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La fonction caractéristique de la v.a.r. (\,X) est donc de la forme:

o, x)(u) = exp {iua — %uzb} ,

avec a = N'm et b = N'T'x \. Par caractérisation, la v.a.r. (\,X) est donc de

loi N(Nm,\NTx\).

5.2 Définition

Définition 5.2.1 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) de R" est dit vec-
teur gaussien si, pour tout A = (A1,...,An) de R™, la v.a.r.

NX = z”: i X
i=1

est une v.a.r. de loi normale. Autrement dit, si toute combinaison linéaire
des composantes de (X1,...,X,) est de loi normale.

Si son vecteur des espérances est m et sa matrice de covariance est I'x,
on note X ~ N,(m,I'x).

Remarquons que 'on peut en particulier en déduire que toutes les compo-
santes du vecteur X sont des v.a.r. de loi normale. En revanche, la réciproque
est fausse. Un vecteur dont toutes les composantes sont de loi normale, n’est
pas nécessairement un vecteur gaussien.

La définition précédente implique également que tout sous vecteur d’'un
vecteur gaussien est encore un vecteur gaussien.

Proposition 5.2.2 S5i X est un vecteur gaussien de vecteur des espérances
m = (mq,...,my) et de matrice de covariance I'x, alors, pour tout A\ dans
R™, la v.a.r. N X = (\,X) est de loi N(Nm,NTx\).

Preuve. On utilise d’abord le fait que, par définition d’un vecteur gaus-
sien, la v.a.r. M’X est de loi normale. Il ne reste plus qu’a calculer son espé-
rance et sa variance. On utilise alors les résultats vus au chapitre IV, pour
obtenir :

ENX) = NEX =XNm
et I'vx = MNTxA O
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On peut aussi caractériser un vecteur gaussien par sa fonction caracté-
ristique, grace a la proposition suivante.

Proposition 5.2.3 Pour qu’un vecteur X de R™ soit un vecteur gaussien,
il faut et il suffit qu’il existe un vecteur m de R™ et une matrice I' symétrique
et positive de dimension n X n tels que, pour tout vecteur \ de R™, on ait:

1
Ox (A, ., ) = exp {i)\’m — 2)\'F)\} )

Dans ce cas, on a: EX =m etT'x =T.

Preuve. Supposons que X soit un vecteur gaussien. Toute v.a.r. de la
forme X' X, pour A dans R”, est donc de loi N(XN'm,N'Tx ). Ainsi sa fonction
caractéristique est :

o, 1
ovx(u) = E(e™NX) = exp {iu)\/m - 2u2)\TX/\}
En posant © = 1 dans cette équation, on obtient :
iNX s N
E(e"™ ) = exp z)\m—§)\FX/\ ,
Ce qui est bien I'expression annoncée pour la fonction caractéristique.

Réciproquement, soit X un vecteur aléatoire dans R™ ayant pour fonction
caractéristique

1 .
wx(N\) = exp {z’)\’m — 2)\TX/\} =E (eZO"X)) ,

pour tout A dans R™. Notons maintenant Y = (\,X) la variable aléatoire
réelle dont la fonction caractéristique est, pour tout v dans R:

oy(u) = E (eiuY) —E (6iu>\’X> _E <€i(>\u,X))

1
= exp {iu)\'m — 2u2)\'1"x)\}

1
= exp {iua — 2u2b}

ot a = Nm et b = NTx\. Par caractérisation, la v.a.r. Y est donc de
loi N(N'm,NTx\). On a donc démontré que toute combinaison linéaire des
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98 Chapitre 5. Vecteurs gaussiens

composantes du vecteur X est de loi normale, et par définition il s’agit bien
d’un vecteur gaussien. a

Notons que, dans tout ce qui précéde, la matrice I'x n’est pas supposée
inversible. En revanche, la définition d’un vecteur gaussien par sa densité,
par rapport a la mesure de Lebesgue dans R™, n’est possible que si cette
matrice est inversible, comme 'affirme la proposition suivante.

Proposition 5.2.4 Soit X un vecteur gaussien dans R™ d’espérance m et de
matrice des covariances I'x. Lorsque I'x est inversible, le vecteur aléatoire
X est dit vecteur aléatoire gaussien non dégénéré et sa loi est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue dans R™ et admet pour densité

= ! ! ex —lx—m/ Hxz—m
fX(x17~-'7$n)_(2ﬂ_)n/2\/m P{ 5( JTx( )}-

Un vecteur gaussien de matrice de covariance I'yx telle que det(I'x) = 0
(i.e. I'x non inversible) est dit dégénéré et n’admet pas de densité par rapport
a la mesure de Lebesgue dans R".

5.3 Propriétés des vecteurs aléatoires gaussiens

5.3.1 Transformation linéaire d’un vecteur gaussien

Proposition 5.3.1 La transformée d’un vecteur gaussien de R™ par une
application linéaire de R™ vers RP est encore un vecteur gaussien.

Preuve. Soit X un vecteur gaussien de R", de vecteur des espérances m et
de matrice de covariance I' x. Soit A la matrice associée & une transformation
linéaire quelconque de R™ vers RP. La matrice A est donc de dimension p x n.
Calculons la fonction caractéristique du vecteur aléatoire Y = AX.

D’aprés ce que 'on a vu au chapitre précédent, pour tout A de RP, on a:

ey(A) = pax(\) =E (eiQ,AX)) —-F (ei(A’)\,X))
1
= ¢x(A\) =exp {M,Am ) A’AFXA'A} .

Par caractérisation, le vecteur Y est donc un vecteur gaussien dans RP
de vecteur des espérances Am et de matrice de covariance AT'x A’, i.e.

Y ~ N,(Am, AT x A'). O
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5.3.2 Vecteur gaussien et indépendance

On a vu précédemment (au chapitre III) que, d’'une maniére générale,
I'indépendance entraine la non corrélation mais que la réciproque est fausse.
Dans le cas d'un vecteur gaussien il y a équivalence, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 5.3.2 Soit X un vecteur gaussien dans R"™. Pour que ses com-
posantes X1,...,X, soient indépendantes, il faut et il suffit que la matrice
de covartance soit diagonale.
Preuve. 11 suffit, bien str, de montrer la réciproque. Supposons donc que

I'x soit diagonale, i.e.

o? 0

I'x = .
0 o2

Comme X est un vecteur gaussien de loi N, (m,I'x), chacune de ses com-
posantes X, pour j = 1,...,n, est de loi normale N(mj,o?) et de fonction
caractéristique::

, 1
px;(Aj) = exp {Mjmj - 20?/\?} )

pour tout A\; dans R.
Par ailleurs, la fonction caractéristique du vecteur X est, pour tout A
dans R™:

1
ox(A\) = exp{i)\’m—2)\TX)\}
= exp zZ;Ajmj—2z;)\] ]
j= j=

Un résultat du chapitre IV permet d’en déduire I'indépendance. O
Corollaire 5.3.3 Si le couple (X,Y) est un vecteur gaussien, on a

XULY e CowlXY)=0.
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100 Chapitre 5. Vecteurs gaussiens

Preuve. Immédiate. O

Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que deux variables aléa-
toires réelles gaussiennes et non corrélées ne sont pas nécessairement indépen-
dantes. Pour s’assurer qu’elles le soient il faut pour cela qu’elles constituent
un couple gaussien.

Contre-ezemple. Considérons une v.a.r. X de loi N(0,1) et € une v.a.r.
discréte de loi définie par:

1

P(Ezl):% et p(a:—l):§

et telle que les v.a.r. € et X soient indépendantes. On pose ¥ = X et
calculons la loi de Y. On a:

Fy(y) = PeX <y)

= P(eX Sybn{e=1)+ P{eX <ybnfe=-1})
= PUX<ybn{e=1)+P{-X <ybnie=—1)
= P(X<yPle=1)+PX = -y)Pe=-1)

= JP(XSy)+5P(X <y) = Fx(y)

Ainsi la v.a.r. Y est de loi N(0,1).
Par ailleurs, puisque X et Y sont centrées et que € et X sont indépen-
dantes, on a:

Cov(X,)Y) =EXY —EXEY = E(¢X?) = EeEX? =0

Les v.a.r. X et Y sont donc non corrélées et cependant elles ne sont pas
indépendantes. En effet, en raisonnant par ’absurde, supposons qu’elles le
soient. D’aprés ce que l'on a vu au début de ce chapitre, le couple (X,Y)
serait gaussien et X + Y serait alors de loi normale et donc absolument
continue.

Or, en notant que X +Y = (14+¢)X, on a:

P(X+Y:O):P(1+5:0):P(sz—l)zi,
ce qui contredit le fait que la v.a.r. X + Y soit absolument continue. Les
v.a.r. X et Y ne sont donc pas indépendantes. &
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Chapitre 6

Convergences
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6.1 Convergence en loi

6.1.1 Deéfinition

Définition 6.1.1 Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires a valeurs dans l’es-
pace probabilisable (RP Brp). On dit que la suite (X,) converge en loi vers
X si, pour toute fonction h de RP vers R, continue et bornée, on a

lim Eh(X,) = Eh(X).

n—-+00

On note X, L X et on dit aussi parfois que la loi de X,, converge vers celle
de X.

Théoréme 6.1.2 (Théoréme de Slutsky)
Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires dans RP, tels que (X,) converge
en loi vers X. Si g est une application continue de RP vers RY, alors on a:

9(Xn) = g(X).

6.1.2 Caractérisation de la convergence en loi

Voyons dans un premier temps une condition nécessaire et suffisante pour
la convergence en loi dans le cas de v.a.r.

Proposition 6.1.3 Soit (X,,) et X des v.a.r. de fonction de répartition (F,)
et F' respectivement. La suite (X,,) converge en loi vers X si, et seulement
St,

lim F,(z) = F(x),

n——+o0o

en tout point x ou F est continue.

Ezemple. On considére la suite (X,,) de v.a.r. telle que, pour tout n, la

v.a.r. X, ait pour loi
1
p(xn:2+> 1,
n

i.e. la loi de X, est la dirac en 2 + % (Px, = dy,1). En raison de la conver-

gence de la suite (24 1/n) vers 2, on a:

1
Ve>2,dng:Vn>ng, 2+ — <=z

n
Vo > 2, dng : Yn > ng, Fr(x) = P(X, <z)=1.
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Par ailleurs, pour tout < 2, on a:
F,(x) = P(X, <2)=0.
Définissons alors X la v.a.r. de loi d2. Sa fonction de répartition est alors:

{O si z <2

Fx(@)=11 4 > 9

On remarque que la fonction Fx est continue sur R\ {2} et que, sur cet
ensemble, on a:
lim F,(z) = F(x).

n—-+4oo
Ainsi, d’aprés la proposition précédente, on a la convergence de X, vers X.
Il est intéressant de noter que la convergence des fonctions de répartition
n’a pas lieu au point de discontinuité de F' puisque ’on a, pour tout n,

F,(2)=0#F(2)=1. ©

Théoréme 6.1.4 Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires de RP, absolument
continus de densité (f,) et f par rapport a la mesure de Lebesgue dans RP.
Si on a, \p-presque-partout,

n
alors
L
X, = X.

Théoréme 6.1.5 (Théoréme de Paul Lévy)

1) Si (X,,) est une suite de variables aléatoires dans RP convergeant en loi
vers une variable aléatoire X dans RP, alors la suite (vx, ) des fonctions ca-
ractéristiques associée a la suite (X,,) converge en tout point vers la fonction
caractéristique px de X, i.e.

X, 5X = VzeRP, ox, (z)— px(z).

2) Soit (X,,) est une suite de variables aléatoires dans RP. Si la suite
(px,,) de ses fonctions caractéristiques converge simplement vers une fonc-
tion @ continue en 0, alors ¢ est la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X et X,, converge en loi vers X, i.e.

ox, () = p(x), Ve e R = X, A X,

ou X est une variable aléatoire de fonction caractéristique .
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Théoréme 6.1.6 (Théoréme de Cramer-Wold)
Soit (Xy,) et X des vecteurs aléatoires dans RP. On a alors l’équivalence
sutvante :
X, 5X & WueR: WX, 5uX.

Preuve. Supposons en premier lieu que X, converge en loi vers X. La
fonction g de RP vers R définie par g(z) = vz, pour u dans RP, est une
forme linéaire. Elle est donc continue. Ainsi, d’aprés le théoréme de Slutsky,
on a la convergence

L
WX, = uX.
Réciproquement, supposons que pour tout u dans RP, on ait
L
WX, = uX.
Le théoréme de Paul Lévy, nous donne alors la convergence

Pu’ X, (t) — Pu'X (t)7

pour tout ¢ dans R. Celle-ci prise en t = 1, nous donne:

Pwx, (1) = px,(u) = ox(u) = puwx(1)

dont on tire, en utilisant la réciproque du théoréme de Paul Lévy, la conver-
L
gence X,, =& X O

6.1.3 Approximation de lois

Concrétement, un des intéréts de la notion de convergence en loi d’une
suite de v.a. (X,) vers X est d’approcher la loi de X,,, qui est souvent
inconnue ou difficilement utilisable, par la loi de X.

a)Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson.

Proposition 6.1.7 Soit (p,) une suite de nombres réels strictement positifs
tels que:

nginoo mPn = A
ot A est un réel strictement positif. Si, pour tout n, X,, est une v.a.r. de loi
B(n,py), alors (X,) converge en loi vers une v.a.r. X de loi de Poisson de
parameétre \.
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Preuve. On admet le résultat suivant dans le corps des complexes :

z. n
si z, — z alors lim (1 + —n) = e~.
n—-+4o0o n
On a déja vu que si X, est de loi binomiale B(n,p,) alors sa fonction
caractéristique est :

n

Px, (1) = (1= pp + pne’)" = (1 —~ W>n.

Or, on a: ‘ ‘
lim np,(1—e*) = A1 —e),

n—-+00
par suite de 'hypothése sur les p,. On a donc la convergence, pour tout ¢
dans R,
it
lim ox, () = XY = px(b),

n—-+o0o

ou la v.a.r. X est de loi de Poisson P(\). O

b) Théoréme de la limite centrale (central limit en anglais)

Le théoréme suivant est fondamental et trés souvent utilisé en Statistique.
Notons auparavant zp1,...,2np les p-coordonnées d'un vecteur z, de RP.
Notons également z,, le vecteur des moyennes des composantes des n premiers
vecteurs de la suite (z,), i.e.

1 n )
n Ej:l 25,1
Zp = :
1 n )
n 23:1 Zj.p
Théoréme 6.1.8 (Théoréme de la limite centrale multidimension-

nel)
Soit (Z,) une suite de vecteurs aléatoires dans (RP,Bgrp), indépendants,
de méme loi de moyenne u et de matrice de covariance 3. On a alors :

ViZn — 1) 5 Ny(0,5).

Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons son cas particulier, corres-
pondant au cas unidimensionnel.

Théoréme 6.1.9 (Théoréme de la limite centrale unidimensionnel)
Soit (Xy) une suite de v.a.r. indépendantes, dans L? et de méme loi de
moyenne i et de variance 0. On a alors

%Z?:lXj _M) _ Z?:lXj — N L
g

\/ﬁ< —~ = N(0,1).
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Preuve (du théoréeme unidimensionnel). Notons

v, _ \/ﬁ(%Z}LlXj—u):@ z":(xjg—u)

o n -
J=1
1 n
= =0
ot les v.a.r. U; sont définies par
X
U =21
o
pour j = 1...,n. Ces derniéres sont, par hypothése, centrées réduites, de

méme loi et indépendantes. On peut alors écrire :
v, (t) = B(e) =R (¢ Vi Ziath)
e (G5) = (+(57))
= U _— = R s
o I \/n vn

ol ¢ est la fonction caractéristique des v.a.r. U;. Or, en utilisant les propriétés
de la fonction caractéristique vues au chapitre IV, on a:

¢/ (0) =i BU; = 0
et ©"(0) = i E(U]z) = —Var U; = —1.

Le développement de Taylor de ¢ & l'ordre 2 et en 0, est alors:

o) = @(0)+¢/(O)u+ 5 &0 +u’e(w)
u2
= 1- o) + u%e(u),

avec ¢ une fonction telle que lim,_,oe(u) = 0.
Ainsi, on peut écrire:

et
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dont on tire aisément la convergence:
—t2/2
SOYn (t) — € / )

quand n tend vers +o00. Reconnaissant, & la limite, la fonction caractéristique
d’une loi N(0,1), le théoréme de Paul-Lévy nous donne la convergence

Y, 5 X,
ou X est une v.a.r. de loi N(0,1). O

Preuve (du théoréeme multidimensionnel). Pour tout u dans RP, notons
X,, = u'Z,. Par hypothése, les v.a.r. constituant la suite (X,) sont donc
indépendantes, de méme loi, d’espérance EX,, = u/u et de variance

Var X,, = v'Zu

En utilisant le théoréme unidimensionnel, il vient alors:
1 n
)
n Zl Xj—u'p
j:

L
T Vasa | MO

Vvn

Cette convergence peut étre réécrite sous la forme:
1 « c L
Vvn EZXJ —u'p | S NOWSu) v - vn(Z,—p) S -2,
i=1

ou Z est un vecteur gaussien Np(0,3).
Ce résultat étant vrai pour tout u dans R?, le théoréme de Cramer-Wold
nous permet de conclure que

quand n tend vers 4oo. O

6.2 Convergence en probabilité

6.2.1 Définition

a) Cas des variables aléatoires réelles
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Définition 6.2.1 On dit que la suite (X,) de v.a.r. converge en probabilité
vers la variable aléatoire X, si

Ve >0, P(|X,—X|>¢e)—0, quand n — +o0.

On note X, £> X.

Remarquons qu’il est équivalent de dire

lim P(|X,—X|>¢)=0
n—-+o0o

et
lim P(|X,—X|<e¢) =1

n—-+o0o

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour avoir la
convergence en probabilité vers une constante.

Proposition 6.2.2 Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans L?. Si on a

lim EX,, =a et lim Var X, =0
n—+oo n—+oo
alors b,
X, —a.

Preuve. Gréace a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut écrire,
pour tout € > 0
E(X, — a)?

P(|X,—al>e¢e) < 5

€
Or, on a déja vu que

E(X, — a)? = Var X, + (EX,, — a)*.

D’ou:
o Var X, + (EX,, — a)?

Ve >0, P(|X,—al>c¢)

2
€
et en utilisant les deux hypothéses, on a bien:

Ve>0, lim P(|X,—al]>¢e)=0

n——+o00

P
et donc X,, — a. O

Proposition 6.2.3 (Loi faible des grands nombres)
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Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans L', indépendantes et identiquement
distribuées de moyenne L.
On a alors la convergence suivante :

1< P
=1

Théoréme 6.2.4 (Théoréeme de Slutsky) Soit (X,) et X des v.a.r. Si
(Xn) converge en probabilité vers la v.a. X et si g est une application continue

de R vers R, alors

9(X.) 5 g(X).

b) Cas des vecteurs aléatoires

Définition 6.2.5 Soit (X,,) et X des vecteurs aléatoires a valeurs dans RP.
On dit que (X,) converge en probabilité vers le vecteur aléatoire X si ses

p composantes X, 1,...,X,, convergent en probabilité vers les composantes
X1,...,Xp de X.

Le théoréme suivant permet de donner une définition équivalente a cette
convergence en probabilité .

Théoréme 6.2.6 Soit || - || une norme quelconque dans RP et (X,,) et X
des vecteurs aléatoires dans RP. La suite (X,,) converge en probabilité vers
la v.a. X si, et seulement st,

| X, — X HL 0, quand n — +00.

Preuve. Démontrons ce résultat pour la norme supérieure dans RP.
Supposons en premier lieu que X, converge en probabilité vers X et no-
tons

Y =l Xo = X [|= max | X, — X |
(2

De l'inégalité
P
(V' >e} | J{| Xni— Xi |> e}
i=1
on tire

p
P(Y >e) <Y P{| Xp;— Xi |>¢}.
=1
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Par hypothése, le terme de droite de cette derniére l'inégalité converge en
probabilité vers 0, d’olt on tire la convergence

vy 2, 0, quand n — 4o0.

Réciproquement, supposons que la v.a.r. Y converge en probabilité vers
0. Ayant, pour tout ¢ = 1,...,p,

{| Xni—Xi|>e} Cc{Y >¢}

et donc
P{ X, —Xi|>e}<PY >¢), Vi=1,...p

on a bien la convergence de X,, vers X en probabilité. O

Proposition 6.2.7 Considérons des suites (X,,) et (Yy) de v.a.r. Si on a
les convergences :

X, 5 x
et Y, 5) Y
et si g est une fonction continue de R? dans R, alors
P
9(Xn,Yn) = g(X\Y).

Preuve. Par hypothése et par définition de la convergence en probabilité
d’un vecteur aléatoire, on a la convergence jointe

(Xn,Yn) £> (X,Y)

Le théoréme de Slutsky (également vrai pour les vecteurs aléatoires) entraine
alors le résultat. O

Corollaire 6.2.8 Soit toujours (X,,) et (Y,) des suites de v.a.r. Si on a les
convergences :

X, 5 x
et Y, By

alors
X, + )Y, 5 x )y,

pour tout A dans R, et
X, v, 5 x.v

Preuve. Immeédiate. O
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6.2.2 Convergence en probabilité et convergence en loi
Théoréme 6.2.9 La convergence en probabilité entraine la convergence en
loi, i.e.

X, 5x = Xx.5Xx

Preuve. Admise. O
La réciproque est fausse sauf quand la limite est une constante.

Proposition 6.2.10 Si (X,,) est une suite de v.a.r. convergeant en loi vers
une constante a dans R, alors elle converge également en probabilité, i.e.

L P
X, 2>a= X, —a.

Preuve. Notons Fj, la fonction de répartition de le v.a.r. X,,, pour tout
n, et I’ celle de la variable aléatoire X déterministe égale & a. On a

P(X=a)=1 et Fx(v)=1k, ).

Notons que la fonction F' est continue sur R\ {a} et que, comme X,, converge
en loi vers X, on a:

lim F,(x) = F(x),

n—-+0o

pour tout x différent de a.
Or, pour tout € strictement positif, on peut écrire:

P(|X,—al<e) = P(—e<X,—a<e)
= P(Xp,<a+¢e)—P(X,<a—¢)
< PXp,<a+¢e)—P(X,<a—¢)

€

= Fyla+e¢e)—Fy(a—e¢).
D’aprés la convergence de (F),) vers F sur R\ {a}, on a:

lim P(|X,—X|<e)=1-0=1,

n—-+o0o

toujours pour tout ¢ strictement positif, ce qui achéve la démonstration. O
Proposition 6.2.11 Supposons que l’on ait les convergences :

X, 5 x

P
et Y, = a,
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pour a dans R. Alors on a:

) Xa+Y,5X+a

i) Xn Y,5X-a
X, r X

i) 7:5? sia0.

Preuve (idée). Le plus dur est de montrer la convergence conjointe
L
(X0, Yn) = (X,a).

La suite est alors une simple utilisation du théoréme de Slutsky. O

6.3 Convergence presque sure

6.3.1 Définition

Définition 6.3.1 On dit que la suite (X,,) de v.a.r. converge presque sire-
ment vers X s’il existe un élément A de la tribu A tel que P(A) =1 et

Ywe A: lim X,(w) =X(w).

n—+4o0o
On note

X, 2% X,
6.3.2 Critéres de convergence p.s.

Théoréme 6.3.2 La suite de v.a.r. (X,,) converge presque sirement vers X
st la suite de v.a.r. (Yy,) définie par:

Y., = sup | X, — X|

n>m
converge en probabilité vers 0.

Proposition 6.3.3 Si, pour tout € strictement positif, la série de terme gé-
néral P [|X,| > €] est convergente, i.e.

Ve >0, Y P[Xu|>e] <+oo,
n

alors (X,,) converge presque sirement vers zéro.
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6.3.3 Convergence presque siire et convergence en probabi-
lité
Théoréme 6.3.4 La convergence presque siire entraine celle en probabilité.

Preuve. Supposons que (X,,) converge presque siirement vers la v.a.r. X.
D’aprés le théoréme précédent, on a, pour

Y., = sup |X,, — X|,

n>m

la convergence
P
Y, — 0,

quand m tend vers +oo. Or, & I'aide de I'inclusion
{I Xm —X|>¢} C {sup | X, — X| >5} ={Y,, > ¢},
n>m

on peut en déduire que

P(| Xy —X|>e)<PY,>e) — 0,

m—-+00

ce qui achéve la démonstration. O
On admet enfin le résultat suivant.

Proposition 6.3.5 Si la suite (X,,) converge en probabilité vers X, il existe
une sous suite (X, )r qui converge presque stirement vers X.
6.3.4 Loi forte des grands nombres

Théoréme 6.3.6 Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi
et dans L'. Notons p lespérance de ces v.a.r. On a alors

- 1 5.
Xn:EZXiﬁw.
=1

Notons que 'on peut obtenir le méme résultat sans qu’il soit nécessaire
que les X, aient méme loi pour tout n.

Théoréme 6.3.7 Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes et dans L*.

Si
lim EX, =pu
n—-+00
=X ver x
t ) 7’” < ,
et s1 ngl 2 +00
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alors

- 1 s,
annzgxi%u.
=

6.4 Convergence dans L?

Définition 6.4.1 Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans LP. On dit qu’elle
converge dans LP vers une v.a.r. X si

| Xn—X ||:Dn_>_+>C>O 0.

Proposition 6.4.2 Soit p et q des réels tels que: 1 < p < q. Si (X,)
converge dans LY vers X, alors la convergence a également lieu dans LP.

Preuve. Immédiate en utilisant 'inégalité vue au chapitre 111

H Xn - X HPSH Xn - X ||q U

Le corollaire suivant est alors évident.

Corollaire 6.4.3 Si on a:
X, — X

alors
Ll
X, — X.

Proposition 6.4.4 La convergence dans L' entraine celle en probabilité.
Preuve. Remarquons que l'on a:
[ Xn =X lpr = E[Xn—-X|

_ / ]Xn—X]dP+/ | X, — X | dP
| Xn—X|>e | Xn—X|<e

/|X o, | X2 eP (X0 =X [ ).
n— >e

v

La convergence de (X,,) vers X dans L' entraine alors que, pour tout e
strictement positif, on a:

P(|X,—X|>e) — 0,

n—-+o0o
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ce qui est bien le résultat annoncé. O

Proposition 6.4.5 Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans L*. Sous les hypo-
theses :
lim EX, =pu

n—-+4o00o
et
lim Var X, =0,

n—-+oo
on a la convergence de (X,,) vers p dans L2.
Preuve. 11 suffit de remarquer que I'on peut écrire:
E(X, —p)? = E(X,-EX,+EX, —u)?
= Var X, + (EX,, — p)?,
qui, par hypothése, converge vers 0, quand n tend vers +oc0. O
Remarquons que lorsqu’on a montré que ces hypothéses suffisaient & en-

trainer la convergence en probabilité, on avait en fait montré la convergence
dans L? ce qui, on vient de le voir, entraine celle en probabilité.

Théoréme 6.4.6 (Loi des grands nombres dans L?)
Soit (X,,) une suite de v.a.r. dans L*, de méme loi et non corrélées de
moyenne u et variance a*. On a alors :

J— L2

X — .
Preuve. D’une part on a, pour tout n:
EX, =pu
et "
— 1 n o?
VarX,, = — Var X = 5 Var X = —

i=1
qui converge vers 0 quand n tend vers +o0o. La proposition précédente permet
alors de conclure. O

6.5 Résumé

L1 = I[P=71%2= !
q>p>2 \
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Gamma, 42

intégrable p/r & une mesure, 60

mesurable, 18
Formule
de Bayes, 22

du changement de variables, 45,

52
Gaussien (vecteur), 96
Holder (inégalité de), 76

Inégalité

de Bienaymé-Tchebychev, 79

de Holder, 76

de Markov, 79

de Minkowski, 76
Indépendance

de deux événements, 22

de tribus, 25

de variables aléatoires, 25, 53

mutuelle d’événements, 24
Intégrale

complexe, 89

de Lebesgue, 63

p/r a la mesure de Dirac, 61

p/r & la mesure de Lebesgue, 63

p/r & une mesure, 57
p/r & une mesure discréte, 62
par rapport a une mesure, 65

Jacobien, 52
Jensen (inégalité de), 74

Lévy (théoreme de), 103
Laplace (transformée de), 86, 89
Lebesgue (théoréme de), 65

Limite centrale (théoréme de la), 105

Loi, 19

absolument continue, 38, 48, 66

Béta, 43

binomiale, 36

binomiale négative, 37
conditionnelle, 50-51
conjointe, 30

continue, 38

de Bernoulli, 36

de Cauchy, 44

de Dirac, 35

de Fisher, 43

de la somme de deux v.a.r., 56
de Poisson, 37

de probabilité, 19

de Student, 43

discréte, 35

du y?, 42

exponentielle, 42

faible des grands nombres, 108
forte des grands nombres, 113, 115
géométrique, 36

gamma, 42

hypergéométrique, 38
log-normale, 43

marginale, 30

multinomiale, 48

normale, 41

uniforme, 41

uniforme discréte, 35

Médiane, 34

Markov (inégalité de), 79
Matrice de covariance, 82
Mesurable

(espace), 10
(fonction), 18
(pavé), 28

Mesure, 13

concentrée sur un ensemble, 15
continue, 15

de comptage, 17

de Dirac, 16
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de Lebesgue, 17
discréte, 15
Minkowski (inégalité de), 76
Moment
absolu d’ordre p, 76
centré d’ordre p, 76
d’ordre p, 76

Négligeabilité, 64
Norme

LY, 75

LP, 76

Presque (propriété vraie)
partout, 64
sirement, 72
Probabilité, 13
conditionnelle, 20
image, 19
produit, 29
PE discrete, 16
Produit de convolution, 56
Produit scalaire dans L2, 77

Quantile, 34
Quartile, 34

Slutsky (théoréeme de), 102, 109

Tchebychev (inégalité de), 79

Transformée de Laplace

d’un vecteur, 89

d’une v.a.r., 86
Transport (théoréeme du), 72
Tribu, 9

borélienne, 13

engendrée, 12

grossiere, 10

produit, 28

trace, 11

Variable aléatoire, 19

absolument continue, 38, 66
complexe, 89
continue, 38
discréte, 19
marginale, 47
réelle, 19
Variance, 77
Vecteur gaussien, 96
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