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Inégalité de Poincaré

Qu'appelle-t-on une inégalité de Poincaré ?
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D C R” domaine convexe borné, f réguliere

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



D C R” domaine convexe borné, f réguliere

HD|:/Df2dX— (/Dfdx>2] S/D|Vf\2dx
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D C R” domaine convexe borné, f réguliere
2
HD|:/ f2dx — (/ fdx) ] S/ |V F|?dx
D D D

o mesure uniforme S" C R™1, f réguliere
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D C R” domaine convexe borné, f réguliere
2
HD|:/ f2dx — (/ fdx) ] S/ |V F|?dx
D D D

o mesure uniforme S" C R™1, f réguliere

2
n[/ f2do — (/ fda> ] < [ |Vf|Pdo
n n Sn
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D C R” domaine convexe borné, f réguliere
2
/€D|:/ f2dx — (/ fdx> ] S/ |V f|?dx
D D D
o mesure uniforme S" C R™1, f réguliere

2
n[/ f2do — (/ fda> ] < [ |Vf|Pdo
n n Sn

7|X

2
dv(x) = de mesure Gaussienne R”, f réguliere
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D C R” domaine convexe borné, f réguliere
2
/€D|:/ f2dx — (/ fdx> ] S/ |V f|?dx
D D D
o mesure uniforme S" C R™1, f réguliere

n[/ f2do — (/ fda>2] S/Sn IVf|2do

— X 2 . e N
dv(x) = %dx mesure Gaussienne R”, f réguliére

/nf2d7—</ fdy) / |VF|Pdy
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Dans la littérature, plusieurs désignations différentes :
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Dans la littérature, plusieurs désignations différentes :

1. Inégalité Poincaré + condition au bord : €2 ouvert borné,
v € H}(2) espace de Sobolev (inconnu de Poincaré),
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Dans la littérature, plusieurs désignations différentes :

1. Inégalité Poincaré + condition au bord : €2 ouvert borné,
v € H}(2) espace de Sobolev (inconnu de Poincaré),

[ vePax < ¢ [ Wpax
Q Q
C > 0.
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Dans la littérature, plusieurs désignations différentes :

1. Inégalité Poincaré + condition au bord : €2 ouvert borné,
v € H}(2) espace de Sobolev (inconnu de Poincaré),

| veafax < € [ 1veopax

C > 0.

2. Inégalité de Poincaré-Wirtinger : € ouvert, régulier, convexe,
v e HY(Q)
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Dans la littérature, plusieurs désignations différentes :

1. Inégalité Poincaré + condition au bord : €2 ouvert borné,
v € H}(2) espace de Sobolev (inconnu de Poincaré),

| veafax < € [ 1veopax

C > 0.

2. Inégalité de Poincaré-Wirtinger : € ouvert, régulier, convexe,
v e HY(Q)

[ veoRax ([ vxax)® < € [ veoax
C>0
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1

1

— | fPdx=) (ah+ b},
21 Joa 2 )

m>1
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1
1
— f2dx =Y (a2, + b2)
2m Jo1] m;
1
— 2 dx 47°m(a2, + b2
27 [071] r;. )
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1
1
— f2dx =Y (a2, + b2)
2m Jo1] %;
1
— 2 dx 47°m(a2, + b2
27 [071] n;. )

4#/ ﬂwS/ 2 dx
[0,1] [0,1]
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Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1
1
— f2dx =Y (a2, + b2)
2m Jo1] %;
1
— 2 dx 47°m(a2, + b2
27T [071] Z )

m>1

4#/ ﬂwS/ 2 dx
[0,1] [0,1]

Remarque : démonstration ok pour sphére (harmoniques sphériques),

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a l'intersection des probabilités, des éq



Historiquement démonstration polynémes orthogonaux.
D = [0,1] f périodique (f(0) = f(1)) et f[o g fax =0

f(x)= Z am cos(2mmx) + bp, sin(2wmx)

m>1
1
— f2dx =Y (a2, + b2)
2m Jo1] %;
1
— 2 dx 47°m(a2, + b2
27T [071] Z )

m>1

4#/ ﬂwS/ 2 dx
[0,1] [0,1]

Remarque : démonstration ok pour sphere (harmoniques sphériques),ok
pour Gaussienne (polyndmes Hermite).
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» Lien probleme isopérimétrique dans R?
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» Lien probleme isopérimétrique dans R?

> Vitesse de convergence de processus ergodique.
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» Lien probleme isopérimétrique dans R?
> Vitesse de convergence de processus ergodique.

» Existence, unicité solution variationelle.
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Lien probleme isopérimétrique dans R?

v

v

Vitesse de convergence de processus ergodique.

v

Existence, unicité solution variationelle.
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» Approche dynamique : démonstrations unifiées ?

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



» Approche dynamique : démonstrations unifiées ?

» Outils géométriques/analytiques ?
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Exemple Gaussien

Equation de la chaleur

Oru=Au R" x (0,00)
u=rf
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Exemple Gaussien

Equation de la chaleur

Oru=Au R" x (0,00)
u=rf

Solutions :

P() = [ ryee S = [ sk Vaai)

= E[f(x+ Bt)]

(Bt)t>0 mouvement brownien.
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Exemple Gaussien

Equation de la chaleur

Oru=Au R" x (0,00)
u=rf

Solutions :

P() = [ ryee S = [ sk Vaai)

= E[f(x+ Bt)]

(Bt)t>0 mouvement brownien.

Rappels : Py = Id et Pyys = Py o Ps.
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Interpolation

d

PUF) = (Pt = [ SPu((PrarP)as
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Interpolation

PUR) = (PP = [ S Pu((Peosf))as
0 S

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0
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Interpolation

PUR) = (PP = [ S Pu((Peosf))as
0 S

t
:2/PMVHJH¢
0

VP,f = P,Vf, u>0
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Interpolation

P - (Puff = [ 2

o ds

Ps((Pe—sf)?)ds

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0

VP, f = P,NVf, u>0
VP> < P,(IVf]?), u>0 (Jensen)

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Interpolation

PUF2) — (PR = /tsz((Pt_sf)z)ds

0 S

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0

VP, f
|VP,f|?

P:(f?) — (P:f)? <

= P,NVf, u>0
< Pu(|VFf[?), u>0 (Jensen)

t 2
2 /0 P.(Pe_s(|VF|)ds
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Interpolation

PUF2) — (PR = /tsz((Pt_sf)z)ds

0 S

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0

VP, f
|VP,f|?

P:(f?) — (P:f)? <

= P,NVf, u>0
< Pu(|VFf[?), u>0 (Jensen)

t 2 _ f 2 s
2 /0 Po(Pe_s(|V[2))ds = 2 /0 PV 2)d
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Interpolation

PUF2) — (PR = /tsz((Pt_sf)z)ds

0 S

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0

VP, f
|VP,f|?

P:(f?) — (P:f)?

IN

IA

= P,NVf, u>0
< Pu(|VFf[?), u>0 (Jensen)

t t

2/ Ps(Pt_5(|Vf|2))ds:2/ P (|VF[2)ds
0 0

2tP,(|VF|?)
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Pour tout x e R",t > 0

P:(f?) — (P:f)? < 2tP:(|V£|?)
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Pour tout x e R",t > 0
P:(f?) — (P:f)? < 2tP:(|V£|?)

t=1/2 et x =0 donne

2
/f2d7—</ fdy) g/ |VF|2dy
n Rn Rn

P:f(x) = / f(x 4+ V2ty)dy(y)

Rappel :
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Autre EDP ?
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Autre EDP ?
Equation de Fokker-Planck (probabiliste)

Oru=Lu R" x (0, 00)
u=r

avec L=A —x-V
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Autre EDP ?
Equation de Fokker-Planck (probabiliste)

Oru=Lu R" x (0, 00)
u=r

avec L=A —x-V

Solutions :

Pef(x) = [ Fle x4 VI=ePy)dr(y)

(Ornstein-Uhlenbeck)
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Autre EDP ?
Equation de Fokker-Planck (probabiliste)

Oru=Lu R" x (0, 00)
u=r

avec L=A —x-V

Solutions :

P.f(x) = / fle ™+ V1—e2ty)dy(y)
(Ornstein-Uhlenbeck)

VP, = e P,V Yu>0
IVP,f? < e 2P,(|Vf[?) (Jensen)
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Méme démonstration.
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Méme démonstration.

t
Pe(f?) — (Pef)? < 2/ e 2= p,(|VF[?)ds
0

= (1-e2)P(VF?))
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Méme démonstration.

t
Pe(f?) — (Pef)? < 2/ e 2= p,(|VF[?)ds
0
= (1= e *)P(VF)

t — o0

fzdfy—(/ fd7> /|Vf\2d7
Rn

Rappel : P:f(x) = [gn f(e7'x + V1 — e 2ty)dy(y).
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et

L opérateur différentiel,
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etl,

L opérateur différentiel, semi-groupe P; = et~

Oru = Lu.
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L opérateur différentiel, semi-groupe P; = et~

Oru = Lu.

oM (f,g) = Lfg — fLF — gLf
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L opérateur différentiel, semi-groupe P; = et~

Oru = Lu.

oM (f,g) = Lfg — fLF — gLf

2l (f,g) = LI(f,g) —T(f,L) —T(g, Lf)
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L opérateur différentiel, semi-groupe P; = et~

Oru = Lu.

oM (f,g) = Lfg — fLF — gLf

2l (f,g) = LI(f,g) —T(f,L) —T(g, Lf)

Notations : ['(f) =T (f,f) et [o(f) = Ta(f, 1)
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Exemples
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Exemples L=AouL=L=A—x-V.
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Exemples L=AouL=L=A—x-V.

r(f) = |VfJ ]
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Exemples L=AouL=L=A—x-V.

[(f) = |Vf]? ]

9 (f) = ||Hessfl|3
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Exemples L=AouL=L=A—x-V.

[(f) = |Vf]? ]

r9(f) = [Hessf | + (0[VF]?)
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Exemples L=AouL=L=A—x-V.

[(f) = |Vf]? ]

r9(f) = [Hessf | + (0[VF]?)

F5(f) = ||Hessf|3 + |Vf]?

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Exemples L=AouL=L=A—x-V.

[(f) = |Vf]? ]

r9(f) = [Hessf | + (0[VF]?)

F5(f) = |Hessf||3 + |[Vf|? = ||Hessf |3+ < IdVf, Vf >
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Plus généralement, V' potentiel convexe
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Plus généralement, V potentiel convexe (HessV > p > 0)

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Plus généralement, V potentiel convexe (HessV > p > 0)

d
Ly=A—VV.V et du= e*V(X)YX
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Plus généralement, V potentiel convexe (HessV > p > 0)

d
Ly=A—VV.V et du= e*V(X)YX

r(f) = |Vf?
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Plus généralement, V potentiel convexe (HessV > p > 0)
_v(x) 9%
Ly=A—-VV-V et du=e 52

r(f) = |Vf|?

[Y(f) = ||Hessf||3+ < HessVVF,Vf >
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Plus généralement, V potentiel convexe (HessV > p > 0)

d
Ly=A—VV.V et du= e*V(X)YX

r(f) = |Vf?

[Y(f) = ||Hessf||3+ < HessVVF,Vf >

Remarque : semi-groupe non explicite !
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PUF2) — (PR = /tsz((Pt_sf)z)ds

0 S

t
= 2/ Ps(|V Pi_sf|?)ds
0

VP,f = P,Nf, u>0
VP, < P,(|VF]?), u>0

P:(f?) — (P:f)?

IN

t t

2/ Ps(Pt_5(|Vf|2))ds:2/ P(|VF[2)ds
0 0

2tP,(|VF|?)

N
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Liens avec l'interpolation

Notons ¢(s) = Ps((Pe—sf)?)
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Liens avec l'interpolation

Notons ¢(s) = Ps((Pe—sf)?)

Interpolation

#(6) —9(0) = P~ (Pif)? = [ "yl (s)ds
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Liens avec l'interpolation

Notons ¢(s) = Ps((Pe—sf)?)

Interpolation

#(6) —9(0) = P~ (Pif)? = [ "yl (s)ds

I calculus
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Liens avec l'interpolation

Notons ¢(s) = Ps((Pe—sf)?)

Interpolation

#(6) —9(0) = P~ (Pif)? = [ "yl (s)ds

I calculus

[(Puf) < c(u)Pu(T(F))? u>0

s+ 1/(s) croissante ?
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Y (s) = 2Ps(M2(Pe—sf))

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersecti



Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Plus précisement, on a
Commutation [Bakry—Emery]

F(P,f) < e 2PUP,(Tf) <= T, >pl, peR
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L = /A, mouvement Brownien

Observons le directement.

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré intersection des probabilités, des éq(



L = /A, mouvement Brownien

Observons le directement.

F2(f) = ||Hessf||3 + 0|V |?
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L = /A, mouvement Brownien

Observons le directement.

F2(f) = ||Hessf||3 + 0|V f|> > 0|Vf|?
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L = /A, mouvement Brownien

Observons le directement.

F2(f) = ||Hessf||3 + 0|V f|> > 0|Vf|?

F(P:f) < eOP,(TF)
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L = /A, mouvement Brownien

Observons le directement.

F2(f) = ||Hessf||3 + 0|V f|> > 0|Vf|?

[(Pef) < ®P(Tf) < |VPf]> < P (|VF]?)
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L = L, Ornstein-Uhlenbeck

F5(f) = ||Hessf|3 + |VF]?
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L = L, Ornstein-Uhlenbeck

F5(f) = |Hessf||3 + |VF|? > |VF|?
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L = L, Ornstein-Uhlenbeck

F5(f) = |Hessf||3 + |VF|? > |VF|?

F(Pef) < e 2tP(Tf)
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L = L, Ornstein-Uhlenbeck

F5(f) = |Hessf||3 + |VF|? > |VF|?

[(Pef) < e 2IP(Tf) <= |VPf> < e 2P (|VF[)
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L =LY, log-concave
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L =LY, log-concave

[5Y(f) > p|VFP,

F(Pef) < e PP (T'f)
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L =LY, log-concave

[5Y(f) > p|VFP,

[(Pf) < e ?'P(Tf) <= |VPf]> < e P (|VF[)
lorsque HessV > p, p > 0.
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L =LY, log-concave

[5Y(f) > p|VFP,

[(Pf) < e ?'P(Tf) <= |VPf]> < e P (|VF[)
lorsque HessV > p, p > 0.

Semi-groupe non explicite, calcul direct impossible
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Exemples précédents dans R” (géométrie euclidienne).
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Exemples précédents dans R” (géométrie euclidienne).

Que se passe-t-il sur la sphére (géométrie différente, Laplacien
différent) ?
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Interpretation géométrique

(M, g) variété Riemannienne, A opérateur Laplace-Beltrami.
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Interpretation géométrique

(M, g) variété Riemannienne, A opérateur Laplace-Beltrami.

Formule Bochner

%A(ywﬁ) — AfV(Af) = ||Hessf||3 + Ric(VF, VF)
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Interpretation géométrique

(M, g) variété Riemannienne, A opérateur Laplace-Beltrami.

Formule Bochner

%A(ywﬁ) — AfV(Af) = ||Hessf||3 + Ric(VF, VF)

I'2A(f) = HHessfH% + Ric(Vf, Vr)
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Interpretation géométrique

(M, g) variété Riemannienne, A opérateur Laplace-Beltrami.
Formule Bochner

%A(ywﬁ) — AfV(Af) = ||Hessf||3 + Ric(VF, VF)

I'2A(f) = HHessfH% + Ric(Vf, Vr)
Si Ric > p

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Interpretation géométrique

(M, g) variété Riemannienne, A opérateur Laplace-Beltrami.
Formule Bochner

%A(ywﬁ) — AfV(Af) = ||Hessf||3 + Ric(VF, VF)

r2(f) = ||Hessf||3 + Ric(Vf, VF)
Si Ric > p alors T2 (f) > p|Vf|?> = pl'(f)
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Interprétation géometrique

Analogie : > > pl" minoration de la courbure.
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Interprétation géometrique

Analogie : > > pl" minoration de la courbure.

Pour L opérateur diffusion, 'y substitut fonctionnel minoration
courbure.
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Interprétation géometrique

Analogie : > > pl" minoration de la courbure.

Pour L opérateur diffusion, 'y substitut fonctionnel minoration
courbure.

Idée de comparaison modeles références :

p=0, (R"dx,|VFJ?)
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Interprétation géometrique

Analogie : > > pl" minoration de la courbure.

Pour L opérateur diffusion, 'y substitut fonctionnel minoration
courbure.

Idée de comparaison modeles références :

p=0, (R"dx,|VFJ?)

p=n—1, (S",do,|VF|3)
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Interprétation géometrique

Analogie : > > pl" minoration de la courbure.

Pour L opérateur diffusion, 'y substitut fonctionnel minoration
courbure.

Idée de comparaison modeles références :

p=0, (R"dx,|VFJ?)

p=n—1, (S",do,|VF|3)

p=1 (R" dvy,|VFP)

Kevin Tanguy Inégalité de Poincaré : a I'intersection des probabilités, des éqy



Pour aller plus loin

Critere CD(p,00) <= T > pl
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Pour aller plus loin

Critere CD(p,00) <= T > pl

CD(p, n) avec la dimension de (M, g) ?
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Pour aller plus loin

Critere CD(p,0) <= T > pl
CD(p, n) avec la dimension de (M, g) ?

Pour A sur R”,

Ma(f) = HHessfH%
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Pour aller plus loin

Critere CD(p,0) <= T > pl
CD(p, n) avec la dimension de (M, g) ?

Pour A sur R”,

1
M2(f) = ||Hessf||3 > ;(Af)2 + 0|VFf|?
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Pour aller plus loin

Critere CD(p,0) <= T > pl
CD(p, n) avec la dimension de (M, g) ?

Pour A sur R”,

1
ra(f) = [Hessf |3 > —(AF)? + 0|V FP J

Permet d’obtenir inegalités Sobolev, 1 < p <2n/(n—2),

C(p, n) /,f‘pd )2/ /fzdu] S/F(f)du
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Minoration de Lichnerowicz

Application

1
CD(p.n), p>0.n>1 <= To(f) 2 pI(F) + (L7 J
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Minoration de Lichnerowicz

Application

1
CD(p.n), p>0.n>1 <= To(f) 2 pI(F) + (L7 J

IPP
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Minoration de Lichnerowicz

Application

1
CD(p.n), p>0.n>1 <= To(f) 2 pI(F) + (L7 J

IPP

/F(f)duz/f(ﬁf)du, /I’z(f)du:/(ﬁf)2du
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Minoration de Lichnerowicz

Application

1
CD(p.n), p>0.n>1 <= To(f) 2 pI(F) + (L7 J

IPP
/F(f)duz/f(ﬁf)du, /Fz(f)du:/(ﬁf)zdu

Donc

/ (LF)2du > np—_”l / F(—LF)dp J
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf=M, A>0
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =X, A>0alors

/ (£F)2du > % / F(—LF)dpu
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =X, A>0alors

/ (£F)2du > p”l / F(—LF)dpu

n—

implique
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =M, A>0
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =X, A>0alors

Lichnerowicz, £ = A
(M, g) dimension n > 1 et Ric>p >0

pn
n—1

A1 >
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =X, A>0alors

Lichnerowicz, £ = A
(M, g) dimension n > 1 et Ric>p >0

pn
n—1

A1 >

Comparaison A\; de M avec A1 de sphére.
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Minoration de Lichnerowicz

Si —Lf =X, A>0alors

Lichnerowicz, £ = A
(M, g) dimension n > 1 et Ric>p >0

pn
n—1

A1 >

Comparaison A\; de M avec A1 de sphére.

CD(p, n) donne constante Poincaré n pour S".
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Merci de votre attention.
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