ETUDE DE MAXIMA DE FAMILLES GAUSSIENNES
par

Kevin Tanguy, sous la direction de M.Ledoux

Résumé. —

Le sujet de ce mémoire étudie plusieurs aspects dans ’étude de maxima de
familles gaussiennes. Nous nous appuyons sur la monographie de S. Chatterjee
”Superconcentration and related topics”.

Nous parlerons essentiellement du phénomeéne de superconcentration. Nous
rassemblerons, dans un premier temps, tout un ensemble de résultats analy-
tiques qui nous permettra de développer les outils nécessaires a ’étude du
phénomeéne de superconcentration. Dans un second temps, nous illustrerons,
par différents exemples, cette propriété de familles de variables aléatoires
gaussiennes.



KEVIN TANGUY, SOUS LA DIRECTION DE M.LEDOUX



ETUDE DE MAXIMA DE FAMILLES GAUSSIENNES

Table des matiéres

[Partie I. Notations|.................... .. .. 4
[Partie Il. Introductionl................. ... ... ... . ... 6
|[Partie III. Outils analytiques|............................ 8
[1. Semi-groupe de Markov|.............. ..., 8
[2. Inégalités de Poincaré|............... ... .. ..., 13
[3. Inégalité fonctionnelle et hypercontractivite]............... 21
[4. Méthode de Talagrand|............ ... ... .. ... ... 27
[5. Superconcentration et chaos|..................... ... ... ... 31
Partie 1V. Modeles|...................... .o .. 36
6. Verres de spinl........ oo 36
[7. NK'landscape|. . ... 55
|8. Modele de percolation|.............. ... ... 57
19. Polymeres dirigés en milieu aléatoire|...................... 62
[Partie V. Annexel............. ... ... ...l 71
[10. Resultats sur les variables aléatoires gaussiennes|......... 71
[11. Théoreme d’hypercontractivite|........................... 79
[12. Inégalité de Hoeffding|.................o i i i 80




4 KEVIN TANGUY, SOUS LA DIRECTION DE M.LEDOUX

PARTIE 1
NOTATIONS

Nous présentons les notations que nous avons adopté et que nous avons
essayé de maintenir cohérentes tout au long de ce mémoire.

En général, C désigne une constante positive qui peut souvent varier d’une
ligne & une autre.

| - | désignera la norme Euclidienne sur R". La semi-norme de Lipschitz
| f|l ip d'une fonction de R™ a valeurs réelles est donnée par :

— J(t
iy = sop { LI O e
Sauf mention contraire, < - > désignera le produit scalaire Euclidien

usuel. Cependant, nous utiliserons parfois le symbole - pour ne pas alourdir
les notations.

La mesure standard gaussienne sur R"™ sera notée par +; il s’agit de la
mesure de probabilité sur R” de densité :

1 2
exp(—|x|/2).
a7 (Il /2)
Nous noterons par X,Y, Z, ... les variables aléatoires gaussiennes, que nous

supposerons toujours centrées, et par B; le mouvement Brownien standard de
R™.

I' désignera la matrice de covariance d’un vecteur gaussien. Nous suppo-
serons toujours que I' est semi-définie positive, nous noterons par M la
matrice telle que ‘MM =T.

Etant donné un vecteur gaussien X = (Xj,...,X,), nous noterons par
M = max;—1,.. n X;.

Pour simplifier les notations, nous posons ¢; = e ! et d;y := V1 —e 2.
Nous préciserons par moment par rapport a quelle mesure nous intégrons,
par exemple E,[f]. Lorsque que le cadre sera clair, nous omettrons cet indice
pour alléger les notations.

Hj, fera référence au k-ieme polynome normalisé d’Hermite.
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P, désignera un semi-groupe, L le générateur infinitésimal qui lui est associé.
Lorque nous parlerons du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck (OU), nous no-
terons le domaine de L par A, ou

A= { f € C*(R™,R), & croissance au plus polynémiale}.
£ fera référence a ’énergie de Dirichlet.

Dans le réseau Z¢, Pry désignera un chemin reliant les points x € 7% et
d
y € Z°.
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PARTIE II
INTRODUCTION

Les inégalités de concentration fournissent des bornes efficaces a horizon fini
qui permettent de quantifier les phénomenes asymptotiques. Elles sont le plus
souvent robustes, et ont démontré leur efficacité dans ’examen de nombreux
modeles, en analyse géométrique et fonctionnelle, en physique statistique, en
probabilités ou encore en statistiques.

Les inégalités de concentration traditionnelles concernent toutefois des
classes générales de fonctionnelles, sans nécessairement prendre en compte les
spécificités de certains exemples. Plusieurs modeles ont en effet récemment
mis en évidence des comportements plus précis de la variance qui relevent
d’un phénomene de superconcentration précisant la concentration usuelle.

Dans ce mémoire nous nous attacherons a 1’étude de ce phénomene. Le
plus simple, pour fixer les idées sur la signification du mot superconcentra-
tion, est de l'illustrer par un exemple facile.

Considérons un < baby » modele. Soit X une variable aléatoire réelle
gaussienne standard, prenons alors Xi,...,X, n copies indépendantes.
Nous voulons nous intéresser au maximum de cette famille, posons alors
M = max;=1, . n Xi-

Il est bien connu que E(M) se comporte en +/logn. De plus, I'inégalité
de Poincaré, vérifiée par la mesure gaussienne sur R", nous fournit I'inégalité
suivante :

(1) Var(M) < 1.

Bien entendu, nous rappellerons ultérieurement ce qu’est une inégalité de

Poincaré, de quelle maniere on peut 'obtenir et enfin, comment nous permet-
elle d’avoir I'inégalité .

Néanmoins, il faut retenir qu’une étude plus fine de la variance du maximum
de nos gaussiennes nous assure que :

C
M) <
Var(M) < g
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ou C > 0.

Ainsi, la théorie classique de la concentration nous donne un résultat
sous-optimal. Notre variable aléatoire se concentre autour de sa moyenne bien
plus rapidement que ’on pouvait le croire. Bien qu’étant un outil majeur de la
théorie de la concentration, I'inégalité de Poincaré n’est pas assez précise pour
nous donner le véritable comportement de la variance dans cette exemple.
On assiste la & un phénomene que 'on peut qualifier de superconcentration.
Nous verrons par la suite une définition précise de cette notion et nous
developperons des outils permettant d’établir ce phénomene. Enfin, nous
étudierons différents modeles, autrement plus compliqués que celui que nous
venons d’énoncer, pour montrer qu’ils sont & méme de vérifier un phénomene
de superconcentration.

Nous allons aborder 'inégalité de Poincaré de deux points de vue différents
pour obtenir de la superconcentration. Le premier consiste & utiliser 1’outil
de I’hypercontractivité pour améliorer 'inégalité de Poincaré : il s’agit de
I'inégalité de Talagrand. Néanmoins cette approche ne fonctionnera pas pour
tout les modeles considérés. C’est pourquoi, dans un deuxieéme temps, nous
étudierons l'inégalité de Poincaré de fagon spectrale. Plus précisement, nous
exploiterons le fait que le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (nous utiliserons parfois 1’abréviation OU) admet pour fonctions
propres une base hilbertienne de L?(y") : les polynémes d’Hermite.

Enfin, nous constaterons que nous pouvons améliorer I'un de nos résultats en
combinant une méthode d’interpolation avec un Théoreme de Bernstein sur
les fonctions complétement monotones.

Nous illustrerons ces deux approches, via la décomposition spectrale et
I'inégalité de Talagrand, en étudiant différents modeles : celui de Sherrington
et Kirkpatrick sur les verres de spin, le modéle <« NK landscape > de génétique
et enfin un modele de percolation ainsi qu’un modele de polymeres dirigés en
milieu aléatoire.
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PARTIE III
OUTILS ANALYTIQUES

1. Semi-groupe de Markov

Dans cette section, nous allons faire des rappels sur les semi-groupes de
Markov et nous montrerons de quelles maniéres ces derniers nous permettent
d’établir 'inégalité de Poincaré pour la mesure gaussienne. Nous parlerons
également du lien existant entre la décomposition spectrale d’un générateur
infinitésimal et de l’inégalité de Poincaré. Nous aborderons ensuite les
inégalités de Sobolev logarithmiques ainsi que la notion d’hypercontractivité.
L’hypercontractivité est une des clés qui nous permettra d’obtenir, par la
suite, des résultats de superconcentration.

1.1. Définition et propriétés. — Nous rappelons, par soucis de consis-
tance, la définition d’un processus de Markov. Pour plus de détails voir le livre
de D.Revuz et M.Yor (18).

Définition 1. — Soit (2, F) un espace mesurable. Un noyau N sur Q est
une application de Q x F dans Ry U {+o0} telle que

1. pour tout w € §, Uapplication A — N(w, A) est une mesure positive sur
F;

2. pour tout A € F, Uapplication x — N(w, A) est F-mesurable.

Remarque 1. — Un noyau P est appelé probabilité de transition si
P(w,Q) =1 pour tout w € Q.

Définition 2. — Une fonction de transition sur (Q, F) est une famille P,
0 < s <t de probabilités de transition sur (2, F) telle que pour n’importe quel
triplet de nombres réels s <t < v, nous avons :

[ Petle ) Pray 4) = Pesfo ),
pour tout w € Q2 et A € F.

Définition 3. — Soit (U, F,(Fi)e>0,P) un espace de probabilité filtré. Un
processus adapté X est un processus de Markov par rapport a la filtration Fy,
de fonction de transition Ps; si pour toute fonction f mesurable positive et
n’importe quel couple (s,t) tel que s < t,

E[f(Xt”]:s] = Ps,t(Xs) P— pb.s.
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Introduisons quelques notions de bases sur les semi-groupes de Markov.

On suppose que (X¢)i>0 est un processus de Markov & valeurs dans un
espace d’état abstrait. Ce processus de Markov permet de définir naturelle-
ment un semi-groupe d’opérateurs (P;)¢>0, a savoir Pso P, = Py et Py = Id,
agissant sur un certain ensemble de fonctions :

P f(z) = E(f(X)|Xo = 2),

en supposant que l'expression ci-dessus soit bien définie. Par la suite nous
utiliserons un certain nombre de résultats essentiels sur un semi-groupe bien
spécifique : celui d’Ornstein-Uhlenbeck.

Bien que nous allons énoncer des résultats généraux sur des processus
de Markov vérifiant certaines hypotheses, 'exemple qui nous servira de fil
conducteur est celui du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. C’est pourquoi nous
faisons I’hypothese supplémentaire : les fonctions f que nous considererons par
la suite seront de classe C? & croissance au plus polynomiale. Ceci rendra li-
cite les calculs que nous feront. Nous noterons par A cet ensemble de fonctions.

La propriété de Markov de notre processus nous assure que (P;);>p est
bien un semi-groupe.

Pour une classe de fonction convenablement choisie, de telle sorte que la
limite suivante ait un sens, on définit le générateur infinitésimal associé a
notre semi-groupe par :

. Rf-7

Lf :=lim ——= = 0, P|;—o.

t—0 t
Celui-ci permet de décrire le comportement local de notre processus.
L’équation de la chaleur associée a notre semi-groupe P; est :

0¢Py = LP;.
On obtient facilement en étudiant cette équation que :
_ tL k
Pt =€ = %l L".
k=0

On dit qu’un processus de Markov X; possede une mesure de probabilité
invariante u : si pour toute fonctions f sur lesquelles le semi-groupe (P;); peut
agir, on a u(Pyf) = pu(f). Cette mesure permet de définir un espace L? et un
produit scalaire :

< fig>u= /fgdu-
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Cela permet également de définir une forme bilinéaire £ trés importante que
nous retrouverons par la suite. £ est appelée énergie de Dirichlet du semi-
groupe de Markov P;.

E(fg) = — < fiLg >= — / fLgdp.

Nous ferons ’hypotheése que notre processus de Markov X; admet une telle
mesure invariante p. On supposera, enfin, que notre processus de Markov est
réversible, ainsi L est un opérateur auto-adjoint et £ est symétrique. Autre-
ment dit, pour toute fonction f et g on a :

<Pf,g >u=< [, Pig >u -
Remarque 2. — 1l convient de noter que les hypothéses que nous imposons
ne sont pas gratuites. En général, il est difficile d’exhiber une mesure inva-
riante. Le générateur infinitésimal peut ne pas étre défini et si jamais il exis-

tait, il ne serait pas forcément autoadjoint.

Nous allons établir un Lemme important qui permet de relier la forme bi-
linéaire de covariance a celle de Dirichlet.

Lemme 1 (Lemme de covariance). — Pour tout f,g € L*(p),

Covu(f,g)Z/O E(f, Pg)dt,

pourvy, que l’on puisse dériver en t sous le signe intégrale et que I’équation de
la chaleur 0,P,g = LP.,g soit vérifiée.

Démonstration. — On rappelle que P;g converge vers E,(g) dans L?(u)

lorsque t — oo (il suffit d’utiliser le Théoréme de convergence dominé). Ainsi
en utilisant nos hypotheses on obtient :

Covu(f,9) = <fig>—lim <f Pg>
= —/ 8t<f,Ptg>dt
0
= —/ < f,0.Pg > dt
0

00 0o
= / < f,LPg > dt = / E(f, P,g)dt.
0 0



ETUDE DE MAXIMA DE FAMILLES GAUSSIENNES 11

1.2. Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. — Voici a présent le semi-
groupe que nous rencontrerons tout au long de ce mémoire. Il est d’'un intérét
tout particulier car il admet la mesure gaussienne v pour mesure invariante.

Par souci de consistance nous rappelons quelques résultats sur le semi-
groupe de Ornstein Uhlenbeck. Nous nous inspirerons grandement du livre
(). Nous ne donnerons que la définition et les propriétés de ce semi-groupe
sur la droite réelle. Bien entendu tout ceci se généralise a R"™.

On munit également la droite réelle de la mesure Gaussienne standard :

dy(w) = e~/ du.
Définition 4. — Nous définissons le processus d’Ornstein-Ulhenbeck X
comme solution de l’équation différentielle stochastique suivante :

dX; = —Xdt + V2dB;,

ot By est un mouvement Brownien standard.

Remarque 3. — Nous pouvons également voir le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck sur R comme la famille d’opérateurs agissant sur les fonctions f de
A par :

P(f)(x) = /R Fete + VI - e By)dn(y).

Ceci nous fournit une représentation intégrale de l’action du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck sur une fonction. On peut reformuler ceci plus simple-
ment en adoptant les notations suivantes : soit X une variable gaussienne
centrée réduite N'(0,1), on pose ¢; := e~ ! et dy := /1 — e~ 2t

On peut alors réécrire la définition précédente :

P(f)@) = E,(fleta+v1—e X))
= E,y(f(ctx—i-th))

Nous admettrons certains des résultats classiques suivants.

Proposition 1. — 1. Nous appellerons par la suite le générateur infi-
nitésimal de la famille (Py)i>o Uopérateur L défini sur A par :

L(f)(x) = f(z) — af'(x).
2. Propriété de semi-groupe : P, o Ps = Pyy4 et P(Id) = Id.
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3. Propriété d’invariance et de symétrie : soient X,Y deux variables
aléatoires i.i.d. N(0,1), alors pour tout f,g € A et toutt >0 on a :

E'y(fptg) = E'y(gptf)-
En particulier, E,(P.f) = E,(f).

4. Propriété de dérivation : OyPyf = (P,oL)f = (Lo P,)f.

5. Propriété de contraction : l'opérateur P, est une contraction de L>(y)
et de LP(v) quelque soit p > 1. Plus précisément, pour tout p € [1,+0o0]
et tout f € A on a:

1Eefllp < 1 F1lp-

Démonstration. — Démontrons la premiere assertion. Rappelons que le pro-
cessus d’Ornstein- Uhlenbeck est solution de ’'EDS suivante :

dX; = V2B, — X,dt,
(2) {
X(0)==z

Nous noterons par la suite X} le processus a 'instant ¢ issu de . La formule
d’Tto (cf. (18)) appliquée a une fonction f € A nous fournit :

FXE) = fa) + /0 [F(X7) — X7 f/(X7)]ds + V2 /0 F/(X2)dBs.

Or, f' € L?(7). Ainsi le dernier terme dans 1’égalité précédente est une mar-
tingale. Si on prend ’espérance dans cette derniere égalitée nous obtenons

lim Blf(XE) — f@)] _ lim — /tIE[Af(X;”)}dS = Af(z),
0

t—0 t t—0 t

oun Af = f" —xf".

Prouvons la propriété d’invariance et de symétrie. Soit X et Y deux gausiennes
standards indépendantes. Par définition, pour toutes fonctions f,g € A et
pour tous t > 0, on a :

E\[fPig] = By [f(X)Pg(X)] = E,[f(X)g(c:X + diY)].
Or, les couples de variables (X, ¢ X 4+ diY) et (X + d;Y, X) ont méme loi.

On peut donc inverser les roles de f et g pour obtenir :

]E'y(fptg) = Ew(gptf)-
En appliquant ceci a g = 1, on trouve que F;1 = 1. Nous observons donc la
propriété d’invariance de P; sous «y. C’est-a-dire, pour toute fonction f € A et
tout £ > 0,

E, [P.f] = E,[f].
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La propriété de dérivation découle de I'utilisation du Théoreme de dérivation
sous le signe intégral et d’une intégration par partie gaussienne (nous utili-
serons fréquemment l'intégration par partie gaussienne dans nos calculs, cf.

Annexe . O

On peut généraliser le processus de OU en dimension n. On considere n
processus d’Ornstein-Uhlenbeck de dimension un, tous indépendants les uns
des autres, le processus d’'OU en dimension n sera le vecteur de R™ ayant
pour coordonnées ces n processus indépendants. Ainsi notre semi-groupe et
son générateur infinitésimal se réécrivent de la manieére suivante :

— Pf(z) =E(f(ctx + diZ)) ol Z est un vecteur gaussien standard

- Lf(z) = Af(x) —z- Vf(z)

Une simple utilisation de 'intégration par partie gaussienne (cf. Annexe
nous permet d’établir un lien entre le gradient d’une fonction et son énergie
de Dirichlet :

E(f.9) =En(Vf-Vyg),

ol 7y est la mesure standard gaussienne sur R".

2. Inégalités de Poincaré

2.1. Inégalité de Poincaré et semi-groupes. — Etablissons une inégalité
fonctionnelle, pour le semi-groupe de OU, qui nous sera utile par la suite.

Définition 5. — Soient P, un semi-groupe de Markov avec son énergie de
Dirichlet associée € et une mesure invariante . Ce semi-groupe vérifie une
inégalité de Poincaré de constante C > 0 si pour toute fonction f € L?(u),

VCLTN,(f) < C(S‘(f, f)a

lorsque le second membre a un sens.

Proposition 2. — Le semi-groupe de OU de dimension n vérifie une inégalité
de Poincaré avec une constante optimale C = 1.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que ’'on a :

VP f=¢"'PV,
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ou le vecteur P,V f a pour i-eme composante P;0;f. Utilisons a présent le
Lemme de covariance

Var(p) = [ et nna
- /OOOIEV(Vf-VPtf)dt

::'/me4E%VngVfMt
0

Puis en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient les deux inégalités
suivantes :

-~ Vf-BVf<|Vf|PVf|ou|-| désigne la norme euclidienne.

1/2
B (VAR < [m(mﬁ)m(mwr?)]

De plus, par I'inégalité de Jensen et la propriété d’invariance :
E, ((Ph)?) < E,(h?),

pour n’importe quelle fonction réelle h. En combinant ces derniers résultats
on obtient finalement que :

Var,(f) < Ey([Vf?) = E(f. f)-
O

Remarque 4. — Nous avons choisit de présenter une démonstration du type
noyau de la chaleur. Une autre méthode, pour prouver ce résultat, consiste a
démontrer une inégalité de Poincaré pour la loi de Bernoulli. Enfin la pro-
priété de tensorisation de la variance combinée avec le Théoréme de la limite
centrale nous permet d’obtenir 'inégalité de Poincaré pour la mesure gaus-
sienne. Comme nous le verrons par la suite nous pouvons aussi démontrer ce
résultat en utilisant un résultat de décomposition spectrale.

Donnons une application de cette inégalité, qui nous permettra de
démontrer l'affirmation de lintroduction : Var,(max(Xi,...,X,)) < 1 ou
X1,...,X, sont des variables aléatoires gaussiennes standards indépendantes.

Proposition 3. — Soit X = (X1,...,X,) un vecteur gaussien de matrice de
covariance T'. Soit f € L?(v) une fonction absolument continue. L’inégalité
susvante est toujours vérifiée :

Var(f(X)) <Epn[ < MVf,MVf>] =En[<TVf,Vf>].

Démonstration. — Sans perdre de généralité on peut supposer que I', qui est
toujours positive, soit également définie positive. Ainsi, il existe M € M, (R)
telle que I' = *M M. Notons alors que, si Z suit une loi N'(0, I;) alors, M Z suit
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une loi A(0,T). En appliquant I'inégalité de Poincaré, vérifiée par la mesure
gaussienne de R", a la fonction g(z) := f(Mz) nous obtenons que :

Var(f(X)) <Epw|[<MVf,MVf>]=En[<TVfVf>].

Si f n’est pas suffisamment réguliere, on proceéde par convolution avec un

. 1|2 . s .
noyau gaussien 7€ 21%/2¢ On conclut par convergence dominée, en fai-

1
(2me)™
sant tendre e vers 0. O

Nous en déduisons le résultat suivant :

Corollaire 1. — Soit X = (X1,...,X,) un vecteur gaussien de matrice de
covariance I'. L’inégalité suivante est toujours vérifiée :

Var( max X;) < max Var(X;).

i=1...n

Démonstration. — En remarquant que la fonction suivante :

n

@) 1= log(} ™),
=1

oux = (x1,...,x,) converge vers max;—i._, x; lorsque 5 — oo (il s’agit d’une
approximation de Gibbs). Il nous suffit de montrer la proposition pour la
fonction f et conclure par convergence dominée.

En conservant les notations de la démonstration de la proposition précédente
et en appliquant cette derniere a la fonction f définie ci-dessus, nous avons :

Vary(f(X)) <E,[<MVf,MVf>]=E,[<TVf,Vf>],

ou Vf; = <Zfﬁ2m1> On pose alors pour alléger les notations :

=1
n
Ly = E P,
i=1

Nous obtenons donc :

Vary(f(X)) < E,[<TVf,Vf>]
n BXi oBX;
e erti
e
2,7=1
" eBXi oBX;
< maxIy; x E, =maxI’ ;
ijo et Zn  Zn i
1,7=1
<

maxI'; ; = max Var,(X;).
1 (2
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En effet, pour tout i, j par Cauchy-Schwarz,
Cov(Xi, X;) < E'Y(X’LQ)I/2E'Y(X]2)1/2 < mawa(Xf)-
K2

Et comme f(X) < logn) i, X; € L? on peut conclure par convergence
dominée. 0

Autrement dit, ceci signifie que 'ordre de fluctuation du maximum est tou-
jours inférieur a l'ordre de fluctuation de la coordonnée la plus fluctuante.
Nous noterons bien que ce résultat ne prend plus en compte la structure de
corrélation de notre vecteur.

2.2. Inégalité de Poincaré et décomposition spectrale. — On
considere de nouveau (X;);>p un processus de Markov réversible & valeurs
dans un espace d’état abstrait, de semi-groupe P;, admettant une mesure
d’équilibre u, un générateur infinitésimal L et une forme de Dirichlet £.

Dans cette section nous allons nous intéresser au spectre de l'opérateur
L. L’étude du spectre combiné avec l’identité de Plancherel nous fournit
un nouveau point de vue sur l'inégalité de Poincaré vérifiée par la mesure
gaussienne. En particulier cette nouvelle approche nous permettra par la
suite d’obtenir un outil pour montrer un phénomene de superconcentration,
via le semi-groupe de OU et des polynomes d’Hermites qui sont associés au
générateur infinitésimal de ce semi-groupe.

Puisque le processus que nous considérons est réversible cela implique
que L est un opérateur autoadjoint. Plus encore, celui-ci est méme défini
négativement. En effet I'inégalité de Cauchy-Schwarz et celle de Jensen nous
assurent que pour toute fonction f € L?(u) nous avons :

/fPtfdu < (/fgdu> 1/2</(Ptf)2du> v < /deu-

C’est pourquoi 'utilisation du Lemme de Fatou nous fournit 'inégalité sui-
vante :

< f,Lf >= /limf(Ptf_ﬁd,u < liminf/f(Ptf_f)d,ug 0.
t—0 t t—0 t
On remarque alors que 0 est toujours une valeur propre de L puisque L,
appliqué a n’importe quelle constante vaut toujours 0. Souvent, comme
cela sera le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, les valeurs propres de
I'opérateur — L peuvent étre ordonnées en une suite dénombrable croissante :
0 =X < A < ---. auxquelles correspondent, respectivement, une suite de

fonctions propres ug := 1, uq, ....
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Cette suite de fonctions propres forme une base hilbertienne de L?(yu).
Si Lf = 0 alors P.f = e = f pour toutes fonctions f. C’est pourquoi
f=limy_o P,f = [ fdp. En particulier, I'identité de Plancherel nous donne

Hf||%2(u) = Z <up, f>2
k=0

En traduisant ceci de maniere probabiliste nous avons, < ug, f >= E,(f) et
que :

Var,(f) = Z <ug, f >
k=1

Nous pouvons obtenir une relation entre ’énergie de Dirichlet et le spectre de
L. Puisque

oo
f:Z<uk7f>uk‘a

k=0
nous en déduisons que :

oo [ee]
Efof)=—(£LE =D M <up, f>=D e <up, f>2
k=0 k=1
Etablissons a présent un Lemme reliant 'inégalité de Poincaré du semi-groupe
avec la décomposition spectrale.

Lemme 2. — Un semi-groupe de Markov satisfait une inégalité de Poincaré
si et seulement si \y > 0, et dans ce cas, la constante optimale est 1/\;.

Démonstration. — Supposons A1 > 0. Alors pour n’importe quelle fonction
f et (),
1 1
1% = >2< =) N < >i= ¢ :
aru(f) ;<Uk,f _)\1;1 k< ug, f N (f f)

Pour montrer que 1/A\; est la constante optimale, il suffit d’observer que
I’égalité est atteinte lorsque f = uq.

Si maintenant Ay = 0, alors w; doit étre non constant et donc de va-
riance non nulle. En effet u; est orthogonal aux fonctions constantes. D’un
autre coté E(uy,u1) = 0. Ceci prouve donc que le semi-groupe de Markov ne
peut satisfaire une inégalité de Poincaré. O

Remarque 5. — Finalement tout ceci revient uniquement a comparer f et f’
en norme L? apreés les avoir décomposées suivant les polynémes d’Hermite.
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Voici un résultat important qui exploite la version spectrale de 'inégalité de
Poincaré. Nous 'utiliserons par la suite pour démontrer un premier résultat
de superconcentration pour le modele des verres de spin de Sherrington et
Kirkpatrick.

Proposition 4. — Soit m > 1 et supposons que la m-iéme valeur propre A,
de Dopérateur L soit strictement positive. Alors pour n’importe quelle fonction

feL*(p),

m—1
Var,(f) < ; <y, f>2 +w.

Démonstration. — Grace a la formule de Plancherel nous pouvons réécrire la
variation de f sous forme de série. Nous utiliserons aussi le fait que nos valeurs
propres sont rangées par ordre croissant.

Var,(f) = Z<uk,f> +Z < up, f>2

k=1
m—1
< <y, f>2 +—Z)\k<uk,f>
k=1 ™ k=m
-1
K (f, f)
< <Uk;f>+ Z)\k<uk7f>—z<ukaf>+ :
k=1 k=1
Ceci termine la preuve de la Proposition. O

2.3. Décomposition spectrale du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.
— Nous commencons par de brefs rappels sur les polynémes d’Hermite. Ceux-
ci sont d’'un intérét tout particulier car, comme nous allons le voir, ils sont
étroitement liés a la mesure gaussienne et au générateur infinitésimal du
semi-groupe OU.

Définition 6. — Pour tout k > 0 on définit le k-ieme polynémes d’Hermite
Hj, par
k
—(_1\k ac2/2d7 —x2/2
Hi(x) = (—1)% ToRC .
Exemple 1. — Par exemple si l’on calcule les premiers polynomes nous ob-

tenons
- Hyg=1
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Voici deux résultats fondamentaux sur ces polynomes.

Proposition 5. —  — Les polynomes d’Hermite (Hy)y forment un base hil-
bertienne de L2 ) et nous avons la relation suivante :

/H (x)dy(x) = nldp m.

En particulier ||Hn||L2(7) =nl.

— De plus, si l'on note Lf(x) = f7(z) — xzf'(x) le générateur infinitésimal
du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Alors Hj est la fonction propre
associée 4 la valeur propre k de l'opérateur —L.

Remarque 6. — Une facon naturelle d’introduire ces polynémes est la sui-
vante : les polynomes forment un sous-espace dense de L*(7).

En effet, soit f € L*(y) orthogonale a tous les polynomes. La transformée de
Laplace de la mesure v = f~ est fini sur R tout entier : pour A € R

/ M dy(x ( / f2d7> ( / e”‘md'y(x)) < oo.

La transformée de Laplace de v est donc, en particulier, analytique au voisi-
nage de 0. Puisque f est orthogonale a tous les polyndomes, toutes les dérivées
de cette transformée sont nulles en 0 et par suite la transformée de Laplace de
f est également nulle. Ceci implique la nullité de f et la densité des polynomes.

Nous pouvons donc trouver une base hilbertienne polynémiale de L?(v) :
il s’agit de la famille des polynémes d’Hermite. Une grande particularité de
cette famille et qu’il s’agit des fonctions propres du générateur infinitésimal
du semi-groupe d’Ornstein- Uhlenbeck.

Soulignons cependant le fait qu’étant donné un semi-groupe muni d’une me-
sure invariante p et d’un générateur infinitésimal L, il n’est pas automatique
que la base hilbertienne de L?(u) soit également les fonctions propres de
lopérateur L.

Nous pouvons étendre toutes ces définitions au cas multidimensionnel. No-
tons de nouveau par L, le générateur infinitésimal du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck de dimension n,

i.e. Lf(z)=Af(x)—x-Vf(zx).
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Les valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur L sont maintenant
indexées par Z}.

Définition 7. — Pour chaque k = (k1,...,k,) € Z} nous définissons le k-
ieme polynome d’Hermite Hy par :

Hy(z) := [ [ He, (22),
=1

ot x = (x1,...,2,) € R™. Nous retrouvons alors des propriétés analogues a la
dimension 1.

Proposition 6. —  — Le k-iéme polynome d’Hermite Hy est une fonction
propre de l'opérateur —L correspondant a la valeur propre ki + - - - + k.

— Nous avons la formule suivante : HHkH%Q(,y) =kl:=k! -k,

— En wutilisant la formule de Plancherel, nous obtenons, pour n’importe
quelle fonction f € L?(v), la relation suivante :

< f, Hy >?

(3) 1120y = D =,

kezn

Soit f € L?(7y), supposons de plus que f soit assez réguliere pour autoriser
les opérations qui vont suivre (f € A par exemple). Nous allons voir que
I'intégration par partie gaussienne nous fournit une facon agréable de calculer
les produits scalaires (f, H).

Proposition 7. — Pour tout k € Z'} nous avons la relation de récurrence

suwvante :
Gtk ¢ >
)

< fHy>=E, <L "1
f Hy 7<8x]f1~~8:1:ﬁ”

Démonstration. — Considérons la dimension 1 pour mieux comprendre d’ou
provient cette formule. En utilisant 'intégration par partie gaussienne nous
trouvons la relation suivante :

1 o0 dF 2
Hy >= —— e 2y =< f Hjq > .

Par une récurrence immédiate nous en déduisons que :
< f,Hy >=< f®O Hy >=E,(f¥),

ott f¥) désigne la dérivée k-ieme de f.
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Cette formule se généralise directement dans R"™ : pour k = (ki,...,ky)
et f une fonction réguliere dont les dérivées partielles sont toutes dans L?(7),
8k1+"'+k‘n
e (2
Oxy' - - Oxn”

O]

La derniére Proposition nous permet de réécrire la formule de maniere

probabiliste :
1 ak1+---+knf>>2
= NN )
HfHLQ('y) kezz:i k! < 2l <81‘]1€16$Z"

Cette méme somme peut se réorganiser de la fagon suivante :

> ml (L Ohthe N\
Iflee) = > > M<E<M>>

m=0 """ k€L kit-+kn=m

0 Gm
- X

m=0
ou
8k1+"'+knf 2
(4) On(f) = (Ev <8’“8’“” :
1<i1, 0 im<n Tt Oln
Remarque 7. — Nous pouvons aussi écrire ceci de maniere probabiliste :
o
Om (f)
Vary(f) = Z o
m=1
3. Inégalité fonctionnelle et hypercontractivité
3.1. Inégalités de Sobolev logarithmiques. — Nous allons faire un

bref rappel sur les inégalités de Sobolev logarithmiques avant de parler du
phénomene d’hypercontractivité qui sera un des outils majeurs de notre étude.

Définition 8. — On dit qu’une mesure p statisfait une inégalité de Sobolev
logarithmique sur une certaine classe de fonctions Crg, lorsqu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que, pour toute fonction f € Crg, on ait :

Ent,(f?) < c€(f).

Ou Ent,(f) :==E,(flog f) —E.(f)logE,(f) désigne l’entropie de la fonction
mesurable positive f.

EtE,(f) =EL(f?) désigne énergie d’une fonction localement intégrable dont
la dérivée est dans L>.
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Remarque 8. — Remarquons qu’il existe une hiérarchie entre les inéglités de
Sobolev logarithmiques et les inégalités de Poincaré. C’est a dire : si u est une
mesure vérifiant une inégalité de Sobolev logarithmique de constante crs pour
une classe de fonctions Crg alors p vérifie une inégalité de Poincaré sur au
moins la méme classe de fonctions avec une constante c, et l'on a la relation

suivante :

1
cp < §CLS-

En effet, soit f € Crg. Un développement limité de la fonction
h+ (14 h)log(1+ h)
en 0 nous donne :
Ent,((1+€f)?) = 262Var,(f) + O(€®).
D’autre part, on a
E(L+ef) = CE).
En faisant tendre € vers 0 pour obtenir l'inégalité de Poincaré pour f, de

constante %CLs.

Proposition 8. — La mesure gaussienne v vérifie une inégalité de Sobolev
logarithmique avec une constante ¢, = 2.i.e.

Ent’y(f2) < 257(f)'

Démonstration. — Soit f une fonction suffisamment réguliere et positive.
Nous allons démontrer que la mesure gaussienne vérifie une inégalité de So-
bolev logarithmique. Pour cela nous allons utiliser le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck et les propriétés qu’il vérifie.
Rappelons que Pof = f et que lim¢ oo P;f = [ fdv. Ainsi nous pouvons
réécrire I’entropie de la facon suivante :

> d
E”tv(f):—/o dt(/PtflogPtde>dt

Puisque nous avons supposé notre fonction f suffisamment réguliere nous pou-
vons dériver sous le signe intégrale. Nous utiliserons par la suite les résultats

suivants :
d
— @Pt =LP,

- [ f(=Lg)dy = [Vf(~Vg)dy
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Ainsi

Ent,(f) = —/Ooo/;t(PtflogPtf)d'ydt

= - / / LP;flog P, fdvdt — / / LP,fdvdt
0 0

= / / VP, fV log P fdydt — / / P,fL1dvdt
0

B (VP.f)?
- / P f Ry

Nous avons utilisé dans la derniere égalité le fait que L est un opérateur autoad-
joint et que L1 = 0. De plus VP.f = e 'P(Vf) donc |[VPf| < e 'P(|Vf]).
L’utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous assure également que :

(B(|Vf|))2 < Pt<wjf|2>Pt(f)-

En combinant ces dernieres inégalités nous obtenons alors :

Buty(f) < /Oooe_Qt(/Pt(W;’Z)dfy>dt
1

2
P

Il suffit ensuite de remplacer f par f2 pour terminer la preuve. O

Une propriété admirable de ce type d’inégalité est que celle-ci se préserve
par tensorisation : a partir de I'inégalité de Sobololev logarithmique pour la
loi gaussienne réelle on peut obtenir le méme résultat avec la méme constante
pour la loi gaussienne sur R™. Cette propriété permet de montrer le Théoreme
d’hypercontractivité qui atteste que 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck est hy-
percontractif.

3.2. Hypercontractivité. —

Définition 9. — Un semi-groupe (P;)i>0, agissant sur un espace de fonc-
tions B de R™. Soit pu une mesure invariante pour cette famille d’opérateurs,

i.e. pour tout f € B [ P,fdp= [ fdp.

Ce semi-groupe est dit hypercontractif si pour tout t > 0 il existe des
nombres ¢ > p > 1 (pouvant dépendre de t) tels que pour tout f € £(u) :

1P:fllg < 1 fllp-



24 KEVIN TANGUY, SOUS LA DIRECTION DE M.LEDOUX

Rappelons le, la définition du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck se
généralise naturellement a R™ en conservant la méme définition avec cette fois
X un vecteur gaussien standard de R".

Théoréme 1 (Hypercontractivité). — Soient 1 < p < g < co.
- Siq—1<e*(p—1), alors l'opérateur P; d’Ornstein-Uhlenbeck est hy-
percontractif de LP(v) dans Li(vy) C’est a dire que pour toute fonction
feA ona:

1P fllg < 1 f1lp-

- Siq—1> e*(p—1), alors l'opérateur P; n'est pas continu de LP(y) dans
Li(y).

Démonstration. — Nous ferons la démonstration du premier point dans I’an-

nexe . O]

A noter que ce résultat ne dépend absolument pas de la dimension n. Ceci

fait partie d’'une des remarquables propriétés qui fait de ’hypercontractivité
un outil puissant.
Nous attirons aussi 'attention du lecteur sur le fait qu’il existe une forte
connection entre les inégalités de Sobolev logarithmiques et I’hypercontrac-
tivité d’'un semi-groupe. En fait, si I'on considére (P;);>0 un semi-groupe
de Markov de mesure invariante p. Si, de plus, u est réversible nous avons
I’équivalence entre < p vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique > et
< (P)t>0 est hypercontractif ». Voir pour plus de détails le Théoreme de
Gross dans (1) ou dans l'article de Gross lui méme (?7).

En suivant une idée de Talagrand, nous allons voir que cet outil d’hy-
percontractivité permet d’établir des résultats sur la superconcentration pour
certains des modeles étudiés.

Rappelons brievement le cadre considéré : nous avons un vecteur gaus-
sien centré X = (X;)1<i<p, dont les composantes ne sont pas nécessairement
indépendantes et I' = I'(¢, j)1<; j<n qui désigne la matrice de covariance.

On peut toujours définir un semi-groupe (Pt)tzo par :

Pf(z) = E(f(cix + di X)).

On remarque que ce semi-groupe conserve la propriété d’hypercontractivité
de celui d’Ornstein Uhlenbeck avec exactement les mémes relations entre p et q.
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En effet, en supposant que X ne soit pas le vecteur nul, on sait qu’il
existe d < n, tel qu'il existe une matrice de rang plein M € M, q(R)
vérifiant MM = T. On peut supposer l'existence dun vecteur gaussien
standard d dimensionnel Z tel que X = M Z. Soit Z’ une copie indépendante
de Z et posont X’ = BZ’. Etant donné une fonction f : R" — R, on définit
I'application g : R — R par :

9(@) == f(Mz).

Le vecteur aléatoire X est porté par 'image de R? sous l’application B. Sur
ce sous-espace, M est inversible, on a alors :

Pf(z) = E(f(ar+ d X))
E(f(eeMM 'z +d,MZ))
E(g9(cM 'z + d2))
= PBg(M~ 133)
Ainsi, nous obtenons pour tout t > 0,
Bif(X)=Pg(B"'X) = P(2).
Finalement le Theoréme de Nelson (1)) nous fournit que :

1P (X)lg = 1P(2)llg < Nlg(2)]lp = 1 (X

La propriété d’hypercontractivité est donc conservée avec les mémes p et ¢. Le
lemme suivant est une conséquence directe de ceci et sera d’une importance
cruciale par la suite. Nous rappelons que X! := ¢, X + d; X’ ou X' est une
copie indépendante de X.

Lemme 3. — Pour tout fonction mesurable f : R™ — [0,1] et tout t > 0,
nous avons l’estimation suivante :

E(f(X)f(X") <E(f(X))
Démonstration. — Soient p > 1 et ¢ =14 e*(p—1). On pose ¢’ = q/(q— 1),

puisque f est a valeurs dans [0, 1] nous avons, en utilisant I'inégalité de Holder
et la propriété d’hypercontractivité, que :
E(f(X)f(X) =E(f(X)Pf(X)) < [IF(X)llg1Bf(X)]lg
< Xl £,
>1/Q’+1/p

1+tanh(t/2)

IN

(E(x)
On optimise ensuite en p, ce qui nous fournit :

p:1+e_t.
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Et enfin un calcul facile nous donne que :
1 1 1 1

e
¢ p 1+62t(p—1)+p
— 1+ tanh(t/2).

Ceci conclut la démonstration. O

Ce résultat nous permet d’obtenir la Proposition @D suivante. Comme
nous le ferons remarquer par la suite, l'inégalitée que nous allons obtenir
est optimale, néanmoins elle n’est pas tres utile car les hypotheses imposées
sont tres fortes. Toutefois, cette proposition nous permettra de démontrer un
phénomene de superconcentration dans un cadre simple.

On rappelle les notations suivantes : M = max;—1 ., X; et ['(,j) =
CO’U(Xi,Xj).
Proposition 9. — Supposons que T'(i,j) < p pour tout i # j et I'(i,i) = o2
pour tout i. Alors,
2
E[M] <
logn

+ Chp,
ot C est une constante universelle.

Comme nous l'avons signalé auparavant, cette borne est optimale si ’on
considere le cas ou I'(7, j) = p pour tout i # j.

Démonstration. — Pour tout vecteur x € R™ dont les coordonnées sont toutes
distinctes on définit :
fl(x) = H{xi:maxj xj}
Sous nos hypotheses et en utilisant le Lemme précedent nous obtenons que :
E(T(I° 1Y) < 0P =1I")+pPI° # 1"

= 02 3 E(A(X)f(XY) + pB(I0 £ I')

i=1,...,n
1+tanh(t/2)
<o 3 (a(x) o
i=1,...n
< o*(max B(I"= ) R '—12 P(I°=i)+p

— o%( max P(I° =)D 4
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Retrouvons notre < baby » modele dont nous rappelons 1’énoncé. Soit X
une variable aléatoire réelle gaussienne standard, prenons alors Xi,..., X,
n copies indépendantes. Nous voulons nous intéresser au maximum de cette
famille : M = max; X;.

L’utilisation de la proposition précédente nous fournit alors que :

Var(M) < ¢
logn

ou C > 0.

Il faut toutefois noter que la proposition précédente est un outil bien trop
puissant pour obtenir les résultats que nous venons de mentionner. En effet
une analyse fine permet de retrouver cette estimation de la variance du max
a la main. Néanmoins il est important de remarquer que I’hypercontractivité
nous a permit d’estimer la variance du maximum de notre famille gaussienne
sans avoir de renseignement sur la taille de I’espérance de celui-ci.

4. Méthode de Talagrand

Nous allons définir, dans la section suivante, deux nouvelles notions : la
superconcentration et le chaos. Nous aurons méme un Théoréme nous assurant
I’équivalence entre celles-ci. Nous devons a présent trouver des méthodes pour
montrer qu'un modele vérifie I'un de ses deux phénomenes.

Pour cela, nous allons utiliser une méthode due a Talagrand. Cette méthode
s’appuie sur I’hypercontractivité du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck
démontrée par Nelson (cf. (1))).

Nous rappelons brievement son énoncé. Pour n’importe quel p > 1 et
t > 0 il existe une fonction q(t,p) = 1 + (p — 1)e* telle que pour toute
fonctions f € LP(y") :

1P fllagymy < Nl e ymy-

L’idée de Talagrand nous permet d’utiliser I’hypercontractivité pour
améliorer une inégalité de Poincaré. Pour en savoir plus sur 'origine de cette
inégalité nous renvoyons le lecteur vers l'article de D. Cordero-Erausquin et
M. Ledoux (7).

Théoréme 2 (Talagrand). — Soit f : R — R une fonction absolument
continue. Notons par 0;f la dérivée partielle de f en la i-éme coordonnée.
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Supposons que pour tout i = 1,...,n il existe un mombre A; tel que
H&fHLzm S Ai. Alors

Vary(f) < CZ Z ’
i=1 1+ log <Ai/||aif||L1(7)>

ou C est une constante indépendante de f et de n.

Avant de démontrer ce théoréme, faisons quelques remarques sur celui-ci
pour mieux le comprendre.

Rappelons que l'inégalité de Poincaré pour la mesure gaussienne nous
dit que :

Vary(f) < Z 10i fll 2(4)-
=1

Ainsi le facteur logarithmique au dénominateur est une amélioration de
I'inégalité de Poincaré. Ce facteur nous donne une meilleure estimation;
d’autant que la norme L? des dérivées partielles est beaucoup plus grande
que la norme L' des dérivées partielles.

Considérons deux exemples.

Si on choisit f(z) = Y"1 | x;, alors 9;f = 1 et les normes L' et L? coincident.
Dans ce cas 1a, le Théoreme de Talagrand ne donne aucune amélioration. Ce
qui est logique, puisque I'inégalité de Poincaré est optimale pour un tel choix
de fonction f.

En revanche, si f(z) = max;—1,. , z; alors

8Zf = ]I{:mij Vj}-

Ainsi, si 'on consideére X1, ..., X, des variables aléatoires réelles gaussiennes
standard i.i.d (notre < baby > modele). Nous obtenons donc
. 1
19 f 172y = 10ifll L1 () = P(Xi > X;Vj) = e

Cette fois-ci, la méthode de Talagrand nous fournit I’estimation suivante :

C
Var( max X;) < ,
i=1,..,n logn

qui est optimale ( nous retrouvons donc le résultat annoncé dans l'introduc-
tion). Alors que l'inégalité de Poincaré nous donne

Var( max X;) <1
=

=1,...,n
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Attention, il ne faudrait pas croire que la méthode de Talagrand nous fournit
toujours un résultat optimal. Cet outil reste donc une méthode pour obtenir
des estimations mais ce ne sera pas forcément la meilleure fagon de procéder.
Il s’agit seulement d’un moyen pour estimer la variance d’une fonction sans
connaitre forcément de résultat sur ’espérance de celle-ci.

Tournons nous a présent vers la démonstration de ce résultat.

Lemme 4. — Soit h € L?(v) telle qu’il existe une constante A > 0 vérifiant
Hh||L2(7) < A. On pose aussip =1+ e 2.

Alors

Hh‘L1(7)>tanh(t)

3_2 %71 9
E,(hPh) < A thHLl(A/) =A A

Démonstration. — Nous allons utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz, celle de
Holder et le Théoreme d’hypercontractivité de Nelson avec ¢ = 2.

E, (hP:h) 1l 2 () [ Pl 220

1Al L2 17l 2o ()

IN A

De plus, comme 1 < p < 2 et |h|P = |h|?’72|h|?>P I'inégalité de Holder, avec

;1 /1 .
p = p—1 et q = s nous assure que :

2-2 2_q
||h||LP('y) < ||h||L2(1:/) HhHﬂ(w)

Comme par hypothese ||hz2(,») < A et t = —log(y/p — 1), en combinant les
deux inégalités précédentes, on obtient que :

3-2 2
Ev(hpth) < ”h”m(z;)Hthl(,y)

IN

A

Armé du précédent Lemme nous pouvons donc démontrer le Théoreme de
Talagrand.

3 2 HhHLl tanh(t)
ARG, = ()

Soit P; le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck de dimension n. En utilisant le
Lemme de covariance et le fait que VP, = e !V P,. il s’ensuit que :

Var,(f) = / ooe_tZ]EV[aifPt&-f}dt
i=1

0
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Utilisons maintenant le Lemme précédent avec h; = 0; f. Et si 'on pose

10 fll£1 ()
a; = Ta

plus le fait que tanh(¢) < 1 — e~ nous obtenons que

Var,(f) < ZA?/O eftaz-l_eftdt
i=1

n ) 1 n A’L2
— A’ Ydu < C -

ou C est une constante universelle. Ainsi le Théoréme est démontré. O

Nous allons voir a présent que la méthode de Talagrand peut se généraliser.

Théoréme 3 (Version fonction monotone). — Soit f : R® — R une
fonction absolument continue, monotone en chacune de ses cordonnnées. On
pose :
2
Vary(f) b >ic1 HaifHLl(w
4= 5 e = .
E7|Vf]2 Z?:l ||6if||%2(,y)
Dans ce cas, a et b sont compris entre 0 et 1 et vérifient l'inégalité suivante :
C
b<a<

~ 1+ log(b=1/2)’

ou C' est une constante universelle. Ceci implique donc que a est petit si et
seulement si b ’est.

Démonstration. — Pour chaque 4, posons u; := H(‘)JH%IM et v; 1= H@ifH%Q(w.
On définit également

9) = T g )~ logla )

En calculant la dérivée seconde on montre facilement que y +— @ est

convexe sur U'intervalle ]0,e~2[. Ceci implique donc que la fonction y — g(y)
est concave sur |0, 1[. Ainsi le théoreme de Talagrand nous fournit I'inégalité
suivante :

1 2

n 8zf2
Ve < O3 10:£12.)

i=1 1+ log <!8z‘f|!L2(v)/||aif||L1(w)>

= C Z g(u; Jvi)v;.
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Il faut noter que le second membre peut étre égal a plus I'infini si nos dérivées
partielles ne sont pas suffisamment intégrables. En utilisant 'inégalité de Jen-
sen dans la relation précédente nous obtenons la majoration voulue.

i (wi/vi)vi \ < 2

Vary(f) < Cg| == Zvi = Cyg(b)E, [|Vf*].
ZiZ]. Vg i=1

Démontrons a présent la minoration. On pose pour tout i, ¢; := E,[0; f] et on

définit la fonction suivante :

h(z) = f(z) — ZczxZ
i=1

On remarque alors que pour tout i,
Covy(h,z;) = Covy(f, x;) — ¢,

puisque nos variables aléatoires sont des gaussiennes centrées réduites
indépendantes de méme loi et donc Covy(zi, x;) = d; ;.

De plus intégration par partie gaussienne nous fournit la relation suivante :
Covy(f,zi) = Ey[zi f] = E[0;f] = c;.

D’ot, Covyn(h,z;) = 0. C’est pourquoi nous obtenons, grace & cette non
corrélation, que :

n n n
Vary(f) =Vary <h + ch.’L'Z) =Vary(h)+ chz > Z 2.
i=1 i=1 i=1
Finalement, en remarquant que, grace a la monotonie de f on a 1’égalité :
c? =0 fH%l(w pour tout i. Ceci nous fournit la minoration voulue. O

5. Superconcentration et chaos

Il est temps de définir formellement la notion de superconcentration dont
nous parlons depuis le début de ce mémoire. Nous constaterons, ci-dessous,
que la notion de superconcentration est en fait équivalente & une notion de
chaos. Ceci nous permet donc d’obtenir des théoréemes de superconcentra-
tion duaux, ainsi que 'opportunité d’aborder un probleme de deux fagons
différentes.

Dans cette section nous allons introduire deux nouvelles notions : celle de
superconcentration et celle du chaos. Nous rappelons rapidement le cadre
dans lequel nous nous plagons.

On considere un processus de Markov réversible X; et P, le semi-groupe
lui étant associé. On notera L le générateur infinitésimal de ce semi-groupe,
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1 la mesure invariante et £ la forme de Dirichlet. On suppose également que
le semi-groupe vérifie une inégalité de Poincaré de constante C,.

Définition 10. — Une fonction f a valeurs réelle est dite e-superconcentrée
St

Vary(f) < eCpE(f. f).

Il faut comprendre ceci de la maniere suivante : € est petit, par exemple
€ = ¢, — 0 lorsque n — oco. Ainsi f se concentre autour de sa moyenne.

Pourquoi parler de superconcentration? Encore une fois, cette notion est
1 pour nous donner des résultats plus fins que la théorie de la concentration.
Comme on le sait, I'inégalité tres générale suivante :

Var( max X;) < max Var(X;),
i=1,...,n i=1,...,n
ou Xi,...,X, sont des variables aléatoires gaussiennes standard que l’on
ne suppose pas indépendantes. Cette inégalité est optimale et ne peut-étre
améliorée. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une seule variable
aléatoire. Malheureusement, dans sa grande généralitée, cette inégalité ne
peut étre tres précise : le cas ou les X; sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant une gaussienne standard nous fournit la relation suivante :

Var( max X;) <1.

i=1,...,n

Néanmoins en travaillant plus précisement, et si 'on note par f; : R® — R
définit par  — max;—1, ., ;, on obtient que :

C
Varyn(f1) < v

ogn
Dans un exemple aussi simple nous constatons que la théorie de la concentra-
tion nous fournit un résultat sous-optimale alors que nous devrions observer

un phénomene de superconcentration avec € = logn.

On supposera dans le reste de l’article que lopérateur —L admet une
décomposition spectrale de valeurs propres 0 = Ay < A1 < ... et de fonctions
propres associées ug, u1, . ... On peut alors réécrire la variance de f ainsi que
son énergie de Dirichlet via cette décomposition spectrale.

Var,(f) =Y <up, f>2% E(f£) =D M <up, f>2.

k>1 k>1
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On remarque, par ailleurs, que 1’on a toujours la relation suivante :

Ef,Pf)=—<fLePf> = > e ™ <y, f >
k>1

< e ME(S, ).

Ceci nous amene vers la définition de chaos. Lorsque 'inégalité ci-dessus est
sous-optimale a partir d’un certain temps on dira que f est chaotique. For-
mellement on obtient la définition suivante.

Définition 11. — f est (e,0)-chaotique si pour tout t > 6
E(f, Prf) < ee”ME(S, f).

Il faut avoir a 'esprit, une fois de plus, que € et § sont petits. Typiquement
ils dépendront de n et tendront vers 0 lorsque n tendra vers l'infini.

Nous allons donner une motivation quant a la définition de ces deux dernieres
notions. Nous avons parlé de ’hypercontractivité, ce phénomene peut-étre
un outil pour exhiber un chaos. Comme nous le verrons par la suite, il y
a une équivalence entre la notion de chaos et de superconcentration. Ceci
nous permettra donc d’aborder de deux manieres différentes un modele donné.

Heuristique 1. — Soient X, un vecteur gaussien centré de R™ et Y, une
copie indépendante de X. On pose Xt = ¢, X +d;Y . Soit A, un borelien de R"
et notons par f la fonction indicatrice de A. Alors en utilisant ['inégalité de
Cauchy-Schwarz et Uhypercontractivité avec ¢ = 2 on obtient :

P(X € ANX' € A) =B\ [fBf] < |fllr2llPefll e
< [fllzellfllee
]P;(X GA)1/2+1/p

On en déduit que :
P(X' e A|X € A) <P(X € A)Y/2+1/p=1

Puisque 1/2 4+ 1/p — 1 > 0 ceci implique donc que si P(X € A) est petit alors
P(X' € A|X € A) sera également trés petit.

Autrement dit la probabilité que X', qui n’est rien d’autre qu’une pertur-
bation de X, se trouve au méme endroit que X, sera tres faible. Ceci illustre
une d’idée de chaos comme [’on pourra le voir dans le modéle des polyméres di-
rigés en milieu aléatoire : le chemin d’énergie maximum et le chemin d’énergie
mazximum que [’on obtient aprés perturbation sont quasiment disjoints.
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Enoncons a présent le théoreme d’équivalence entre superconcentration et
chaos.

Théoréme 4 (Equivalence). — On conserve le cadre énoncé au début de
la section ainsi que les notations établies ci-dessus.

— Si f est e-superconcentré alors pour tout § > 0 f est (€¢/,0)-chaotique ot
1 eer?

- X0

~ Si f est (¢,0)-chaotique alors f est €' -superconcentré pour € = e+ \0.

Démonstration. — La démonstraton du théoreme repose sur le Lemme de
covariance :

1Mmﬁ%=4mﬁﬁﬂﬁﬁ-

Voici en quelques mots les idées directrices de la démonstration.

1. En utilisant la décomposition spectrale on constate que l'application
t — E(f,Pf) est décroissante. Ainsi, puisque Var,(f) tend vers 0
(superconcentration) E(f, P;f) doit faire de méme.

2. Si 'on a un phénomene de chaos E(f, P,f) tend vers 0 rapidement. Ceci
implique donc que Var,(f) doit étre également petite.

Démontrons a présent la premiere assertion du théoreme.
Supposons que f soit e-superconcentré. Alors le Lemme de covariance et

la caractérisation de la constante optimale dans l'inégalité de Poincaré en
terme spectral nous assurent que :

€ o0
&0 = Var(f) = [ e A
On se souvient également de la relation suivante :

E ) =—(£LF) = Melug, £)?,
E>1
et que P, = etl. 11 s’ensuit donc que :
(5) f Ptf Z/\ke )‘kt uk, )2.
E>1

En particulier ¢t — E(f, P,f) est une fonction positive décroissante. Donc pour
n’importe quel § > 0,

)
emﬁ>vWAﬂ>Aemaﬂﬁ>wmaﬁ.
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Ce qui entraine que :
ceMd

eMOE(f, Psf) < W E(f, ).

De plus la formule montre que t — eM*E(f, P, f) est également une fonction
décroissante. En combinant ceci avec l'inégalité ci-dessus nous obtenons que
pour tout £ > ¢,

66)‘15

e p)

Ceci prouve la premiere assertion du théoreme.

ME(f, Pf) <

Pour la deuxieme partie de celui-ci, nous allons simplement utiliser la
décroissance de la fonction t — E(f, P.f). En effet, si 'on suppose que f est
(e, 0)-chaotique,

Var,(f) = /0 E(f, Pof)dt
)

o —A1t
< [etrnna [T e
< oe(ff)+ e ). = on + 9P,
1 1

Et ceci prouve que f est (e + dA1) superconcentré. O
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PARTIE IV
MODELES

6. Verres de spin

6.1. Introduction. — Dans cette partie nous allons étudier un modele de
physique statistiques introduit par D. Sherrington et S. Kirkpatrick (cf.(19))
Plus précisément nous allons montrer que ce modele vérifie un phénomene
de superconcentration. Pour arriver a ce résultat nous allons montrer que
le modele vérifie un principe de chaos pour ensuite utiliser le théoréme
d’équivalence entre ces deux phénomenes. Parmi les outils que nous avons
déja présentés, nous montrerons que nous ne pouvons malheureusement pas
utiliser la méthode de Talagrand pour ce modele. Nous ne pouvons méme pas
utiliser la version monotone de la méthode de Talagrand , car ’énergie
libre F,,() n’est pas une fonction monotone en ses coordonnées.

Présentons tout d’abord notre nouveau modele. Pour donner une heu-
ristique concernant ce modele nous allons largement nous inspirer de la
formidable introduction du livre de M. Talagrand (20).

Considérons une grande famille d’individu numérotés de 1 a N. Suppo-
sons que chaque individus connaisse le reste de la population considérée. Nous
mesurons les sentiments d’un individu ¢ envers un autre j par un nombre
Xi; qui peut négatif ou positif. Supposons également une certaine symétrie :
X;j = Xj;, ainsi seuls les nombres (Xj;)i<; sont pertinents. Nous voulons
modéliser une situation ou ces sentiments seraient aléatoires. Par souci de
simplicité nous ferons I’hypothese suivante : les (Xj;)i<; sont des variables
aléatoires réelles indépendantes. Bien entendu tout ceci n’est pas tres réaliste,
cependant ce modele qui semble si simple de prime abord est en fait difficile
a étudier.

Une des propriétés importantes de ce modele est le fait que méme si X;; > 0
et que X > 0. Autrement dit, si les individus 7 et j sont amis, tout comme
les individus j et k. Et bien les individus ¢ et k ont tout autant de chance
d’étre amis qu’ennemis. On parle dans ce cas de frustrations. Les interactions
(Xij) décrivent une situation sociale tres complexe.

Pensons maintenenant a une réalisation typique des variables aléatoires
Xij, c’est a dire un événement de probabilité proche de 1 (Qui se pro-
duit lorsque N est grand). Par exemple I’événement ol la moitié des Xj;
sont positives et I’autre moitié négatives est typique. Tandis que 1’événement
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ol toutes ces variables aléatoires sont positives n’est certainement pas typique.

On se propose des lors I'objectif suivant : séparer du mieux possible cette
population en deux groupes de sorte que les amis restent ensemble et soient
séparés de leurs ennemis. Ceci étant un moyen de soulager les tensions créées
par les frustrations. Il apparait rapidement que cette partition risque détre
effectuée de facon imparfaite : des amis seront séparés et des ennemis devront
cohabiter. Pour introduire une fagon quantitative de mesurer la qualité de
notre partition il est pratique d’assigner a chaque individu ¢ un nombre
o; € {—1,1}, et ainsi définir deux classes différentes. Une des facons les plus
simple de mesurer si nos deux classes rassemblent convenablement les amis
tout en séparant les ennemis et la quantité suivante :

E Xijo'io'j
1<j
Essayer de rendre cette quantité grande nous entraine a rendre les X;;o;0;

positifs, et donc a prendre o; et 0; de méme signe lorsque X;; > 0 sont de
signe opposés sinon.

Malgré la simplicité de ), < Xijoioj, le probleme d’optimisation reve-
nant a déterminer le maximum de cette fonction pour une réalisation typique
des X;; est extrémement difficile. De fagon équivalente on peut également
s’intéresser a la fonction suivante :

— E XijO'iO'j-
1<J
Trouvez le minimum d’une telle fonction de configurations est appelé en

physique un probleme & température zéro, car a la température zéro un
systeme est toujours dans sa configuration d’énergie minimale.

D’un point de vue physique les verres de spin modélisent le phénomeéne
suivant : on considere des matériaux non magnétiques, comme le cuivre, dans
lequel on introduit aléatoirement des impuretés magnétiques, du manganese
par exemple. On retrouve alors les deux propriétés essentielles des verres de
spin :

— Le désordre du a la répartition aléatoires des impuretés.

— Les frustrations engendrées par les intéractions des impuretés entre elles.
Décrivons notre probleme de facon plus formelle.

On considere n particules, chacune d’entre elles portant un spin valant
+1 ou —1. Une configuration de spin ¢ = (o1, ...,0,) est un élément de de
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¥ = {-1;1}". Soient (Xjj)1<i<j<n une collection de variables aléatoires gaus-
siennes standards indépendantes. Cette famille de v.a.r modélise le désordre
de notre systeme.

Etant donné un tel désordre, nous pouvons définir I’énergie d’une confi-
guration de spin o par :

H,(o) = Z Xijoioj,

1<7,<]<n

ainsi qu'une mesure de Gibbs sur ¥ en associant a chaque configuration le
poids suivant : exp ( — BHn(U)). Ou S est 'inverse de la température, ainsi
lorsque 8 — oo cela correspond a la température du zéro absolu. Le poids
que nous associons a chaque configuration se justifie physiquement par le fait
qu’il permet de favoriser les configurations ayant une faible énergie.

Connaisant le désordre, la probabilité d’observer une configuration de spin

o € X est donc
exp(—BHy (o))
Zn(B)

Ou Z,(B) :== > gex e PHn(9) est la fonction de partition associée au systeme
(attention, malgré son nom, il s’agit simplement d’une constante de renorma-
lisation pour définir une mesure de probabilité). Tout ceci définit le modele
des verres de spin de Sherrington et Kirkpatrick (SK).

En ayant définit 1’énergie, nous introduisons l’objet suivant : 1’énergie
libre a < température inverse > 3 > 0

Fu(8) = ;bg (Za(8)).

Une autre quantité importante associée a ce modele est le chevauchement
(overlap en anglais) : ayant défini la mesure de Gibbs sur ¥, soient o' et o
deux configurations tirées de fagon indépendante suivant la mesure de Gibbs.
Le chevauchement entre o' et o2 est défini par :

1 n
. 1_2
Ry = g 0,07.
n “
i=1

Nous nous posons la question suivante : est ce que la mesure de Gibbs est
chaotique sous de petites perturbations? Autrement dit, si 'on considere
un désordre perturbé ( f])1<,-<j§n (par ceci nous voulons signifier que, pour
tout couple (i,7), (X”,X /) est une variable aléatoire centrée gaussienne de
covariance égale & e~!) et que l'on définit une nouvelle mesure de Gibbs &
partir des ij. Et que, & B > 0 fixé, 'on tire une configuration ¢! suivant la
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mesure de Gibbs initiale et o2 suivant la mesure de Gibbs perturbée, est ce
que la fonction F,(3) est chaotique ?

6.2. Superconcentration via les polynéomes d’Hermite. — Pour ce
modele nous allons mettre en oeuvre I'un des outils qui se trouve a notre
disposition : la décomposition spectrale. L’idée que nous allons exploiter est
la suivante : nous allons couper notre somme, obtenue par la décomposition
spectrale, en deux, de maniere astucieuse. Plus précisement nous allons utiliser
la Proposition W] et choisir judicieusement la valeur de m. Dans le cadre du
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, la Proposition [4] se reformule de la maniére
suivante :

m—1

)

~ 0u(f) | B\VSI?
Var(f) Z k! + m
k=1
out i (f) est défini par (4)). Cette inégalité nous permettra de démontrer le
Théoreme suivant de superconcentration pour l'énergie libre F,(f) dans le
modele SK des verres de spin.

Théoréme 5. — Soit F,,(3) Uénergie libre a température inverse [3 dans le
modéle SK des verres de spin. Alors,

< Cgnloglogn

Var(Fn(ﬂ)) < og 1

ot Cg est constante ne dépendant que du parametre 3.

Démonstration. — L’idée principale de la démonstration est tres simple :
nous allons chercher & majorer les dérivées partielles de F,(3). Ceci nous
permettra de majorer la fonction 6 (Fn(ﬁ)) Puis, en choisissant une valeur
de m appropriée la Proposition [ nous permettra de conclure.

Notons par < - > lespérance sous la mesure de Gibbs a température
inverse 3. Nous noterons par E l’espérance totale : i.e. I'espérance sous la
mesure de Gibbs et sous le désordre gaussien.

Soient ol,...,0™, m configurations i.i.d. de spin tirées sous la mesure de
Gibbs. On constate que les ¢! sont indépendantes si ’on connait le désordre
gaussien, sinon ces variables aléatoires sont dépendantes. De plus, la symétrie
du probleme nous assure que la loi non conditionnelle de chaque o’ est la loi
uniforme sur ’hypercube ¥ = {—1,1}".
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Lemme 5. — Fizons (3 et notons par Fn := F,(3) pour alléger les notations.
Alors, pour tout i1, j1,- .., %%, jr NOUS AVONS :

(6) oFF, _5k—1 Z ( L) < bl o gleghs <
0Xirj, - 0X; s k2 CklMLs e b)) < 04y Ty 770 03y Oy =

kJk 1<ly,..,lx<k

ot les ci(l1, ..., lg) sont des constantes vérifiant l'inégalité suivante, pour tout
1<bh,....lg <k,
|ck(lla s alk)| < (k: - 1)'

Démonstration. — Nous allons démontrer ce Lemme par récurrence sur k.
Pour k£ = 1 nous avons :

oF, . ;1—5 dez Uinef’BH"(a)

0Xi; B —/nZy ’
ott, rappellons le, Z,, = > ., e BHn(9) Ceci peut se rééerire de la maniére
suivante :
oF, -1 < S
= —= <005 >.
0Xi;  n Y

Par ailleurs, pour tout 4, j, | < 0;,0; > | < 1, cela implique donc que :

1
|VF|? = Z - < 0j,0) >*< n.
27‘7
Supposons que notre hypothese soit vraie pour un certain k. Démontrons le
au rang k -+ 1. Il suffit alors de calculer

0 I 1 I 1
—— < olot--okak >
o 1% 1 i, K
8X7'k+1.7k+1
Apres quelques calculs pénibles nous obtenons :
k+1
) I p
1 ll‘_' lk. lk, o ll ll'.. lk+1 lk+1
X <005 oo >= Jn E di1(l, - ley1) < o0 Tipir Ty >
k+1Jk+1 lp1=1

ol |dpy1(l1,...,0)| <1 pour tout 1 <1 < ket |dey1(ly,...,k+ 1) < k. Ceci
nous permet de conclure facilement notre démonstration par récurrence. [

Terminons a présent la preuve du Théoreme de superconcentration pour
I’énergie libre dans le modele des verres de spin de SK.

Soit X = (X ;)1<ij<n un désordre gaussien, c’est a dire une nouvelle famille
de variables aléatoires gaussiennes standards indépendantes. On suppose
que ce nouveau désordre X est indépendant de la famille X = (X ;)1<ij<n

initiale. On tire alors k configurations de spin i.i.d. &',...,6" suivant la
mesure de Gibbs induite par notre nouveau désordre X.
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Les hypotheses d’indépendance nous permettent d’établir I'identité suivante :

I 1 l 2 I 1 ! ~1 ~1 ~1
(7) (E(aiiajll . 'ai:)) = E(Uiio-jll e Uz‘:)E(U&Uﬂ .- -O'Z-k)
Lol Iy ~1 le <l o ~
(8) = E(0,,63,04,0} - 03,04,05,05,)

Avant d’utiliser le Lemme [6] pour conclure nous allons effectuer un calcul
lorsque k = 1 . Cela permettra de mieux comprendre les inégalités qui vont
suivre sans se perdre dans la difficulté des notations.

Soient X = (Xjj)i<ij<n un désordre gaussien et une configuration o =
(01,...,0p) tirée suivant la mesure de Gibbs induite par ce désordre. Soient
A présent X = (Xij)lgi,jgn une copie indépendante du désordre gaussien
initial et & = (61, ...,d,) une nouvelle configuration tirée suivant ce nouveau
désordre.

Observons que :

oF, 1
—— < 0y0) >= —

0X;,  /n

1
ﬁE (00| X35].

Notamment, 'indépendance entre X et X nous assure que :

9) Eloio;| Xi] = E[oio;| Xij, Xi5].
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En combinant tout ceci avec la remarque @ nous trouvons que :

Zn: <E[§§T;D2 = % zn: E[E(amj’X} X E[E(&i(’}j‘ff)}

i,j=1 b,j=1
1 [ (< S
= -E E(Zaﬁj) \X,X]
- =1
J— 1 I ~\2 %
= gE_E("'U) \X,X}
B I Y
= nE_(O‘ O‘):|

Dans les calculs qui vont suivrent tout se déroule de la méme maniere, seuls
les indices de notations compliquent légerement 1’écriture. Utilisons a présent
le Lemme |§| et la majoration des cg(l1,..., k).

xS

E@ 0
1<i1,Ji5e 50k, Jk <N Jilj Yirik

B2 [(k — 1P . .
: o > E(" 5" (o))
1<ty lg<k
B2k — 1)K 1 ~1\2k
< pye E((c'-6")%").
La derniere étape découle de l'inégalité de Holder généralisée avec p; =
k,...,pr =k et de la symétrie de notre modele.

Puisque o' et &' sont indépendantes et uniformément distribuées sur

I'hypercube, ! - 6! n’est rien d’autre qu'une somme de n variables aléatoires
i.i.d. de Bernoulli. Ceci nous permet d’utiliser 'inégalité de Hoeffding
(c.f. Annexe), nous obtenons ainsi que :

Ainsi, pour tout k£ > 1,
ek(Fn> < BQk_2]€4k.

Ce résultat et le fait que |VF,|?> < n nous permet donc, grace a la Proposi-
tion 4 de terminer la preuve en choisissant m = clogn/loglogn avec ¢ une
constante suffisamment petite.

O
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Comme nous allons le voir, nous pouvons obtenir une inégalité plus précise
et gagner un facteur < loglogn >. Pour cela nous allons avoir besoin de nou-
veaux outils et d’utiliser une méthode d’interpolation. Par la suite nous allons
démontrer les deux résultats suivants :

Théoréme 6. — Soit Ry 2(t) défini comme ci dessous. Alors pour tout entier
kE>1,
E(RY% (1)) < (Crk)kn-C2hmin(o),

ou C1 et Cy sont des constantes positives ne dépendant que de 3.

1 n
Ri(t) = - Zailaf.
i=1

De plus, ceci nous permettra d’établir que I'énergie libre vérifie un phénomene
de superconcentration.

Démonstration. — La démonstration de ce résultat est immédiate si I’on uti-
lise le Théoréme [9] que nous allons prouver grace a une méthode d’interpola-
tion. O

Théoréme 7. — Dans le modéle SK,
Var(F,(B)) = o(n)

st et seulement si il existe t, — 0 lorsque n — oo tel que
E(R?(tn)) = o(1).

Démonstration. — Nous ne donnons que certains arguments de la démonstration,
les détails sont laissés au lecteur en exercice.

Pour démontrer ce résultat nous allons utiliser le Théoreme [ Nous al-
lons montrer que
- Var (Fn(ﬂ)) = o(n) & F, est €, superconcentré, avec €, 0o — 0.

— F), est (e, 0p) chaotique < il existe ¢, =, 00 0(1) telle que E[R%Z(tn)] =

o(1)

Supposons que F), soit €, superconcentré :
Var(F,) < e,CE(F,, F,) = enCE[|V £]?] < €,Cn,
car nous avons déja montré que |VF|? < n.

Réciproquement, supposons que Var(F,) = o(n). Cela signifie qu’il existe une
suite €y, ou €, — 0 lorsque n — oo, telle que

Var(F,) < epn.
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Montrons le deuxiéme point.
De plus le choix de t, = @, dans Théoreme |§| avec k = 1, nous assure
que E(R7 5(tn)) = o(1). D’aprés les équivalences précédentes, la fonction F,

est donc superconcentrée et

n
Var(F,) < .
ar( n) ~ logn

O

6.3. Méthode d’interpolation. — Parmi les techniques que nous avons

présentées auparavant, nous sommes en droit de nous demander si la méthode
de Talagrand peut nous étre d’une quelconque utilité. Malheureusement nous
démontrerons que nous ne pouvons pas 'appliquer au modele des verres de
spin SK.

Pour obtenir les Théorémes [0] et [7] nous allons procéder de fagon différente
en utilisant une méthode d’interpolation. Ceci nous permettra de prouver ce
phénomene de chaos pour le modele de verres de spin SK et de gagner le fac-
teur < loglogn > dans le résultat de superconcentration. En fait, le Théoréme
est également valable pour des modeles plus généraux comme celui des p-spins
ainsi que d’autres. Nous allons donc le démontrer dans toute sa généralité pour
enfin montrer de quelle maniere il s’applique & notre modele des verres de spin.

Soit X = (Xi,...,Xp,) un vecteur gaussien centré de matrice de cova-
riance R. Soit Y une copie indépendante de X, et posons X! := ¢, X + d;Y
comme précédemment. Notons par [n] 'ensemble {1,...,n}.

On fixe un nombre S > 0. Et pour chaque t,s > 0 on définit une mesure de
probabilité Gt s sur [n] X [n] qui assigne la masse

t s
PXIHBX;

t s

S oBXE+BX;

au point (i,7). L’espérance d’une fonction A : [n] x [n] — R sous la mesure
Gy,s sera notée par < h >, défini par :

R MPLCY ) i
<N >p 5= ’
t,s Zk,l eBXL+BXT

Nous considérons la matrice de covariance R comme une fonction [n] x [n]
aussi bien qu’en tant que matrice carrée.

Dans un premier lieu, nous énoncons un Théoréme qui nous servira a
) s
prouver notre résultat général.
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Théoréme 8. — Supposons que R(i,j) > 0 pour tout i,j. Pour chaque i on

pose :
BX;
e
V= E(Z] eﬁXj)'

Soit ausst p(x) = ;° cux® une série convergente a termes positifs. Alors pour
toutt > 0,

e t/s
E<¢oR >0 < inf (E<goR > )1‘”8(2 ¢ (R(i, j))e?e R@J)Wj) :

.3

De plus, t = E < ¢ o R >q; est une fonction décroissante.

La démonstration de ce Théoréeme nécessite trois Lemmes. Le premier
d’entre eux est simplement un résultat calculatoire. Le second met en relief
I'un des ingrédients essentiels de la démonstration : nous constaterons que la
fonction que nous cherchons a estimer est complétement monotone. Ceci nous
permet via un Théoreme de Bernstein de ’écrire comme une transformée de
Laplace d’'une mesure de probabilité. Cette derniere nous permettra alors de
faire des majorations de type Hoélder. Enfin le dernier Lemme met en oeuvre
la méthode dite d’interpolation a l’aide des deux Lemmes précédents pour
aboutir au résultat que ’on voulait démontrer.

Dans la suite nous noterons par Cy°(R™) les fonctions infiniment dérivables
ayant toutes leurs dérivées bornées. Nous prolongeons également la définition
de X! au t négatifs : soit Z une copie indépendante de X et de Y on pose
alors pour tout t <0

X ti=egX +d2.

Lemme 6. — Pour n’importe quelle fonction f € C;°(R™), on a :

d

SE(F(XTOFXY) = =2 Y R, )E(0:f (X105 1(X))
Y]

Démonstration. — On pose h! :=d; X —¢;Y et h ™t :=d; X — ¢, 2.
Il faut noter que la régularité de notre fonction f nous permet de dériver

sous le signe intégrale. De plus nous avons des vecteurs gaussiens vérifiant les
propriétés suivantes en loi : hf = h™t et X! = Xt et X! est indépendant du
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couple (Xt Y). Un simple calcul nous fournit alors les égalités suivantes :

%E(f(X‘t)f(Xt)) = —ZE<(h‘t VAXH)FXY) + (R Vf(Xt))f(X‘t)>
= —Z?E((h‘t - Vf(X—t))f(Xt)>.
De plus,

Xt=e 22Xt e t\/1—e2tht 4 /1 — e 2tY.

Ainsi, pour tout 7, 'intégration par partie gaussienne nous permet d’obtenir
que
E(h; ' 0if (X f(X) = cudy Y R(1, HE(0:f (X )0, £(X7)).
J
Et en combinant les deux dernieres étapes nous démontrons la véracité de ce
Lemme. ]

Démontrons a présent le deuxieme Lemme. Nous rappelons qu’une
démonstration du Théoreme de Bernstein concernant les fonctions complétement
monotones se trouve dans le livre de Feller (9).

Lemme 7. — Soit F l’ensemble des fonctions u de [0,00) qui peuvent étre
exprimées de la maniere suivante :

u(t) =Y e E(fi(X ) fi(X))
=1

pour un entier m > 1 et des mombres positifs ci,co,...,cm ainsi que des
fonctions fi,..., fm € Cy°(R)

Pour n’importe quelle fonction uw € F il existe une mesure de probabilité
w sur [0,00) telle que pour tout t > 0,

u(t) = u(O)/ e du(x).
[0,00)
En particulier, pour tout 0 <t < s,
u(t) < u(0) " 5u(s)!s.

Démonstration. — 11 faut tout d’abord remarquer que n’importe quelle fonc-
tion u € F doit étre nécessairement positive. En effet X! et X! sont 4.i.d.
conditionnellement a X, ce qui nous fournit

B(/(x)700) =B(E(F(X1X)?).

Supposons que u(0) = 0, alors u(t) = 0 pour tout ¢ et il n’y a rien & démontrer.
Supposons a présent que u(0) > 0.
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Puisque R est une matrice semi-définie positive, il existe une matrice
carrée O, telle que R = !CC. Ainsi, étant donné une fonction f, si 'on définit

W; ‘= Z Cijajf,
J

le Lemme précédent nous assure que :

CE(FXFXY) = -2 3 E(un( X un(X1).
7
Ceci nous montre, au vu de la définition de F, que si u € F alors —u' €
F. En procédant a une récurrence évidente nous observons que pour tout
k> 0, (=1)*u®) est fonction positive. De telles fonctions sur [0,00) sont
dites complétement monotones (c.f. (9))). Comme nous 'avons déja signalé,
la propriété la plus importante de telles fonctions u est qu’elles peuvent étre
représentées en tant que transformée de Laplace d’une mesure Borélienne v

sur [0, 00). Autrement dit :
u(t) :/ e tdu(x).
[0,00)

De plus, u(0) = v(R). En posant u(dr) = u(0)"'v(dx), nous prouvons la
premiere assertion du Lemme. Quant a la seconde, il suffit de remarquer
qu’avec l'inégalité de Holder, pour p = s/t et ¢ = 1 — 1/p, nous obtenons
que pour tout 0 <t <s

tane) < [ e dute)) = (uley/u(0)"
/ (foeman)

Et ceci conclut notre démonstration. O

Le Lemme suivant, qui nous permettra enfin de démontrer notre Théoreme,
est obtenu comme variante d’'une méthode d’interpolation Gaussienne pour
analyser le modele des verres de spin a haute température. L’idée est similaire
a la preuve non publiée de R. Latala sur la solution des répliques similaires
dans le modele des verres de spin SK.

Lemme 8. — Soient ¢ et u; comme dans le Théoréme [§ Alors pour tout
t>0,
E<¢oR>0,< Y o(R(0,4)e* 0 pipy;.
2%
Démonstration. — Pour tout ¢, on définit la fonction suivante p; : R® — R

par
eﬁxi

pi(z) == 5

; efxj
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On remarque alors que :
0;pi = B(pidi; — pip;);
Puisque p; est bornée ceci prouve qu’en particulier p; € Cp°(R™).

Soient r un entier positif. Comme R est une matrice semi-définie posi-
tive, R(") = (R(i,j)7)1<ij<n Pest également. C’est pourquoi il existe une
matrice C(") = (C(i,j)r)1<ij<n telle que R =t(CM)O"),

On pose également :

w; = Z pj, ie{l,..,n}.

Nous adopterons par la suite la convention suivante qui allégera les notations :
pour tout s € R pf := p;(X?) et hj := w;(X?®). Soit alors

t) = E(Z R(i7j)rp{tp§> = E<Zw[tw5>-
i 7

Le Lemme [6] nous permet alors d’obtenir la relation suivante :

i) = —2thZsz (Opw; ' Opwy)

= —2BZC?ZR(16J)]E[< Yyt~ Z T)p]tpkt>

ikl
X ( )yt Z p;tpftﬂ
= —25%313(2}?(/@1 Y il = > R(k, DR,y py, vl
7.kl
— > R(k.)R(k,j)"p; vl + > Rk DR(j,m) p; tp,;tpfnpf)
7.kl Jik,l,m

Notre objectif est de minorer f/(t). Pour cela nous pouvons déja supprimer
les deux termes du milieu dans I’expression ci-dessus car ils ont tous les deux
une contribution positive.

Pour le quatrieme terme, nous allons utiliser l'inégalité de Holder avec
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p:r+1etq:%.Eneﬁet:

( S R(k p;tﬁ) < Z R(j, m)rpj_tp’in>

y

1

k
7'+1 #
( R(k, 1) py pl) (ZR d,m ’"“p}tpfn)
k.l
= <ZR (k,1 r+1p tp}t>
ol

Ainsi la majoration précédente et le Lemme[7] nous fournit I'inégalité suivante :

IN

(10) 0< f;(t) < _4526?E<ZR(1€7Z THp;tpl)
k,l
(11) o 0]

Posons a présent : u,(x) := f(—log+/x) pour 0 < x < 1. Ceci nous permet
d’exprimer u,. en fonction de f/, i.e. :

fi(~log /&)

up(r) = ===
L’inégalité [10] devient alors
(12) 0.< () < 25Pura (2).

Fixons 0 < z < 1, r > 1. Définissons T, pour tout m > 1, par :

Ty = / / / 2/82 m—1 ;«+m l(xm)dxmd$m_1 o day.

En utilisant la relation [12] et le Théoreme fondamental de ’analyse, nous ob-
tenons :

0<T, < / / / r+m( T ) ATy dTpy—1 - - - dxy.
Tm—1 Tm
- / / (28%) <ur+m< )+ [ u;m(:cmﬂ)dxml)dxm---dm.
0

Upam (0)z™
_ @O g

En procédant par récurrence, ceci implique que, pour n’importe quel m > 1,

m l
ur(z) = up(0) + Ty < UTH(O);QB%) + Tom + 1.
1=0 '



50 KEVIN TANGUY, SOUS LA DIRECTION DE M.LEDOUX

Montrons que nous pouvons faire tendre m vers linfini dans l’inégalité
précédente. De nouveau, pour m > 2, nous obtenons

0T, < / / / )" ;+m(mm)d:cmda:m,1 coodxy

Mr+m 252
m!

)

ou M :=max; j R(7,j). Rappelons le,

up(z) :== fr(—log\x) = <ZR1 jy" 1og\/g logf)

?J
Ainsi, lim,, o T, = 0. De plus, pi°® = X est indépendant de p; *° = Z. Ce qui
implique alors, pour tout m,

2%

Si nous rassemblons tous les résultats obtenus, nous concluons donc que :

<ZM S R(i, )78 Ry,
I 7
7‘7
11 suffit alors de choisir z = e~%. Puis, de sommer sur r en utilisant le fait que
les coefficients de ¢ sont positifs et conservent le sens de I'inégalité précédente.
Ces calculs terminés, nous obtenons le résultat annoncé par le Lemme.

O]

Maintenant que ces Lemmes ont été prouvés, nous pouvons aborder la
démonstration du Théoréeme [

Théoréme[8 — Soit p! défini comme dans le Lemme [8] Comme nous ’avons
fait remarquer précédemment la matrice (R(i, J)")i,j est semi-définie positive
pour tout entier r € N. Etant donné que ¢ ne possede que des coeflicients
positifs dans son développement en série, il s’ensuit que la matrice

v = (o(r(i.0))

est également semi-définie positive. Il existe donc une matrice C = (Cjy, j); ;
telle que ® = 'CC. C’est pourquoi :

<poR> o= ¢(R(i,5))p; P = (Z%’p}s) <ZCMP§>-

Ainsi la fonction

1,

u(t) =E<¢oR >t
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appartient a la classe F définie dans le Lemme[7} Comme nous avons rassemblé
les difficultés techniques dans les Lemmes précedents, la démonstration du
Théoréme est quasiment achevée. Il suffit de combiner le Lemme [7] avec le
Lemme 8| et 1'observation suivante, découlant du fait que (X —t/2 Xt/ 2 =
(X? X en loi :

u(t/2) =E<¢poR >p,

pour obtenir la premiere assertion du Théoreme :
o t/s
E < ¢oR >o< inf (E < goR >09 )it < > gb(R(i,j))ereSR(W)uiyj> .
S
> >

L’affirmation que ¢ — u(t) est une fonction décroissante provient simplement
du fait que v’ < 0. O

Nous allons enfin pouvoir démontrer un nouveau Théoreme de supercon-
centration pour le modele des verres des spin SK. Comme nous ’avons déja
signifié, ce Théoreme est valable pour une plus grande classe de modele.
Néanmoins, pour ne pas obscurcir la démonstration, nous allons uniquement
traiter le cas du modele des verres de spin en spécifiant toutefois, a la fin
de démonstration, comment faire pour obtenir le Théoreme dans toute sa
généralité.

Théoréme 9. — Considérons le modéle de verres de spin SK. Nous avons
l'inégalité suivante :

k
E<¢<a-a’> > < (Ck)kphmin{1/Clog(1+C8)}
0,t

n

ot (z) = x2.

1 1 — n T _ n
Démonstration. — Rappelons que Hy(0) = > ',y Xijoi0; avec o € {—1,1}
ol g;; sont des variables aléatoires gaussiennes standard ¢.7.d.. On remarque
en premier lieu, que (Hn(o*))g c(-1,1}n est un vecteur gaussien centré et de
fonction de covariance :

(7'0'/)

1 < 1
R(o,0") = - Z 00005 = E(O‘ co')? = ny (

n
1,j=1

Par symétrie du modele on remarque que, pour tout o,

Des arguments provenant de la théorie de la concentration, que nous
détaillerons dans un Lemme, nous permettent de montrer 'existence de
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constantes positives C et «, indépendantes de n, telles que la relation suivante

soit vérifiée :
L +1\2
exp (7(0- U) > S (Cl{?)k,
n

/
—2n (J 4
i yruy o
ceci pour tout k£ € N, et pour tout n € N. Pour démontrer notre résultat nous
k

allons utiliser le Théorérne Pour cela nous choisissons la fonction ¢(z) = .
Il s’agit bien d’une fonction dont les coefficients du développement en série

sont positifs : ici ¢; = nikéik.

)Qk:

o,0’

Le Théoreme |8 nous fournit 'inégalitée suivante :

#[(:(%7) )]
L))

g - OJ k 2,—s oo’ t/s
<Z¢(> e M”WU)
/ n

SECS PN

ag - 0'/ 2k 2 —sioo’\2 t/s
<Z <> 62/8 € S( n ) l/a'yo'/>
n

o,0!

E[< (;5 oR >O,t]

IN

X

Autrement dit

e[ (v(22)), )

IN

X

Nous allons a présent, estimer séparément chacun des deux termes du membre
de droite.

Choisissons s tel que 23%¢~* = min(v,23?). Ainsi

o-o')?
) ¢ e

En outre, pour tout o € {—1,1}", v, = 27" donc v,vs = 272", En conclusion :

00"\ s (o2 ts (o-0")%F
E Brem* (%) , -2 E ve)

o0’ o0’

exp (2,826_8 (J':,)Z).

(0'40'/)2 t/S
n

En utilisant maintenant la relation[I4]l Celle ci nous fournit le résultat suivant :
/)Qk (-0")2

—2n (U'U e s k —kit/s
[2 276 ] < [(Ck)*n="]"".

o0’
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Traitons 'autre terme. Par définition
oo’ 2k
<(U : U')2k> Yoo ( n2k) exp (— BHn(0) — BHy(0"))
nk 0,0 Zo‘,o" eXp ( — BHp(o) — BHn(O'/)) .

De plus, o - ¢/ < n. Ceci nous assure que :

() |

En conclusion, si 0 < ¢t < s. Nous obtenons que :

o[(o(57) ), ) = o

Il reste alors & considérer le cas ou t > s. Le fin de la démonstration est laissée
en exercice. L]

Lemme 9 (Démonstration du Lemme). — En conservant le cadre et les
notations précédentes, il existe des constantes v et C positives, indépendantes
de n, telles que :

N2k 2
o (0007) V(o -o') .
2 ST e (W) < o,
o,0
pour tout n et tout k > 0.
Démonstration. — Reformulons tout ceci. En premier lieu, notons que

;- ag =rm; en loi,

ou 7; suit une loi de Bernoulli symétrique sur {—1,1}. Il nous suffit alors de

montrer que
1 n 2k ( 1 Z" )2
YN 7z 22i=1"h k
() o = e
i=1
pour démontrer le Lemme. Intuitivement ce résultat peut s’obtenir en com-
parant notre somme, renormalisée, de variables aléatoires de Bernoulli avec
des gaussiennes standard. Démontrons le.
On considere X, une variable aléatoire gaussiene centrée réduite. On pose
2
Iy, == E[X%WX ]

Remarquons que 'on peut peut réécrire ceci de la maniere suivante :

o
Iy = / (t%_lew + 7t2k+167t2>P(X > t)dt.
0
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Rappelons que la mesure gaussienne standard vérifie une inégalité de concen-
tration : ,

P(X >t) <e /2
Ainsi, nous obtenons que :

2

o 2 00
Iy, < Zk/ 222 1= gt 1 7/ 12k te="3 (1=27) gy
0 0

2

t . , . . :
Notons par Joi := fooo t2kte= 7 (1=29) ¢, Une intégration par partie gaussienne
nous fournit la relation de récurrence suivante :

2k
Jop = Jog—2.
% = 7T 2 2k—2
Ce qui nous permet de trouver que :
(2k) x -+ x 2 2F k!

Jo, =

(1-29)F "7 L—2yHT
En choisissant, par exemple, v = 1/4, nous obtenons alors :
JQk S (Ck)kv

ou C est une constante positive universelle. Nous obtenons donc le résultat
pour les variables aléatoires gaussiennes : Ioj, < (Ck)*.

Il se trouve que nos variables aléatoires de Bernoulli vérifient également une
inégalité de concentration. Adoptons la notation suivante : S, := % o i

L’inégalité de Hoeffding nous fournit :
P(S, >t) < e /2

Nous pouvons alors reprendre la démonstration que nous avons faites pour les
variables aléatoires gaussiennes mot pour mot. Et ceci nous permet de conclure
la, démonstration de ce Lemme. O

Remarque 9. — Expliquons comment faire pour obtenir ce méme Théoréme
pour des modéles autre que celui des verres de spin de Sherrington et Kirkpa-
trick.

Dans un cadre plus général, nous devons considérer un vecteur gaussien
centré (H”(U))ae{—l,l}” de fonction de covariance :

Cov(H, (), Hy(0')) = n\IJ(U : (’/>.

n

Ou VU est une fonction sur [—1,1] indépendante de n Dans la démonstration
précédente W(z) = 2. Limportant est qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
que ¥ (x) < cx?.
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Soit H], une copie indépendante de H,, pour tout t > 0 on pose :
H! = c;H, + d H},.
Etant donnée une fonction h sur {—1,1}" x {—1,1}", nous pouvons définir
<h(a, O'/)>t78 comme la moyenne de h par rapport & la mesure de Gibbs définie
par HY et HS. C’est a dire :
/ o Mo, o')e PH(@)=BH (o)
o o)y 1= =5 e o)

La démonstration reste la méme, en modifiant seulement la définition de s de
la fagon suivante : s est choisi de sorte a ce que 23%ce™* = min(y, 26%¢c).

En particulier cette wversion générale du Théoréme précédent couvre le
modéle des p — spins avec ¥(x) = xP.

7. NK landscape

Nous allons utiliser la méthode de Talagrand pour obtenir une inégalité sur

le modele NK — landscape. 1l s’agit d’'un modele de génétique introduit par
S. A. Kauffman et S. A. Levin (cf. (14)).
Tout d’abord, il convient de garder a l’esprit que ce modele présente de
grandes similitudes avec celui des verres de spin que nous avons abordé plus
tot (cf. @ Bien que la méthode de Talagrand ne s’applique pas au cas du
modele des verres de spin.

Pour avoir une vision d’ensemble du modele NK — landscape décrivons
le en quelques mots. On s’intéresse a un génome, lui-méme composés d’un
certain nombre de geénes, eux mémes composés d’'un allele. Par souci de sim-
plicité nous supposerons qu’il n’y a que deux choix possible d’allele différent.

Les différents genes qui composent notre génome interagissent entre eux
de maniere aléatoire. On cherche alors a mesurer la compatibilité d’un gene
donné avec ses geénes voisins. En supposant que 'on puisse additionner ces
mesures de compatibilité on veut définir une fonction permettant de mesurer
la compatibilité globale d’un génome. Nous nous intéresserons ensuite a
I’espérance et a la variance du maximum de cette fonction.

Retranscrivons tout ceci de maniere formelle.

On note par S = {0, 1} I'espace des génomes. Un élement ¢ = (01,...,0y) €
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S est donc composé de N geénes, eux mémes composé d’un allele : 0 ou 1.

Le paramétre K détermine le nombre d’interaction entre un gene et ses
voisins : par exemple, a K fixé, o1 interagit avec o9,...,0x4+1. Les autres
interactions sont aussi simples que possible : 7.7.d..

Comme nous l'avions spécifié quelques lignes plus haut, ces interactions
sont modélisées par des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de
méme loi : N(0,1).

Formellement, on se donne une famille de gaussiennes standard i.i.d. Y (i,7)
o1 0<i<N-—1letne {015+

On définit alors la fonction qui mesure la compatibilité d’'un génome donné
par
N—

F(O’) = Z Y(Z, (0’1‘,...,02'4_]()).

1=

—_

Une facon naturelle de mesurer I'écart entre deux génomes, 0,0’ € S, est
d’utiliser la distance de Hamming :

Py k(o,0") = |{z : (Oiy ey Oir i) = (ag,...,a§+K)}}.

A noter que Py i (0,0") = Cov(F (o), F(d”)).

Bien que cela ne donne pas plus d’information sur la variance du maxi-
mum de F'(o), on peut néanmoins calculer simplement un encadrement de
I’espérance de ce maximum.

Lemme 10. — Indépendamment de la valeur de K, nous avons :

N

— < E(max F(o)) < Ny/2log?2.

ﬁ - (UGS ( )) - &
Remarque 10. — FEn fait, ces bornes sont optimales. La borne inférieure est
atteinte lorsque K = 0 et la borne supérieur est atteinte (asymptotiquement)
lorsque K = N — 1. De plus comme nous allons le constater dans la preuve,
l’espérance est une fonction décroissante de K.

Démonstration. — L’obtention de la borne supérieure est directe en utilisant
le Lemme de Sudakov (Cf. Annexe [13). Pour la borne inférieure, on observe
tout d’abord que si G(0) est une autre fonction mesurant la compatibilité d'un
génome (pour un modele NK avec K = 0, alors pour 0,0’ € S nous avons :

Cov(G(0),G(c")) = Cov(F (o), F(d")).

Ceci découle du fait que K +— Py (0, 0’) est une fonction décroissante.
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De plus Var (F(a)) =Var (G(J)) = N. On peut donc appliquer le Lemme de
Slepian qui nous dit que :

]E(méxx F(o)) > E(mgx G(0)).

Maintenant, si (Z(i,7)), <i<N—1,nef01} SNt les variables aléatoires gaus-
siennes i.i.d. utilisées pour définir la fonction de compatibilité G on a :

N-1

max G(o) = Y max{Z(i,0), Z(i,1)}.
g

i=0
Il est maintenant aisé de calculer ’espérance du maximum de deux variables
aléatoires gaussiennes standard pour conclure. O

Nous avons un résultat de superconcentration pour le maximum de la fonc-
tion de compatibilité.

Théoréme 10. — En conservant les notations précédentes, nous avons :
CN
Var(max F(o)) < —, C > 0.
o K
Démonstration. — Soit M := max, F'(0). Notons par ¢ la configuration pour
laquelle ce maximum est atteint. Avec des notations évidentes, nous avons :
oM

OV (i)~ Mo res)=(m s}

Et par symmétrie,
oM, oM 1
Iyl = o= e = s
Y (i, n) Y (i, n) 2
Nous obtenons alors, grace a 'inégalité de Talagrand :

CN
< —.
Var(mgx) <%

8. Modele de percolation

Dans un premier temps nous allons définir ce nouveau modele, ensuite nous
énoncerons le résultat de superconcentration le concernant. Pour établir ce
Théoreme nous utiliserons la méthode de Talagrand [2| Cependant, comme
nous allons le voir, cet outil est insuffisant pour faire la démonstration
complete. Nous aurons besoin d’utiliser « ’astuce > de Benjamini-Kalai-
Schramm (cf. (3)) pour contourner les difficultés techniques.

On considere le réseau Z? et nous noterons par E(Z?) I'ensemble des arétes
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de ce réseau. Soit alors (we).cze une famille de variables aléatoires positives
1.1.d., celles-ci correspondent au temps de passage ou au poids de chacunes de
ses arétes. Ces poids peuvent étre vus comme modélisant le temps nécessaire
a un fluide pour passer une aréte (que I'on pourrait assimiler & un tuyau).

Pour un chemin p reliant deux sommets du réseau Z? on définit le temps de
passage du chemin p comme la somme des temps de passage de chaque aréte
du chemin. Le premier temps de passage T'(x,y) d'un sommet z & un sommet
y est défini comme le minimum des temps de passage parmi tous les chemins
reliant = a y.
ie, T(z,y):= 71)21{; Z Wp-
PEPz .y

Ce modele de premier temps de passage en percolation a été introduit par J.
M. Hammersley et D. J. A. Welsh (cf. (12)).

Etant donné un z € R% et un entier n, notons par 7, n(z) le premier temps de
passage T(0, [nx]), ol 0 représente I'origine de Z? et [nx] le point du réseau
le plus proche de nz. il existe toutes sortes de résultats concernant 7, (x), par
exemple :

. Tn(x
lim (z)
n—oo n
existe et est une fonction déterministe de z. Dans ce mémoire nous nous
intéresserons uniquement au comportement de Var (T n(m))

Par simplicité de notation posons x = e; = (1,0,...,0) et notons T}, (x) par T),.
Grace a des arguments de martingales, Kesten a prouvé que Var(7T,) < Cn.
Bien que cela n’atteigne pas encore l'ordre de fluctuations attendu par les
physiciens (n%/?). Benjamini-Kalai-Schramm (BKS) ont amélioré ’estimation
de Kesten en démontrant un phénomeéne de superconcentration.

Théoréme 11. — Considérons le premier temps de passage en percolation
sur Z%, d > 2. Si les poids des arétes peuvent étre obtenues comme la loi d’une
fonction Lipschitzienne de wvariables aléatoires gaussiennes uniformément
borné, alors pour tout n,

Cn
log(n)’
ou C' est une constante qui ne dépend que de la loi des poids et de la dimension.

Var(T,) <

Tout d’abord, nous allons constater pourquoi le Théoreme de Talagrand
monotone ne s’applique pas directement. On suppose que la loi du poids
de nos arétes est une fonction Lipschizienne de gaussiennes, et que cette
fonction est bornée. Autrement dit, si w, est le poids d’une aréte, on suppose
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qu’il existe une gaussienne standard X, et une fonction absolument continue
F : R — R telle qu'il existe une constante K > 0 vérifiant |F'| < K. Ainsi
que des constantes 0 < a < b < oo telles que a < F(x) < b pour tout x.
Pour exemple, la loi uniforme sur I'intervalle [a, b] vérifie ce type de conditions.

Le fait que les poids des arétes soient uniformément bornés loin de zéro
et de l'infini implique que la longueur du chemin optimal entre deux sommets
ne peut dépasser un multiple de leur distance euclidienne.

En effet, par hypotheses, T(0,z) < blz| pour z € Z¢ Clest pourquoi,
|Poz| < (b/a)|x|, ou |Pyz| designe le nombre de sommet appartenant au

chemin Py, réalisant I'infimum. Cette hypotheése est cruciale pour utiliser
I’astuce BKS.

Appelons p, le chemin optimal entre l'origine et ne;. Avec des notations
évidentes, ceci nous donne que :

orT,

/
8Xe = F (Xe)l{eeﬁn}
En conséquence,
o1,
<K
09X, oo De;
ou p. := P(e € py,). Clest pourquoi nous devrons certainement démontrer

que p. est petit pour quasiment tout les sommets. Malheureusement ceci est
compliqué a démontrer directement. L’astuce de Benjamini-Kalai-Schramm
consiste & contourner ces difficultés.

Démonstration. — Expliquons les grandes lignes de la preuve avant d’abor-
der la démonstration du Théoreme. L’idée est de considérer une boite de
coté k (pour un k que nous choisirons judicieusement plus tard). Dans
cette boite nous pouvons définir un temps de passage moyen, que nous
noterons 7. L’astuce BKS réside dans le fait que l'on peut contrdler 1'écart
entre T}, et T facilement et que la méthode de Talagrand s’applique sans trop
de difficultés & T'. Ces deux estimations permettrons d’obtenir notre théoréme.

Soit F' une fonction Lipschitzienne telle que |F’| < K, et le poids d’une aréte e
soit F'(X,), ou les X, sont des variables aléatoires gaussiennes standards 4.i.d..

Soit n quelconque et fixons k£ que nous choisirons ultérieurement. On pose
T = T,,. Et considérons la boite B de coté de longueur k centrée a ’origine.
Notons par |B| le nombre de points du réseau appartenant a B. Pour chacun
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d’entre eux, x € B, notons par T, le premier temps de passage de z a x + ne;.

On pose alors,
~ 1
T:=— T;.
52"
Puisque les poids des arétes sont uniformément bornés loin de zéro et de I'in-
fini, il est facile de voir que |T, — T'| < Ck ou C est une constante dépendant
uniquement de la loi des poids et de la dimension.

En effet, le chemin d’énergie minimale entre 0 et ne; étant fixé, nous pour
pouvons construire un chemin particulier 4 issu de x et se terminant en z+ne;.

Procédons de la maniere suivante : lors des C1k premiers pas nous fai-
sons en sorte que 4 rejoigne p,. Ensuite, notre chemin 4 va suivre la méme
route que p,. Une fois arrivé en ney, il ne faudrait que C2k pas pour rejoindre
le point x + ne;. La remarque que nous avons faite sur la taille d’'un chemin
optimal entre deux points va nous permettre de conclure. Par construction,
nous avons obtenu ceci :

Y F(X.) = Y F(X.) < Cik+0+ Cok,
ecy e€pn

ou les constantes C; et Cy correspondent a l’écart entre nos deux chemins
lorsque 4 # p,. Autrement dit,

Y F(X) <Ck+T
ecy
11 suffit alors de prendre 'infimum sur les chemins reliants x & x +nez, puis de

suivre le méme argument en fixant p¥ (le chemin optimal entre x et = + nej)
et en construisant un chemin entre 0 et ne;j.

Nous obtenons donc bien :
T, — T| < Ck.
Ainsi
~ 1
T —T| < §Z\TI—T| < Ck.
’ |x€B
De plus, en utilisant I'inégalité suivante : pour a,b € R (a + b)? < 2(a? + b?)
nous obtenons que :

(15) Var(T) < 2Var(T) + Ck%.

Rappelons que p,, le chemin optimal entre I’origine et ne;. Pour chaque = € B,
soit P, le chemin optimal entre x et x + ney. Alors pour n’importe quelle aréte
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oTr  F'(X.)
= E 1y s
0X. 1Bl =~ fecpad

et donc
oT

|B|ZPepr

reB

Si 'on adopte la convention suivante : e — x désigne I’aréte e translatée de x.
L’invariance par translation de notre probléeme nous donne alors que

Ple € py) = P(e — = € py).

De méme si e — B désigne la boite translatée de e, c’est a dire I’ensemble
des arétes e — x lorsque x parcourt les sommets de B, les deux inégalités
précédentes impliquent que :

Il <

(16) < T

e — B) N py,| =: Ale.

Or, |B| ne peut excéder I'ordre k% (pensez & un carré puis & un cube etc..),
alors que le nombres d’arétes dans e — B qui appartiennent a p ne peuvent
dépasser un multiple de k. En effet (e — B) N p,, est sous ensemble du chemin
de poids minimum entre le premier point d’entrée de p dans e — B et le dernier
point de sorti, et ces deux points sont au moins a une distance k£ I'un de 'autre.
C’est pourquoi :

(17) AL <Ok

D’un autre coté, la majoration grossiere d’une indicatrice par 1 nous fournit
I’estimation suivante :

orT
< 1
Haxe po (rmz teepn= “)
= (,B|Z {e€pz}> ’B‘Z}P’eem
reB reB
K? K?
= — N ' Ple— hn) = —E|(e — B) N pp| := A2

Remarquons que A2 = KA., c’est pourquoi en combinant et l nous
obtenons :

A d—1
< A = JAL € k=2 A,.
<A, =/ N

oT
0Xe

L1
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Nous pouvons des lors utiliser la méthode de Talagrand qui nous assure que,
apres simplification, que :

Var(T) < ¢ ZA?

log(k) <
c 1
< — Ple — z € pp)
s ) B] 2 2~
C Cn
= — Elpn| < ——.
tog(®) P = Tog (k)
En se souvenant de l'inégalité nous en déduisons que :
Cn
Var(T) < Ck*.
ar(T) < log(k) -
En choisissant k¥ = n® avec a < 1/2 nous terminons la preuve car dans ce cas
n® = 0(n/log(n)). O

9. Polymeéres dirigés en milieu aléatoire

L’astuce BKS que nous venons de voir pour le modele de percolation fonc-
tionne dans notre nouveau cadre. Les difficultés techniques sont seulement
plus importantes pour ce cas de polymeres. Présentons tout d’abord notre
modele, qui a été introduit pour la premiere fois par J. Z. Imbrie et T. Spencer

(cf. (13)).

Soit n € N, nous considérons les marches aléatoires issues de 0 de longueur n.
Plus précisement, chacun de nos chemins est une suite {(0, ap), (1,a1),...,(n, an)}
ou ag =0 et |a;+1 — a;| = 1 pour tout i. Ainsi il y a 2" chemins envisageables

et nous appellerons chacun d’eux un polymere dirigé de dimension (1 + 1) (le
(14 1) représentant une dimension de temps et une dimension en espace).

il est important de saisir la différence entre ce modele et le modele de
percolation précédent. En effet, dans le modele de percolation le < fluide >
qui se déplacait le long des arétes était libre de ses mouvements. Alors que nos
polymeres, comme le souligne le mot « dirigé >, ont un déplacement imposé.
Expliquons ceci plus en détail : nos polymeres sont obligés d’avancer, quitte
a changer les axes. On peut voir notre modele comme une marche aléatoires
< up-crossing ». C’est a dire que notre polymere ne peut aller que sur la
droite ou vers le haut et ne peut pas revenir sur ses pas.

Soit & présent (X,),czz une famille de gausiennes standard i.i.d. que l'on
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appellera « le milieu > ou bien <« ’environnement >. Etant donné une marche
aléatoire p de longueur n, on définit I’énergie de ce chemin par :

Hy(p) ==Y _ X,

vep

On parle alors de polymeéres gaussiens aléatoires de dimension (1 + 1).

Nous nous intéresserons a 1’énergie minimum d’un chemin de longueur
n. Nous appellerons ceci 1'état fondamental (< Ground state > en anglais)
et nous le noterons par E,. Nous étudierons également le chemin p, qui
réalise cet état fondamental. Comme nous ’avons signifié plus tot, 'astuce
BKS s’applique pour ce nouveau modele apres quelques difficultés techniques.
Toutefois nous pouvons obtenir le résultat suivant :

Théoréme 12. — Si FE, est l’état fondamental d’un polymeére gaussien
aléatoire de dimension (1 + 1), alors
C
Var(E,) < " ,
logn

ou C' est une constante indépendante de n.

Comme pour le modele de percolation, les méthodes classiques nous donnent
une estimation de la variance d’ordre n au lieu de n/log). En effet, si I’on utilise
I’abus de notation évident que

OFE,
ax = _1{U€chemin optimal}»
v

qui nous fournit que

0E,\?
2 n
IVE,|* = ;(fm)

= Z 1{U€Chemin optimal} = " +1
v

Alors I'inégalité de Poincaré nous assure que :
Var(E,) <n+ 1.

Avant de prouver ce dernier théoréme, nous allons faire une petite disgression
sur le phénomeéne de chaos. Comme nous I'avons démontré, la notion de
superconcentration et de chaos sont équivalentes. Néanmoins ce phénomene
de chaos est bien visible dans le modele des polymeres dirigés et permet de
donner une justification de la définition que nous avons donnée.

Rappelons de quelle maniere nous pouvons perturber I’environnement gaus-
sien de nos polymeres. On considere un polymere gaussien de dimension
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(1 + 1) et pour chaques sommets v € Z? soit (X,, X!), t > 0 un couple de
variables aléatoires gaussiennes centrées de covariance e~t et de variance égale
a 1. Lorsque t est proche de zéro X, et X! sont égaux en loi avec une forte
probabilité. Soit {(X,,X!) : v € Z*} une famille de couple i.i.d.. Alors si
(Xy)yez2 est notre environnement original, nous pouvons appeler (X!),cz2
notre environnement t-perturbé.

Comme nous allons le voir, une petite perturbation de I’environnement origi-
nal nous fournit un nouveau chemin réalisant 1’état fondamental quasiment
disjoint du chemin d’énergie minimum de départ. Le théoreme d’équivalence
entre superconcentration et chaos nous fournit dans cet exemple-ci le résultat
suivant.

Théoréme 13. — Considérons le modéle des polyméres gaussiens de dimen-
sion (14 1). Si E,, désigne l’état fondamental, alors

Var(Ey,) = o(n)
si et seulement si il existe t,, — 0,lorsque n tend vers Uinfini, tel que
Elpn N 55| = o(n).

Ou pt, désigne l’état fondamental dans l’environnement t-perturbé et | - | cor-
respond au nombre de sommets communs entre p, et pl.

Démonstration. — Considérons le modele de polymeres Gaussiens de dimen-
sion (1 + 1) introduit précédemment. Soit E, ’état d’énergie fondamentale
d’un polymere, g, le poids du sommet v et (X),cz2 des variables aléatoires
Gaussienes standard ¢.i.d. indépendantes de X,. On définit I’environnement
perturbé par :

X, = Xy + di X,

Soit V :={-n,—n+1,....,n—1,n}? et N := |V|, on pose X := (X,)pey et
X! := (X!)yey. Comme toujours P; représente le semi-groupe de OU et
la mesure gaussienne standard N-dimensionnelle. Soit p!, le chemin optimal
dans l'environnment X! et p, le chemin optimal dans l’environnement X

(i.e. pn = p2).

Puisque g?}: = —1l{ycchemin optimal} €6 que VP = e~ 'P,V nous obtenons
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que,
E(En,PE,) = E~(VE,-VPE,)
¢ 'E~(VE, - BVE,)
= ¢ "B\ (VEu(9) - VEu(g"))

= ¢! Z]P’(v € pnetv € ph),
veV

- e_tE’ﬁn N ﬁfw‘

De plus pour le semi-groupe de OU A\; = 1. Ainsi, dire que E, est (e,0)-
chaotique (i.e £(En, BE,) < eeM'E(E,, E,) pour t > §) revient & dire que
pour tout £ > §
Elp, NpL| < e(n+1).

C’est pourquoi, si € et § tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini, ceci
signifie qu’une petite perturbation de I’environnement engendre un nouveau
chemin optimal quasiment disjoint du précédent. Ce qui est bien l'idée que
I'on se fait du chaos. Nous venons de démontrer que E,, est (ey, d,)-chaotique,
pour €, et d, tendant vers 0, si et seulement si, il existe ¢, — 0 tel que
Eljn 0 54] = o(n).

Il ne reste plus qu’a démontrer que F,, est €,-superconcentré, pour €, — 0; si
et seulement si Var(E,) = o(n). Dans ce cas le Théoréme d’équivalence entre
la superconcentration et le chaos nous permettra de conclure. Or, I'inégalité
suivante

Var(E,) < E(Ey, E,) =n+1,
nous permet de montrer I’équivalence manquante. En effet, si E,, est €,-
superconcentré cela signifie que

Var(E,) < e,CE(E,, Ey) = €,C(n+ 1) = o(n).
L’autre sens se démontre aussi facilement. O

Maintenant que nous avons démontré ce théoreme d’équivalence pour le
modele de polymeres gaussiens nous pouvons aborder la preuve de la super-
concentration dans le théoréme [12]

Théoréeme 14 — L’idée est la méme que pour le modele de percolation. C’est
a dire que I'on introduit une boite B d’une longueur k£ que nous déterminerons
ultérieurement, ainsi qu’une moyenne E, des énergies des chemins de taille n
issus d’un point = de cette boite B. Comme nous pouvons utiliser 1’inégalité
suivante : (a + b)? < 2(a? + b?), il ne reste plus qu’a controler la variance de
notre moyenne En ainsi que la variance de F,, — En pour controler celle de E,,.
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La difficulté réside dans 'estimation de Var(E,, — En), pour y parvenir nous
devrons comprendre comment se comporte I’écart entre un chemin et son
translaté (nous définirons tout ceci précisement plus loin). L’autre estimation,
comme nous le verrons procede de la méme maniere que pour le modele de
percolation.

Apres ce descriptif des grandes lignes de la preuve, introduisons des no-
tations.

Fixons n € N*  ainsi que & = k(n) que nous choisirons ultérieurement.
Soit B l’ensemble des points du réseau {0} x Z qui sont a une distance
inférieure ou égale a k de l'origine et dont les coordonnées sont paires. Notons
par |B| le nombre de points appartenant a B. Pour chaque point z € B on
définit E¥ comme étant I’énergie minimum parmi tout les polymeres de taille
n issus du point x. On pose alors

.1
By=— > BT
P

Soit p, le chemin optimal de taille n partant de l'origine. Notons par
(0,v9), ..., (n,vy) les sommets de ce polymere p,, ot vg = 0 et |vj11 —v;| =1
pour tout j.

Si l'on rajoute le point Xj114,+1 ot bien X, i1,,-1 (qui sont les seules
possibilités envisageables pour prolonger notre polymere) au chemin p,,, nous
obtenons un chemin de taille n+ 1. Donc par définition de E), ;1 nous obtenons
que

B, < E,— maX(XnJrl,anrla XnJrl,vnfl)-

Ceci montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que E,,+1 — F, < —C. D’ou,
pour tout 0 < m < n < oo,

(18) E(E,) — E(Ep) < —C(n —m).

Soit 7 le premier instant j tel que vjy1 — v; = 1, c’est a dire le premier
moment ou notre polymere remonte. Si un tel j n’existe pas on pose 7 = n.
Choisisions m < n, soit alors F), ,, le chemin d’énergie minimum parmi tout
les polymeres de taille n issus de 'origine qui sont au point —m a l'instant
m. Ainsi les m premiers sommets de ces polymeres sont déterministes :
en effet celui-ci doit descendre jusqu’au point —m durant les m premiers
instants. Puisque ’espérance des m premiers poids vaut donc zéro, nous ob-
tenons donc que E(E,, ,,) = E(E),—y,). Ainsi d’aprés E(E,—Enm) < —Cm.
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En utilisant 'inégalité de concentration Gaussienne avec
= E<En - En,m)a
nous obtenons aisément que
P(E, = Epm) < P(E, — En,m < 0) < e~ /7,

Remarquons que 1'événement {7 > m} implique que E,, = E,, ;,,. En effet si
dans le chemin optimal le premier instant ou ’on remonte, apres 'instant m,
implique que 'on soit descendu au moins jusqu’au point —m. D’ou

(19) P(r > m) < e /",

nous connaissons donc le comportement de la queue de distribution de la
variable aléatoire 7.

Choisisons le point x € B comme étant le point (0,2). Nous constatons a
présent que la suite de points (0,2), (1,2+v1),(2,2+v2),...,(7+1,vr41), (T+
2,07492,...,(n,v,) est un polymere de longueur n débutant du point z. En
fait nous venons de recoller en 'instant 7 notre polymere optimal p,, issu de
0 avec son polymere translaté débutant en x. On remarque également que
v; = —j pour j < 7, par définition de 7.

En conséquence, par définition de EF et grace a la remarque précédente
nous obtenons que

(20) El < = 9pa-i— O 96wy
=0 j=7+1
(21) = En—ZX(2,2—j)+ZX(j,—j)-
§=0 0

De plus, I'utilisation de ’estimation de la taille des moments Gaussiens donnée
par le Lemme (Cf. Annexe) nous fournit I'inégalité suivante :

m+1
et la méme borne reste valable si 'on remplace X(; _;) par X(;o_;). Notons
2

(22) E max

< C'logn
0<m<n - &

par Ak = Z 0 X(j,—j) et par Z, := maxo<p<n ,:_‘H En utilisant les inégalités

. et . nous allons montrer que
E(EY — n)Jr < C+/nlogn,

ou (-)4 désigne la partie positive.
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Tout d’abord E(EF — En)i < E(42) < E(mZylr <m) + E(7Zy1:5m).
En choisissant pour la suite m = /n on constate que le premier terme de
I'inégalité précédente est controlé par y/nlogn. Pour le second, établissons un
Lemme intermédiaire.

Lemme 11. — Awvec les notations précédentes nous avons :
E(1Zp1r5m) < Cy/nlog(n).
Démonstration. — D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons que :
E(TZplrsm) < E(Z2)VPE(T 1,5m) 2.

en utilisant, de nouveau, 'estimation des moments gaussiens du Lemme ({16))
(Cf. Annexe) on obtient que :

2\1/2 '
E(Z2)'/? < ¢'\/logn.
De plus en utilisant nos connaissances sur la queue de distribution de 7 ainsi
que la comparaison série/intégrale nous avons que :

E(r*1rom) < ZerCkQ/”

k=m

n
< C’ln/ ze~ 0% /ngy
m
NG Cu?
< Cl\/ﬁn/ ue” Y du
1
< Cv/nne™™ = 0(n)
D’ou le résultat. O

En combinant les inégalités précédentes on obtient bien que :

E(EZ — E,)1 < Cy/nlogn.

n

Par symétrie, la méme borne reste valable pour la partie négative. Autrement
dit, pour x = (0,2)

E(E; — En)® < Cy/nlogn,

Nous allons maintenant utiliser ce moyen de comparaison pour estimer
E(E* — E,)%.

Choisissons = = (0,2]) pour [ € N, alors, en utilisant Cauchy-Schwarz,
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I'inégalité précédente et la symétrie de translation, nous obtenons que
l

E[(E;g — En)Q] = E[(Z EO2) _ E7(zo,2j—2))2]

j=1
< ZZE|: 02]) (0 2j2))2:|
< Cl*y/nlogn.

Clairement, la méme relation reste valable pour des [ négatifs, en remplagant
dans le membre de droite [ par |I|. Donc, pour n’importe quel x € B,

E(E* — E,)? < Ck*V/nlogn.
C’est pourquoi
Var(Ey) < 2Var(Ey) + 2E(E, — E,)? < 2Var(E,) + Ck*>v/nlogn.
Comme nous allons l’expliquer ci-dessous, nous pouvons montrer que

Var(E,) < Cn/logk. 1l ne restera plus qu'a choisir k& = n® avec o < 1/2
pour conclure cette démonstration.

Pour démontrer que la variance de E, est bornée par Cn/logk. 11 suffit
de reprendre la méthode utilisée dans la preuve du Théoreme de supercon-
centration pour le modele de percolation. En effet, il suffit de remarquer
que :

6X |B| Z {ecpz}>

ou, nous le rappelons, p? est le polymere d’énergie minimum issu de = de
taille n.

Ainsi nous obtenons que :

OE,
< P(e € p)
5], = mErees
= Ple —x € pp)
|B|§; "

= ‘ )mﬁn’:: A/e
|B\

Or, par définition, notre boite B ne peut excéder I'ordre k c’est pourquoi nous
obtenons que :

4, < YEjte~ B) npul.
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Puisque nous voulons appliquer la méthode de Talagrand il nous faut estimer
OE, ||?
0Xe || 12

En utilisant exactement le méme type de majoration que dans le cas du modele
de percolation nous trouvons :

o8, |2 2
- QME:%%)
ZPeepn

mEB

— L Ele— B) Nl = A= AL
B

La méthode de Talagrand nous assure, apres simplification, que :

E, < P(e — n
Var(E,) < logn|B\ZZ e—x € py)

IA

zeB e
C . Cn
= E|p,| = .
logn logn

Car |p,| est une somme de n variables aléatoires gaussiennes standard
indépendantes. Enfin, comme pour la démonstration de superconcentration
pour le modele de percolation, il ne reste plus qu’a choisir &k = n® avec
a<1/2. O
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PARTIE V
ANNEXE

Dans cette annexe nous exposerons un certains nombres de résultats
qui nous serviront d’outils dans I’étude de la superconcentration. Dans un
premier temps nous rappellerons des résultats classiques concernant les va-
riables aléatoires gaussiennes. Dans un second temps, nous démontrerons le
Théoreme d’hypercontractivité [1| & ’aide de 'inégalité de Sobolev Logarith-
mique [§| vérifiée par la mesure gaussienne.

10. Résultats sur les variables aléatoires gaussiennes

Nous allons énoncer un résultat que nous utiliserons implicitement tout au
long du mémoire. La plupart du temps il sera combiné avec un résultat de
concentration. Pour plus de détails a ce sujet, nous renvoyons le lecteur vers
I’Appendice du livre de Talagrand (20)).

Proposition 10 (Intégration par partie probabiliste)
Soient (2, F,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire positive et
F une fonction croissante sur Ry, alors

E[F(X)] = F(0) +/ P(X > t)dF(t).
0
En particulier, lorsque 0 < p < oo,

E[XP] =p / P(X > t)tP~Ldt.
0

Par la suite nous considérerons un vecteur gaussien X = (X1, -+, X,) de
matrice de covariance I'. Nous pouvons obtenir une inégalité de concentration
pour M := max;—1,.. , X;. Nous noterons par m := E,[M].

Proposition 11. — Pour tout r > 0,
P(M—m>r)< e "7/
Cette méme borne est également valable pour P(M —m < —r).

Démonstration. — Pour obtenir ce résultat il suffit d’utiliser I'inégalité de
Markov avec la fonction = +— exp(z), puis de contrdler la transformée de
Laplace de M — m. En fait nous avons le méme résultat en remplacant le
maximum M par une fonction Lipschitzienne. Plus précisement, soit f une
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fonction Lipschitzienne sur R de norme de Lipschitz || |1 < 1. Alors, pour
tout £ > 0,

/ fdy < ele D=2,
R

Ce qui nous permettra d’obtenir un résultat analogue a I’assertion de la pro-
position.

Wf —E[f] > ) < e /2

Pour obtenir notre résultat il suffira de prouver que la fonction maximum est
bien Lipschitzienne de constante de Lipschitz plus petite que un.

Nous allons utiliser essentiellement les propriétés du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck associé a la mesure gaussienne.

Avant cela, il est nécessaire de rappeler certaines définitions et propriétés.
Nous désignerons par L := A—x-V le générateur infinitésimal du semi-groupe
d’Ornstein-Uhlenbeck. A ce générateur, on peut lui associer la forme bilinéaire
symétrique : I'opérateur <« carré du champ > T'.

Définition 12. —  — Soient f,g deux fonctions appartenant au domaine
du générateur infinitésimal L. On définit l'opérateur T' de la maniére
suivante :

T(f,9) = 3 (E(f9) ~ fLg — gLf).

— On dit qu’un opérateur L est une diffusion si, pour toute fonction ®, C'*
de R™ dans R et toute fonction f = (f1,..., fn) appartenant au domaine
de L,

L(@(f)) = D@L + Y @i f5):

On se convaincra sans peine, que l'opérateur L = A—x-V est une diffusion.
Nous avons dans ce cas la relation suivante :

L(2(f),9) = @' (/)T(f,9).
Rappelons la représentation intégral du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck :
Pw)= [ flew+dy)dy(y) pour = € R™.
Rn
On vérifie sans peine que P; est solution de I’équation de la chaleur :
o f = Lf.

Soit u = u(t,x) = P.f(x) pour x € R™ et t > 0 une solution de 1’équation
de la chaleur : du = $ A u sur R"x]0, oo|.
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On peut supposer, sans perdre de généralité que f est centrée sous . On
remarque, par ailleurs, que si f est de classe C? alors

(23) Aptf = e_tPtAf.

Soit f : R® — R de classe C? de norme Lipschitz || f||1;, < 1. Notons que la
fonction f admet des moments exponentiels de tout ordre par rapport a la
mesure 7y car, pour tout A > 0,

E, [eAf] < e)‘f(O)IEV [eMm‘Q] < 00.
Soit A € R. On définit la fonction ¢ de la maniere suivante :
6(t) = E,[]
En particulier ¢(0) = E, [e*]. Nous allons chercher & comparer ¢ et ¢’ pour

appliquer le Lemme de Gronwall.

En utilisant le fait que P;f est solution de I’équation de la chaleur, i.e.
OP,f = LP,f, nous obtenons la relation suivante :

¢'(t) =E, [)\LPt fe’\Ptf] .

On constate, par un argument de convergence dominée, ’ergodicité du semi-
groupe d’OU. Plus précisement, lorsque ¢ tend vers l'infini, P, f(z) — E,[f] =
0. Autrement dit ¢(t);—00 — 1. Le théoreme fondamental de I’analyse nous
assure donc que

o) =1~ [ (s)ds.

En outre, le fait que 7 soit une mesure invariante et symétrique, nous permet
de réecrire ¢’ en terme de T’

H'(s) = A / ASILP, fdy

— _A/F<Psfe””sf>d7

De plus le semi-groupe d’OU est une diffusion, en particulier

L(f):=T(f,f) = |Vf]*.
Dans notre cas, grace a , nous obtenons

o) = ¥ [Py

= ¥ [ F RPN
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L’inégalité de Jensen nous fournit ’estimation suivante :
2
PV < PVEP).

On se souvient a présent que, par hypothese, || f||Lip < 1. Le Théoreme de
Rademacher nous assure alors, que |V £|3 < 1. Nous obtenons donc

P(t) < 1+A° /OO 628</e”%fdv)ds
t

= 1+)\2/ e 2 H'(s)ds
¢

Le Lemme de Gronwall entraine alors :
oo
H(t) <exp ()\2/ 6_25d8>.
t

H(0) = E,[eM] < /2,

En particulier,

En rassemblant tout ces résultats, nous avons démontré que, pour f une fonc-
tion Lipschitzienne, ||f||zip, < 1, centrée sous la mesure gausienne ~ et suffi-
samment réguliere,

W —E,lf) 2 8) < e MV

Un optimisation en A nous permet de conclure la démonstration.

Si f est toujours Lipschitzienne mais n’est plus suffisamment réguliere, il
suffit de considérer la fonction p.f, ou l'on fait convoler f avec la densité
gaussienne W@f‘“w 2¢ x € R™. On pourra appliquer 'argument précédent
a cette fonction, pour finalement faire tendre e vers 0, par convergence do-

minée, a la fin de la preuve.

Justifions brievement que la fonction max est Lipschitzienne. Rappelons
le cadre : X = (X, -+, X, est un vecteur gaussien centré de matrice de
covariance I'. Sans perdre de généralité on peut supposer que I' n’est pas
dégénérée, il existe donc une matrice M telle que I' = MM . Ainsi nous avons
I’égalité en loi suivante : X = MG ou G est un vecteur gaussien standard de
R". Notons par 02 := maxg_1.., E[X?].

On pose f : R" — R ou f(x) = maxkzl,_._yn‘(Mx)k’ Nous allons mon-
trer que f est Lipschitz et || f||Lip < o2
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En effet, soit z,y € R" et ko € {1,...,n} tel que f(z) = |[(Mz),]|-

f@) = fly) = [(Mz)g,| = [(My)r,| < ’(M(J«"—y))ko

n
> My (w5 — yj)
j=1

n 1/2 n 1/2
< (i) (X -wr)
j=1 j=1
1/2
= I}/7 |z —yl = E(X2)2)z —y
< ol -yl

Nous avons utilisé, respectivement, I'inégalité triangulaire et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. 1l suffit, a présent, d’échanger les roles de = et de y pour
obtenir le résultat voulu. O

Bien qu’il s’agisse d’un résultat profond et puissant, cela ne nous donne
pas plus d’'informations que la proposition précédente. En effet cette inégalité
implique seulement que la fluctuation du maximum est, au plus, d’ordre o2.
En particulier, il s’agit d’une borne grossiere du pire des cas qui n’utilise pas
la structure de corrélation de X. Néanmoins, on ne peut pas obtenir mieux
en utilisant la théorie classique de la concentration de la mesure.

Nous allons a présent énoncer des inégalitées concernant la queue de distribu-
tion d’une variable aléatoire gaussienne standard. On considere donc Z une
variable aléatoire réelle gaussienne standard.

Lemme 12 (Bornes de Mills). — Pour tout x > 0 on a l’encadrement sui-
vant :
2 2
re— T /2 —z%/2
— <PZ>x) < .
V27r(1 + z?) ( ) 27
Démonstration. — Montrons d’abord l'inégalitée de droite.

(24) /+Oo L g < /+Oot L g
—€ — (&
« V2r — J oz/(r
—x2/2
€
25 = :
(25) V2T

1 sz
e dans notre intégrale,

puis séparer celle-ci en deux et a ’aide d’une intégration par partie bien choisie

Pour la minoration, nous allons introduire de force
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nous obtiendrons le résultat escompté.

+oo ] 4 42 o—t*/2 too 1 o—t?/2 ‘oo gemt?/2
PR o PO ST
z 1+t 2n " 1+t 2o . 1+t o
—z2/2 1 +o0 2
= - 2 - + 2 267t2/2dt
IL+z2 Vor  Vor ), (1+12)
T e—x2/2
1+22 2r
Car la derniere intégrale est strictement positive. O

Nous utiliserons par la suite quelques résultats techniques concernant les
variables aléatoires gaussiennes. Notamment le Lemme de minoration de Su-

dakov.

Lemme 13 (Sudakov). — Supposons qu’il existe une constante a > 0 telle
que E[(X; — X;)?] > a pour tout i # j € [1,...,n]. Alors
E[ max X;] > Ca+/logn,

i=1,...,n

ot C est une constante universelle.

Démonstration. — 11 suffit de comparer notre vecteur gaussien a un vecteur
gaussien Y = (Y7,...,Y},), ou les Y; sont toutes i.i.d de variance bien choisie,
via le Théoreme de comparaison de Slepian. Le lecteur pourra en trouver la
preuve dans le livre (16)). O

Remarque 11. — Dans un certain sens, l’hypothése E[(X; — X;)?] > a si-
gnifie que nos variables sont trés peu corrélées.

Lemme 14. — Soient Xq,...,X, des variables aléatoires gaussiennes stan-
dards. On ne suppose pas que ces variables (X;)i=1..n Soient indépendantes.
Notons par M = max(Xy,...,X,). Alors

E[M] < +/2logn.

Démonstration. — Soit § > 0, nous avons les relations suivantes :
1 1 =
E[M] = Z=E[log(e®™>*X] < —E[log X
M) = gE[loge? )] < SE[log(y_ e
1 a . B logn
< —log E[efXi] =2 4 =2
5loE B =5+
Nous avons utilisé I'inégalité de Jensen ainsi que E[e®Xi] = €5/2 pour tout

1 =1...n. Il suffit enfin d’optimiser en 5 pour obtenir le résultat annoncé par
le Lemme. O
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Remarque 12. — Ce résultat reste valable pour des variables aléatoires sous-
gaussienne : i.e. leur transformée de Laplace est majorée par la transformée
de Laplace d’une gaussienne N (0,1).

En fait, si I'on suppose, de plus, que nos variables aléatoires précédentes
X1,..., X, sont indépendantes on peut obtenir une minoration de I’espérance
du maximum du méme ordre de grandeur.

Lemme 15. — Soient X1,...,X,, des variables aléatoires gaussiennes stan-
dard indépendantes. Notons par M := max(Xy,...,X,). Alors

E[M] > C+/logn,

ot C > 0 est une constante universelle.

Démonstration. — Nous allons utiliser la formule d’intégration par partie
Pour cela nous devons nous ramener & une variable aléatoire positive. Nous
utiliserons donc 'inégalité suivante :
E[ max |X;|] <E[Xy]+2E[ max X;).
i=1,...,n 1=1,....n
Ainsi, une fois que nous aurons obtenus le résultat pour max;—; ., |X;| nous
pourrons conclure la démonstration du Lemme.

Le fait que nos X; soit ¢.7.d. nous permet d’obtenir les inégalités suivantes,
pour tout § > 0,

E[ max |X;|]

i=1,...,n

Y

/0(S [1 - (1-P(X1| > t))”] dt
5[1 — (1-P(|X4| > 5))”}

v

En outre,

P(|X1] > 6) = \/z/;o exp(—t?/2)dt > \/zexp (= (6+1)%/2).

Si l'on choisit, par exemple, § = {/logn (pour n suffisamment grand) de tel
sorte que P(|X;| > &) > 1/N. Nous obtenons donc :

i=1,...,n e

1 1
E[ max |X;|] > 5{1 —(1- )“} >6(1— ).
n
Et ceci nous permet de conclure. ]

En fait, nous avons méme un résultat plus général concernant les moments
gaussiens.
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Lemme 16 (Moments gaussiens). — Soient Xi,..., X, des wvariables
aléatoires gaussiennes standards i.i.d.. Sin > 2 lors pour tout p > 1

E| max X;” < Emax | X;|P < C(p)(logn)?/?,
7 (3
ot C(p) est une constante ne dépendant que de p.

Nous allons énoncer un résultat important qui nous a servi tout au long de
ce mémoire : il s’agit de I'intégration par partie gaussienne.

Proposition 12 (Intégration par partie gaussienne)
Soit X une variable aléatoire gaussienne centré de variance o?.
- Soit F une fonction dérivable. Nous supposons que F' vérifie une condition
de décroissance a linfini :

lim F(t) exp(—t*/20?%) = 0.

[t|—o0
Alors nous avons la relation suivante :
E[X f(X)] = o’E[F'(X)].

Ceci peut se généraliser au cas multidimensionnel.

— Soient X,Zy,...,Z, des wariables aléatoires gaussiennes centrées
indépendantes. Soit également F : R™ — R différentiable, telle que,
pour nimporte quel a >0 :

lim |F(z)|exp(—alz|*) = 0.

|z|—00
Alors nous avons la formule suivante :
OF
E\XF(Z1,...,2,)| = EXZ|E|—(Z1,...,Zy].
[ ( 1, ’ )} ; [ l] [axl( 1 ]

Démonstration. —  — Démontrons la premiere assertion. Il suffit simplement
d’utiliser la formule d’intégration par partie usuelle et de tenir compte de
la propriété de décroissance a l'infini de F.

E[XF(X)] = ¢%m%4twp<—;;>F@ﬁ

_ ;;2 /Rexp ( - 22:) F'(t)dt
= o’E[F'(X)].

— Procédons a la démonstration du second point. Considérons les variables
aléatoires gaussiennes

E[Z,G]

7l =27-G

g
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Celles-ci vérifient E[Z]G] = 0. C’est pourquoi, G est indépendant de la

famille (Z1, ..., Z]). Nous pouvons appliquer & chacune d’elles I’assertion
précédente. Puisque Z; = Z] + gE[GZ)]/o?, nous obtenons le résultat
voulu.

O

11. Théoréme d’hypercontractivité

Dans cette section nous allons donner une preuve de 'inégalité d’hyper-
contractivité pour le semi-groupe d’Ornstein Uhlenbeck. Bien qu’il ne s’agisse
que d’'un outil dans ’étude de la Superconcentration, son role est tellement
important que ne nous pouvions le laisser a 1’état de « boite noire >. Par
soucis de consistance et pour satisfaire le lecteur curieux nous allons donc
fournir une démonstration de ce résultat.

Nous allons procéder a une approche classique, faisant appel a l'inégalité
de Sobolev logarithmique vérifiée par la mesure gaussienne standard
v sur R™. Cette inégalité, rappelons le, atteste que pour toutes fonctions
f : R™ — R absolument continue, nous avons la relation suivante :

2
[ 1o o <2 [ 9P

lorsque les deux membres sont finis.

Démonstration. — Nous allons enfin donner la preuve du Théoreme d’hyper-
contractivité [I], attestant que le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est hyper-
contractif. Rappelons ce que cela signifie.

Pour tout p > 1, tout ¢ > 0 et nimporte quelle fonction f € LP(7),

(26) HPtfHLq(t)(a, < ”fHLP(yﬁ
ou,

q(t) :== 1+ (p—1)e*.
A noter que, ¢(t) > p lorsque t > 0.

Nous allons obtenir cette inégalité d’hypercontractivité grace a l'inégalité
de Sobolev logarithmique vérifiée par la mesure gaussienne standard .

Soit f quelconque et posons v := |[f|. Puisque |P,f| < Pw et que
I flle¢yy = llvllze(y), il suffit de prouver notre inégalité pour des fonctions f

positives. Soit f > 0 une telle fonction. Posons f; := P,f et r(t) := fftq(t)d'y.
Utilisons de nouveau 1’équation de la chaleur =0, P;f = LP,f. Puis le fait
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que — [ fLgdy = E,[Vf - Vg], pour n’importe quelles fonctions f et g
suffisamment intégrables Nous en déduisons que :

r(t) = / O at (t)log fr)dy
= ) [ 51108 fur +att) [ 17 1%y,

= q’(t) / £ log frdy + q(t) / FIO7NL fdy

Dog f1dry — q(t) (q(t) — 1) / FIO2219 5, 2dy.

En outre, remarquons que ¢'(t) = 2(q(t) — ) C’est pourquoi, en remplagant
r'(t) par sa valeur dans la deuxiéme égalité, nous obtenons

0 dlogr(t) ’( )logr( ) ' (t)
alog ||ft”Lq(t)(7) = 5 q(t) = q(t)r(t)

Q(t) t)* (t)—
/ft log 2y - 0 /" Vil

Enfin 'inégalité de Sobolev logarithmique, appliquée a la fonction ftq 2 hous
fournit :
f
[ ot 2|y,
Donc, % log ||ft||Lq(t)(,y) < 0 pour tout t. Et ceci prouve notre résultat. O

12. Inégalité de Hoeffding

Proposition 13 (Inégalité de Hoeffding). — Soient, X;,...,X,, des va-
riables aléatoires i.i.d. de Bernoulli sur {—1,1}, alors on a la relation suivante,

pour tout t >0 :
n 2
PO X;>t) <e .
i=1
Démontrons, tout d’abord, un Lemme qui nous sera utile pour la
démonstration de I'inégalité d’Hoeffding.

Lemme 17. — Soit Y wune variable aléatoire centrée, telle que Y € [a,b]
presque strement. Posons 1y ()\) = logE[e*Y]. Alors
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~YP(A) < (b—a)?/4.

— 1y (N\) < A2(b—a)?/8.

Démonstration. — Observons, en premier lieu, que
v _ (b+a) < b— a
2 - 2

C’est pourquoi,

Var(Y)=Var(Y — (b+a)/2) < (b—2a)2.

Notons par P laloi de Y et par P la loi de probabilité admettant pour densité :
z i e vy N,

Puisque Py est concentrée sur [a,b], la variance d’une variable aléatoire Z
suivant la loi Py est bornée par (b — a)?/4. Ainsi, apres un calcul élémentaire,
nous obtenons :

A = e WWE[Y2NY) _6—2q/;y()\)(]E[Y6)\Y])2

B (b—a)?
= Var(Z) < —

La deuxieme assertion découle simplement, en remarquant que ¥y (0) =
¥4 (0) = 0. Ainsi la formule de Taylor entraine que, pour un ¢ € [0, ],

2 201 a 9
Py (A) = 1y (0) + Aipy(0) + %W@) < A(bg)

Démontrons a présent 'inégalité de Hoeffding

Inégalité de Hoeffding. — Nous pouvons nous placer dans un cadre légérement
plus général. Considérons des variables aléatoires Xy, --- , X, indépendantes,
admettant un moment d’ordre un. Supposons de plus que, pour tout
i € {1,---,n}, il existe des constantes a;,b; telles que X € [a;, b;] presque
stirement.

Il suffira par la suite de choisir des variables aléatoires de Rademacher (Ber-
noulli symétrique sur {—1,1}) et de remplacer, pour tout i, a; = —1 et b; = 1.

La démonstration repose sur le Lemme précédent et sur l'utilisation de
I’inégalité de Chernoff. Nous avons I'inégalité suivante :

P(Z > t) < e ME[eM].

Il suffit alors de controler la transformée de Laplace de la variables aléatoire
Z, pour enfin optimiser en .
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Posons S := Y, (Xl- - ]E[Xi]), par indépendance nous avons, pour tout A
pour lesquels la transformée de Laplace de X; est finie,

ss(3) = 3 tog [ (65050 |
=1

De plus, comme chaque X; € [a;, b;] nous pouvons utiliser le Lemme précédent :

n

)\2

vs(V) < T ;(bi — a;)”.
1=

Ceci nous permet de controler la transformée de Laplace. Il ne reste plus qu’a

optimiser en A pour obtenir :

P(S>t)<exp<—z:;;l<2bi2_%)2>.
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