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Introduction

Différentes représentation variance

» Décomposition f € L%(7y,) base polyndmes Hermite.
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Représentation de la variance

Théoreme [T.]
p=>1
P 2
Var.,,(f) = ZF / VK tdy,
k:]_ . Rn
2 (o.)
o e 21— e 2ty / |Pe(VPHLF)| dyndt
0 n

» mélange développement Hermite + reste par interpolation.
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Représentation de la variance

Théoreme [T.]
p=1

2

, / VX fd,
. Rn

1
Var,, (f) = Z )
k

1

_l’_

P
% / e 21— e 2ty / |Pe(VPHLF)| dyndt
H 0 n

» mélange développement Hermite + reste par interpolation.

> p — oo on retrouve développement Hermite.
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Preuve

Var%(f):2/ e_2t/ |P:Vf|2dy,dt J
0 Rn
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Preuve

Var%(f):2/ e—2f/ |P:Vf|2dy,dt
0 Rn

Rappels
» VP,f =e “P,Vf Yu>0
> Jpo F(—LF)dVn = [gn [VFPdy, avec L=A—x-V.
> Py(f) e Jgn fdn.

Démonstration au tableau
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2

Var,,(f) = ‘/ Vfdyn
Rn

(ee]
+ 2/ e—2“(1—e—2“)/ |Pu(V2F)| dyndu
0 n
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2

Var,,(f) = ‘/ Vfdyn
Rn

(ee]
+ 2/ e—2“(1—e—2“)/ |Pu(V2F)| dyndu
0 n

» Dans la preuve, s fixé et t — 0 argument article Ledoux.
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2

Vid,

L
(ee]

+ 2/ e—2“(1—e—2“)/ |Pu(V2F)| dyndu
0 n

» Dans la preuve, s fixé et t — 0 argument article Ledoux.

> Inégalité Poincaré inverse immédiate.
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Talagrand ordre 2

Majoration du reste par hypercontractivité

R—> Zn: /Ooo e2u(1 — e_zu)/" [pu(a,-jf)rd%du

ij=1
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Talagrand ordre 2

Majoration du reste par hypercontractivité

R—> Zn: /Ooo e2u(1 — e-zu)/" [pu(a,-jf)rd%du

ij=1

Talagrand ordre 2

2
—~ _ llof113

Var,,(f) < ‘ Vidyn| + C 5
e = [1 4 ol
a {H ||aéf||f]

Démonstration au tableau
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Questions ouvertes

» Comparaison inégalités Talagrand d'ordre 1 et 2 ?

» Utilisation superconcentration 7
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur C, = {—1,1}" pour
" = (%571 + %51)®n_
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur C, = {—1,1}" pour
" = (%571 + %51)®n.

> 2D;f(x) = f(x) — f(7i(x))

Ti(x) = (X1y .oy —Xjy .oy Xn), X € Cp.
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur C, = {—1,1}" pour
" = (%571 + %51)@)".

» 2D;f(x) = f(x) — f(T,-(x))
Ti(x) = (X1y .oy —Xjy .oy Xn), X € Cp.

» L=1".D; Df =(Dif,...,Dnf).
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur C, = {—1,1}" pour
" = (%571 + %51)@)".
» 2D;f(x) = f(x) — f(T,-(x))
Ti(X) = (X].’"'v_Xia---’Xn), X € Cn.
> L=3%7,D; Df=(Dif,...,Duf).
> an f(—Lf)du" = fC,, |Df 2dpn.
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur C, = {—1,1}" pour
" = (%571 + %51)@)".

» 2D;f(x) = f(x) — f(T,-(x))
Ti(x) = (X1y .oy —Xjy .oy Xn), X € Cp.

> L=33>".D; Df =(Dif,...,Dnf).
> an f(—Lf)du" = fC,, |Df 2dpn.

Attention D;jj = D;o D; = D; !
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Semi-groupe Bonami-Beckner

> Q:f(x) = fc [T (1 +e” xiyi)dp"(y).
> Q:(f) = an fd,u.

00 N 2
> Var,n(f) =2 [¢° 301, [c, [Qs(Dif)]"dp"ds
[Bobkov-Gotze-Houdré].

> (Qt)e>0 hypercontractif [Bonami-Beckner].

Beaucoup points commun cas gaussien.

Attention D; Qs = QsD;, pas de e™°.
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Influence et Théoréeme KKL

f:C, —{0,1}
Influence

Ii(f) =P(F(X) # f(mi(X))), L(X)=u"
Probabilité i pivotal
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Influence et Théoréeme KKL

f:C, —{0,1}
Influence

Ii(f) =P(F(X) # f(mi(X))), L(X)=u"
Probabilité i pivotal

Théoréme Kalai-Kahn-Linial

log n

VF: Co—{0,1}, 3i € {1,...,n} [i(f) > cVaru(f)
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Influence et Théoréeme KKL

f:C,—{0,1}
Influence
Ii(f) = P(f(X) # f(7i(X))), L(X)=p"

Probabilité i pivotal

Théoréme Kalai-Kahn-Linial
log n

VF: Co—{0,1}, 3i € {1,...,n} [i(f) > cVaru(f)

optimal fonctions Tribus
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Démonstration KKL

li(f) = |1Difllx = I1Dif 5 p =1

(modulo constantes)
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Démonstration KKL

li(f) = |1Difllx = I1Dif 5 p =1

(modulo constantes)

Talagrand

n £112
Var(f) < ¢ 22

démonstration (KKL) au tableau
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Influence double

Influence double

li jy(F) = P((i,J) pivotal)
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Influence double

Influence double

li jy(F) = P((i,J) pivotal)

Similairement (modulo constantes)

i) (F) = I D5F 13 = 1| Dif 1 ]
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Influence double

Influence double

li jy(F) = P((i,J) pivotal)

Similairement (modulo constantes)

i) (F) = I D5F 13 = 1| Dif 1 ]

Attention /(,-7,-)(;‘) = [;(f) !
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KKL d'ordre 2

f: Cy— {0,1}

KKL d'ordre 2
Soit 3i € {1,...,n}

1 1/1+n
li(f) > cVarun(f)<;> O<n<l1
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KKL d'ordre 2

f: Cy— {0,1}

KKL d'ordre 2
Soit 3i € {1,...,n}

1 1/1+n
li(f) > cVarun(f)<;> O<n<l1

soit 3i # j € {1,...,n}

2
iy (F) > cVarMn(f)<|Ogn>

n

2ieme alternative optimale pour fonctions tribus
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Démonstration

Inégalité Talagrand ordre 2

| Dyf |13
Var»(f) < CZ||Df||1+e ot C Z ”J fﬁ 2
1 2
i#j= [1 + ||Duf||1}
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Démonstration

Inégalité Talagrand ordre 2

| D;f I3
Var,n(f) < CZ||Df||1+e o+ C Z B e

- 92
i#j=1 ID;fll2
[1 ML

Remarque
> 2 [ Difdu" = [ f(x)du"(x) = [, f(Tix)du"(x) = 0.
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Démonstration

Inégalité Talagrand ordre 2

| D;f I3
Var,(f) < CZHD FlI os+C Z ”J fi ;
1 2
i#j= [1 + ||Duf||1}

Remarque
> 2 [ Difdu" = [ f(x)du"(x) = [, f(Tix)du"(x) = 0.
> |Qu(Dif)|13 < e72¢||Dif||3 Yu>0 (Pomcare)
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Démonstration

Inégalité Talagrand ordre 2

| D;f I3
Var,n(f) < CZ||Df||1+e o+ C Z B e

- 92
i#j=1 ID;fll2
[1 ML

Remarque
> 2 [ Difdu" = [ f(x)du"(x) = [, f(Tix)du"(x) = 0.
> |Qu(Dif)|13 < e72¢||Dif||3 Yu>0 (Pomcare)

Démonstration au tableau
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Critere courbure dimension intégré

Théorie Bakry-Emery (cas gaussien)

By [T2(f)] = pEy, [M1(£)] & Var,, () < %Evn[rl(f)] vieA
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Critere courbure dimension intégré

Théorie Bakry-Emery (cas gaussien)

By [T2(f)] = pEy, [M1(£)] & Var,, () < %Evn[rl(f)] vieA

Va’r’Yn(f) = 2fooo fRn rl(Psf)andS
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Critere courbure dimension intégré

Théorie Bakry-Emery (cas gaussien)

By [T2(f)] = pEy, [M1(£)] & Var,, () < %Evn[rl(f)] vieA

Var,, () = 2f0°o fR" F1(Psf)dvynds
I(s) = Ey,[M1(Psf)]
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Critere courbure dimension intégré

Théorie Bakry-Emery (cas gaussien)

By [T2(f)] = pEy, [M1(£)] & Var,, () < %Evn[rl(f)] vieA

Var,,(f) = 2fooo fRn [1(Psf)dvynds
I(s) = Eq,[F1(Psf)] 1'(s) < —2pl(s)
Gronwall : /(s) < e727/(0) (intégration entre 0 et s).
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Critere courbure dimension intégré

f fixée, inégalité inverse, intégration entre s et oo 7
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Critere courbure dimension intégré

f fixée, inégalité inverse, intégration entre s et oo 7

/Fg(Psf)dw,,g/ F1(Psf)dm+ tn(s) s >0
Rn Rn

Formulation équivalente

I'(s) > =2(I(s) +¢n(s)) s>0
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Critere courbure dimension intégré

f fixée, inégalité inverse, intégration entre s et oo 7

/Fg(Psf)dw,,g/ F1(Psf)dm+ tn(s) s >0
Rn Rn

Formulation équivalente

I'(s) > =2(I(s) +¢n(s)) s>0

Exemple : f3(x) = S log (37, %), B> 0 (énergie libre) avec

Y(s) = 2/826_25 fRn rl(PSfﬁ)d'Yn
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Application superconcentration

REM
e—n(log 2-24?)

Var(fy) < =z

B €10,/ (log2)/2]
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Application superconcentration

REM
e—n(log2—262)
Var(fz) < R — B €]0,/(log2)/2]
SK
» Var(fz) < Csgn/logn, [ > 0 [Chatterjee]
» Var(fzg) < C, 0<p<1/2

Autres exemples 7
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Merci de votre attention.
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