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Introduction

Différentes représentation variance

I Décomposition f ∈ L2(γn) base polynômes Hermite.

I Interpolation semi-groupe Ornstein-Uhlenbeck.

I Formule type Taylor semi-groupe (Ledoux).

I · · ·
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Représentation de la variance

Théorème [T.]

p ≥ 1

Varγn(f ) =

p∑
k=1

1

k!

∣∣∣∣ ∫
Rn

∇k fdγn

∣∣∣∣2
+

2

p!

∫ ∞
0

e−2t(1− e−2t)p
∫
Rn

∣∣Pt(∇p+1f )
∣∣2dγndt

I mélange développement Hermite + reste par interpolation.

I p →∞ on retrouve développement Hermite.
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Preuve

Varγn(f ) = 2

∫ ∞
0

e−2t

∫
Rn

|Pt∇f |2dγndt

Rappels

I ∇Puf = e−uPu∇f ∀u ≥ 0

I
∫
Rn f (−Lf )dγn =

∫
Rn |∇f |2dγn avec L = ∆− x · ∇.

I Pu(f ) −→
u→∞

∫
Rn fdγn.

Démonstration au tableau
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Ordre 2

p = 1

Varγn(f ) =

∣∣∣∣ ∫
Rn

∇fdγn
∣∣∣∣2

+ 2

∫ ∞
0

e−2u(1− e−2u)

∫
Rn

∣∣Pu(∇2f )
∣∣2dγndu

I Dans la preuve, s fixé et t → 0 argument article Ledoux.

I Inégalité Poincaré inverse immédiate.

Kevin Tanguy Partie II : inégalités de Talagrand d’ordre supérieur, application en analyse booléene
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Talagrand ordre 2

Majoration du reste par hypercontractivité

R = 2
n∑

i ,j=1

∫ ∞
0

e−2u(1− e−2u)

∫
Rn

[
Pu

(
∂ij f
)]2

dγndu

Talagrand ordre 2

Varγn(f ) ≤
∣∣∣∣ ∫

Rn

∇fdγn
∣∣∣∣2 + C

n∑
i ,j=1

‖∂ij f ‖2
2[

1 +
‖∂ij f ‖2

‖∂ij f ‖1

]2

Démonstration au tableau
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Questions ouvertes

I Comparaison inégalités Talagrand d’ordre 1 et 2 ?

I Utilisation superconcentration ?
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Rappels analyse booléenne

Historiquement inégalité Talagrand sur Cn = {−1, 1}n pour
µn = ( 1

2δ−1 + 1
2δ1)⊗n.

I 2Di f (x) = f (x)− f
(
τi (x)

)
τi (x) = (x1, . . . ,−xi , . . . , xn), x ∈ Cn.

I L = 1
2

∑n
i=1 Di , Df = (D1f , . . . ,Dnf ).

I
∫
Cn

f (−Lf )dµn =
∫
Cn
|Df |2dµn.

Attention Dii = Di ◦ Di = Di !
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Semi-groupe Bonami-Beckner

I Qt f (x) =
∫
Cn

f (y)
∏n

i=1(1 + e−txiyi )dµ
n(y).

I Qt(f ) −→
t→∞

∫
Cn

fdµn.

I Varµn(f ) = 2
∫∞

0

∑n
i=1

∫
Cn

[
Qs(Di f )

]2
dµnds

[Bobkov-Götze-Houdré].

I (Qt)t≥0 hypercontractif [Bonami-Beckner].

Beaucoup points commun cas gaussien.

Attention DiQs = QsDi , pas de e−s .
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Influence et Théorème KKL

f : Cn → {0, 1}

Influence

Ii (f ) = P
(
f (X ) 6= f

(
τi (X )

))
, L(X ) = µn

Probabilité i pivotal

Théorème Kalai-Kahn-Linial

∀f : Cn → {0, 1}, ∃i ∈ {1, . . . , n} Ii (f ) ≥ cVarµn(f )
log n

n

optimal fonctions Tribus
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Probabilité i pivotal
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Démonstration KKL

Ii (f ) = ‖Di f ‖1 = ‖Di f ‖pp p ≥ 1

(modulo constantes)

Talagrand

Varµn(f ) ≤ C
n∑

i=1

‖Di f ‖2
2

1 + ‖Di f ‖2

‖Di f ‖1

.

démonstration (KKL) au tableau
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Influence double

Influence double

I(i ,j)(f ) = P
(
(i , j) pivotal

)

Similairement (modulo constantes)

I(i ,j)(f ) = ‖Dij f ‖2
2 = ‖Di f ‖1

Attention I(i ,i)(f ) = Ii (f ) !
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KKL d’ordre 2

f : Cn → {0, 1}

KKL d’ordre 2

Soit ∃i ∈ {1, . . . , n}

Ii (f ) ≥ cVarµn(f )

(
1

n

)1/1+η

0 < η < 1

soit ∃i 6= j ∈ {1, . . . , n}

I(i ,j)(f ) ≥ cVarµn(f )

(
log n

n

)2

2ième alternative optimale pour fonctions tribus
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Démonstration

Inégalité Talagrand ordre 2

Varµn(f ) ≤ C
n∑

i=1

‖Di f ‖2
1+e−s0 + C

n∑
i 6=j=1

‖Dij f ‖2
2[

1 +
‖Dij f ‖2

‖Dij f ‖1

]2

Remarque

I 2
∫
Cn

Di fdµ
n =

∫
Cn

f (x)dµn(x)−
∫
Cn

f (τix)dµn(x) = 0.

I ‖Qu(Di f )‖2
2 ≤ e−2u‖Di f ‖2

2 ∀u ≥ 0 (Poincaré)

Démonstration au tableau

Kevin Tanguy Partie II : inégalités de Talagrand d’ordre supérieur, application en analyse booléene
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Critère courbure dimension intégré

Théorie Bakry-Emery (cas gaussien)

Eγn [Γ2(f )] ≥ ρEγn [Γ1(f )]⇔ Varγn(f ) ≤ 1

ρ
Eγn [Γ1(f )] ∀f ∈ A

Varγn(f ) = 2
∫∞

0

∫
Rn Γ1(Ps f )dγnds

I (s) = Eγn [Γ1(Ps f )] I ′(s) ≤ −2ρI (s)

Gronwall : I (s) ≤ e−2ρI (0) (intégration entre 0 et s).
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Kevin Tanguy Partie II : inégalités de Talagrand d’ordre supérieur, application en analyse booléene



Critère courbure dimension intégré

f fixée, inégalité inverse, intégration entre s et ∞ ?

∫
Rn

Γ2(Ps f )dγn ≤
∫
Rn

Γ1(Ps f )dγn + ψn(s) s ≥ 0

Formulation équivalente

I ′(s) ≥ −2(I (s) + ψn(s)) s ≥ 0

Exemple : fβ(x) = 1
β log

(∑n
i=1 e

βxi
)
, β > 0 (énergie libre) avec

ψ(s) = 2β2e−2s
∫
Rn Γ1(Ps fβ)dγn
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I ′(s) ≥ −2(I (s) + ψn(s)) s ≥ 0

Exemple : fβ(x) = 1
β log

(∑n
i=1 e

βxi
)
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Application superconcentration

REM

Var(fβ) ≤ e−n(log 2−2β2)

β2
, β ∈]0,

√
(log 2)/2]

SK
I Var(fβ) ≤ Cβn/ log n, β > 0 [Chatterjee]

I Var(fβ) ≤ C , 0 < β < 1/2.

Autres exemples ?
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Merci de votre attention.
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