CC1 L1 SVT

Calculatrices et documents interdits
Exercice. Soit a € R, montrer I'inégalité suivante par récurrence
(I+a)">14na, n>0

—_ (=D"+n

Ezercice. 1). Soit u,, = =t n3e™2",  n > 0. Déterminer lim,,_, oo Un.

Indication : on pourra d’abord obtenir un encadrement de la suite (up)n>0 pour
ensuite déterminer la limite.

2). Soit v, = 5™ — 4™, n > 0. Déterminer lim,,_,, v,.

Ezercice. Considérons la suite (uy)n>0 définie comme suit :

Upto = SUpy1 +4u, n >0,
ug = 1
Uy = 5

Déterminer une expression de u,, en fonction de n € N.

Ezercice. On considere les deux suites (uy)n>0 €t (v )n>0 définies, pour tout entier
n € N, par :
{ Upt1 = 7%—2’_”" n > 0,
ug = 3
et

Upt1 = w n >0,
Vo = 4
1). Calculer uy, v1, us et vs.

Considérons la suite (wy)p>o définie pour tout n € N par : w, = v, — up. On
admettra par la suite que w, > 0 pour tout n € N.

2). Montrer que la suite (wy,),>0 est géométrique de raison i.

3). Exprimer w,, en fonction de n et préciser la limite de la suite (wpy)n>0 lorsque
n — oo.

4). Apres avoir étudié le sens de variation de suites (uy)n>0 €t (vy)n>0, démontrer
que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

Indication : on pourra utiliser le résultat obtenu a la question précédente.
On considere a présent la suite (t,)n>0 définie, pour tout n € N, par
Uy, + 20,

3
5). Démontrer que la suite (¢,)n>0 est constante.

ty, =

6). En déduire la limite des suites (un)n>0 €t (Vn)n>0-

1
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1. CORRECTION DU DEVOIR

Comme mentionné en TD, la rédaction est un point tres important. Il s’agit
d’exposer de maniere concise, précise et limpide sa pensée au correcteur.

Ezercice. Démontrons par récurrence, que la propriété suivante est vérifiée pour
tout n >0 :

Pn): (14+a)">14na, a>0

Initialisation : démontrons que P(0) est vraie. D’une part,

(1+a)0 =1,
tandis que d’autre part
1+40xa=1

Ainsi, nous avons bien

(1+a)’>1+0xa.

P(0) est donc vraie.
Hypothése de récurrence : on suppose qu’il existe un entier N € N tel que
P(N) soit vraie. Autrement dit, on suppose que 'inégalité suivante est satisfaite :

(HR) : (1+a)Y > 1+ Na.
Hérédité : démontrons alors que P(N+1) est également vraie. D’apres I'hypothese
de récurrence (HR), nous avons

(1+a)N > 1+ Na,

puisque, par hypotheése sur a, nous avons aussi que 1+ a > 0. Nous en déduisons
donc l'inégalité suivante

(14+a)x(14+a)N >(1+Na)x(1+a) <= (A+a)¥*"'>14+a+Na+ Na?

En outre, observons que 1 +a+ Na+ Na? =1+ a(N + 1)+ Na?> > 1+ a(N + 1)
puisque, & nouveau par hypotheése sur a, Na? > 0. Ceci prouve donc que P(N + 1)
est vraie.

Conclusion On peut donc conclure, par récurrence, que la propriété P(n) est vraie
pour tout n > 0.

Ezercice. Déterminons la limite de la suite (un)n>0 lorsque n — oo. Ceci est
équivalent & déterminer la limite de

(~1)" +n

n?+1
D’une part, par croissance comparée,

3_,—2n

et de n’e” séparément.

lim n3e7 2" = 0.
n— oo

D’autres part, nous obtenons ’encadrement suivant

n—1 <(—1)"+n n+1
n2+1~- n2+1 ~—nZ2+1

De plus, observons que
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n+tl 1+1/n

n2+1 n(l+1/n2)"
Ainsi, a ’aide de cette nouvelle expresssion, il est aisé d’en déduire que

. n+1
lim =0
n—o00 TL2 =+ 1
puisque le numérateur converge vers 1, tandis que le dénominateur tend vers +oc.
On peut alors invoquer le théoreme des gendarmes qui nous assure que

(=D +n
1 ~ 7
nooo n2 4 1

=0

également.
Déterminons la limite de la suite (vy)n>0. A cet effet, factorisons par le terme

dominant. Autrement dit,
4 n
n=5"1—{= .

n

Remarquons alors que (‘é) = e~ "1o8(/4) et que log(5/4) > 0. C’est pourquoi

limy, 00 e~ "1980/4)=0_ Ceci implique que le terme entre crochets converge vers 1
lorsque n — oo. Par des arguments similaires, on démontre que lim, ,,, 5" =
lim,, 00 €"1°85 = 400. En conclusion, nous avons démontré que

lim v, = +o00
n—oo

Ezercice. Quelques calculs élémentaires entrainent que
7 15 29 59
R
A présent, démontrons que (wy,)n>0 est une suite géométrique de raison ¢ = i. Soit
n €N,

_ o unJrl + Un Up + Un _ un+1 Up,
wnJrl — Un+1 - 7-’4n+1 - - — - 5

2 2 2 2
_ Unt1 Un _UntUn  Un 1
- 9 2 = 4 g = g(Un—n)
1
= —u}n
1

Puisque nous venons de montrer que (wy,)n>0 est une suit géométrique, d’apres le
cours, celle peut s’exprimer comme suit

1 n
wn=wo(4> , n=>0

avec wy = vo—ug = 1 (observons que cette expression justifie le fait que w,, > 0 pour
tout n € N). De plus, puisque |q| = % < 1, le cours nous assure que lim,, o, w, = 0.
En d’autres termes, nous venons de montrer que lim, ., v, — u, = 0. Ceci nous
servira ultérieurement.
Etudions le sens de variations des suites (un)n>0 €t (Vn)n>0-

Un + Un Un — Un Wn,

un+1—un:T—un:7:—>0
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puisque w, > 0 pour tout n € N. Nous venons donc de démontré que la suite
(un)n>0 est croissante.
Similairement,

Un+1_vnzw—vn:—%:—%<o
puisque w, > 0 pour tout n € N. Nous venons donc de démontré que la suite
(Un)n>0 est décroissante.
En résumé, nous avons montré que la suite (u,),>0 est croissante, la suite (vpn)n>0
est décroissante et que lim, .o v, — un, = 0. Cela revient a dire que les suites
(Un)n>0 €t (vn)n>0 sont adjacentes. Alors, d’apres le cours, il existe un nombre réel

[ tel que

lim u, = lim v, =1
n—oo n— oo

Pour déterminer /, démontrons d’abord que la suite (,),/geq0 €st constante.

Up+1 + 20p41 Up + 20y, Uy + Un n Un+1 + Un Up + 20y,

t —t, = — =
LT 3 3 6 3 3
. Uy + Up Un+1 + Un . Uy + 2vn
6 3 3
L UptUn | Uy 3V Up 20,
6 6 6 3
Ainsi, la suite (¢,)n>0 est bien constante. Autrement dit, pour tout n > 0,
tn, = 1o

avec tg = % et donc lim,,_, t,, = tg. Cependant, nous avons aussi

L Uy + 20,
lim ———
n— o0
les suites (un)n>0 €t (tn)n>0 étant convergente, la suite (¢, )n>0 converge également.

Plus précisément
lim,, o0 Uy, + 21im,, o0 Uy,

b = 3 -

Par unicité de la limite, nous avons [ = tg.



