L2-PCP

Fonctions de plusieurs variables (suite).

Les exercices précédés du symbole = ne seront pas traités en TD. Ces exercices sont similaires
a lexercice qui les précede dans la feuille et il est de ce fait fortement conseillé de les travailler a
la maison afin de vérifier que vous avez bien compris les notions abordées et travaillées en TD.

Dérivées partielles d’ordre 1 et 2 intervenant en physique

Exercice 1. Soit f(z,y) = 2xy3.

o2 o2 f ?f & f
1. lculer —% —5 - .
Calculer axQ(:c,y), 052 (x,y), axay(l’,y), ayax(ﬂf,y)

2. Que constatez-vous par rapport aux deux dernieres quantités? Quel théoreme du cours
peut-on utiliser pour le justifier sans calculs?

3. Donner une expression explicite pour le Laplacien de f noté Af.

%
Exercice 2. Soit K = (2%yz, 232, 2% + ¢?).

— - —
Calculer divV ainsi que rotV.

Changement de variables et difféomorphismes

Exercice 3. Soit ¢ = (¢1, ¢2) 'application de D = RT*x] — 7, 7| dans R? définie par
¢(r,0) = (rcos,rsinb).
Soit (re,8,) € D et f: R? — R de classe C1. On pose F = fo¢ et x, = 1,080, Yo = To8inb,.

1. Montrer que le passage en coordonnées polaires définit un C' difféomorphisme de D sur
un ensemble ) & préciser.

2. Calculer %—f(ro,ﬁo) et %—g(ro,ﬁo) en fonction de 7., 0,, %i(%,yo), g—i(xo,yo).
3. Calculer %(zo,yo) et g—i(azo,yo) en fonction de z,, Yo, %—f(roﬁo), %—g(ro,eo).

Exercice 4. Montrer que les applications suivantes sont des C!-difféomorphismes:

1. ¢1(z,y) = (2, %) de R* x R dans R* x R.

T

2. ¢o(u,v) = (LF %) de R x R** dans R™ x R.

v

Equation aux dérivées partielles

Exercice 5. Préciser les domaines de validité des changements de variables proposés, vérifier
que cela définit bien des C'-difféomorphisme et déterminer sur ces domaines les solutions de
classe C'! des EDP suivantes:

1. 909 —,

B oy — U=r+Y, v=T—1Y

2. 2050 —y(Il+ )P +F=0, =2+ 0v?)/2, y=u/v,



3. x 3f + y \/meyQ f coordonnées polaires
l@xai—i-yaf*() u=uzx,v=1
Y G of :L‘gi 0, coordonnées polaires.

Exercice 6. Equation des ondes. On considére la fonction

¢ : R> = R?
(z,t) = (z—ct,z+ct) = (u(z,t),v(z,1))

ou ¢ € R* est un parametre fixé.
1. Montrer que ¢ est un changement de variables.

2. Soit f une fonction de R? & valeurs dans R. On définit g par
f(x,t) = goo(z,t) = g(u(z, t),v(z,1)).

0 0
(a) Calculer les dérivées partielles premieres de f : 8f et a—{ en fonction des dérivées
x
0 0
partielles premieres de g : I ot 2
u O
2 2
(b) Calculer ) et 5z & fonction des dérivées partielles de g. On calculera aussi pour
) t -~ 6
s’entrainer :
otox
(¢) En déduire toutes les solutions de I’équation aux dérivées partielles
0% f 0% f 2
(E) 8t2($at)_c 62( t)_oa (:Eat)ER'

Exercice 7. * On se place dans R3, le changement de coordonnées sphériques est défini par

Fi]0,400[x] — 1 w[x]0, 7] — RB\{(x,y,z);y:OethO}

(r,0,0) +—  (r cos(f) sin(¢),r sin(f) sin(¢),r cos(o))

Montrer que f est un C' difféomorphisme.

Développement de Taylor d’ordre 2 et Extrema locaux.

Exercice 8. Ecrire le développement de Taylor a I'ordre 2 au point (g, yp) des fonctions de
R? dans R suivantes:

1. f(z,y) = 2% + 2 y* + y? pour tout (z,y) € R?, ott (z0,%0) = (1,2),
2. g(x,y) = (24 + y*)e** ¥ pour tout (z,y) € R2, ol (0, y0) = (1,1).

= g(x,y) = pour tout (z,y) € R2, ot (z9,%0) = (1,2).

T
332 + y2 +1
Exercice 9. Déterminer les extrema locaux des applications suivantes :
23

f(a:,y):§—$+a:y, g(.’E,y):

2 3

3 — 3z 9 Y T
3’

T ey =e eyt

k(z,y) = (2 — 1%+ (z—y?)%  Uzy) =2ty +y> +2y—2
@f(x,y):y2—$2+a:4/4, g(x,y):x3+y3—3my7 h(l‘,y) =$4+y4—4(m—y)2.



