
0.1. COMPLÉTUDE

Université PAUL SABATIER M2 2015-2016

Topologie et Analyse fonctionelle

0.1 Complétude

Exercice 1
La complétude est-t-elle une notion métrique ou topologique ? Donner un exemple illustrant votre
réponse.

Exercice 2
On considère la distance sur R définie par d(x, y) = | expx− exp y|. (R, d) est il complet ? Indication,
considerer la suite un = −n.

Exercice 3
Soit E =]0,+∞[ muni de la distance usuelle | · |. On définit l’application d par d(x, y) = | lnx− ln y|
pour tout x, y ∈ E.

1. Montrer que d est une distance topologiquement equivalentes à | · |.

2. Montrer que (E, d) est complet.

3. Les distances d et | · | sont elles uniformément équivalentes.

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie et K un compact de E. Montrer que
◦
K = ∅

Exercice 5
Soit X = C1([a, b]).

1. Est-ce un espace complet si l’on muni X de la norme uniforme ‖ · ‖∞ ?

2. Considérons la norme sur X définie par

N(f) = sup
t∈[a,b]

|f(t)|+ sup
t∈[a,b]

|f ′(t)|,

X muni de cette norme est il complet ?

Exercice 6
Soit X =

(
C1([0, 1]), ‖ · ‖

)
, où ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

1. Montrer qu’il existe une unique fonction f ∈ X qui est point fixe de l’opérateur T donné par

Tf(x) = 1 +

∫ x

0
f(t− t2)dt

2. Utiliser ceci pour établir l’existence d’une unique fonction f ∈ X qui vérifie f(0) = 1 et
f ′(x) = f(x− x2).

Exercice 7 1. Montrer que R n’est pas dénombrable en raisonnant par l’absurde et en considerant
des ouverts On bien choisis.

2. L’espace vectoriels R[X] des polynômes à coefficients réels peut-il être muni d’une norme qui
le rende complet ?

1 Kevin Tanguy



0.2. ANALYSE FONCTIONELLE

0.2 Analyse fonctionelle

Exercice 8
Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que la boule unité fermée B est compacte.

1. Montrer qu’il existe x1, . . . , xn ∈ B tels que B ⊂ ∪ni=1B(xi,
1
2)

2. On appelle F l’espace vectoriel engendré par les (xi)i=1...,n. Soit f une forme linéaire continue
qui s’annule sur F . Montrer que f(B) ⊂ 1

2f(B).

3. En déduire que f est nulle et que E est de dimension finie.

Exercice 9
Reflechissez à l’utilisation du Théorème de Banach Steinhaus dans les séries de Fourier.

Exercice 10
Considerons une fonction α ≥ 0 Höldérienne, que dire d’une telle fonction si α > 1 ?
Peut-on obtenir des résultat de convergence de série de Fourier pour ce type de fonction ?

Exercice 11
Soit fn : R → R une suite de fonctions continues, telle que (fn)n converge simplement vers une
fonction f .

1. f est-elle continue ?

On pose, pour tout n ≥ 0,

Un = {x ∈ R ∃δ ∀x, z ∈ R |y − z|+ |z − x| ≤ δ ⇒ |f(y)− f(z)| < 1/n}

2. Determiner ∪nUn.

3. Si Un est dense dans R que peut-on en conclure ?

Soit W 6= ∅ un ouvert de R et [a, b] ⊂W . On considère, pour tout k ≥ 0

Vk = {x ∈ [a, b] ∃j > k |fj(x)− fk(x)| > 1

3n
}

4. Montrer que Vk est un ouvert.

5. Montrer que ∩kVk = ∅.

6. Que peut-on en déduire ?

7. Monter qu’il existe un intervalle I ⊂ [a, b] sur lequel

|fj(x)− fk(x)| ≤ 1

3n
, j > k

et

|f(x)− fk(x)| ≤ 1

3n

8. Si x ∈W est le centre de I et δ > 0 suffisament petit, monter que |x− y|+ |z−x| < δ implique

|f(y)− f(z)| < 1

n

9. Conclure.
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0.3. COMPACITÉ

0.3 Compacité

Exercice 12
La compacité est-t-elle une notion métrique ou topologique ? Donner un exemple illustrant votre
réponse.

Exercice 13
Soit X un espace métrique compact.

1. Comment peut-on étendre le thèorème de Stone-Weiertrass aux fonctions C0(X,C) ?

2. Enoncé deux théorèmes d’approximation uniforme de fonction C0(R,C) 2π-périodique.

3. Connaissez vous une version mesurable du théorème de Stone-Weierstrass ? Donner un exemple
d’application.

4. Soit f ∈ L2 en quel sens Sn(f) la serie de Fourier associée à f est-elle une approximation de
f ?

Exercice 14
Soit f ∈ C[0, 1], on définit Bnf(x) =

∑n
k=0C

k
nx

k(1− x)n−k pour tout x ∈ [0, 1]. On définit également
le module de continuité de f par ω(f, δ) = sup{|f(x) − f(y)|, x, y ∈ [0, 1], |x − y| ≤ δ} pour tout
δ > 0.

1. Donner une interpretation probabiliste de Bn(f)(x), pour tout x ∈ [0, 1].

2. Montrer que dans le cadre de l’exercice ω(f, δ) est fini pour tout δ > 0.

3. Montrer que Bn(f) converge uniformément vers f sur [0, 1].

4. Estimer la vitesse de convergence lorsque f est une fonctione α-Höldérienne.

Exercice 15
Montrer qu’une suite convergente et sa limite forment un ensemble compact.

Exercice 16
Soit f : Rn → Rn une application continue. Elle est dite propre si pour tout compact K ⊂ Rn, l’image
réciproque f−1(K) est compact.

1. Montrer, que si f est propre, alors l’image de f par tout fermé de Rn est un fermé.

2. Etablir l’équivalence suivante : l’application est propre si et seulement si elle a la propriété

‖f(x)‖ → ∞ quand ‖x‖ → ∞

Exercice 17 1. Montrer (sans le Théorème de Riesz) que tout segment [a, b] de R est compact.

2. Montrer que si K est un compact d’un espace metrique (X, d) alors K est fermé et borné.
‘

Exercice 18
Soit E,F deux espace métriques et f : E → F . Le graphe de f est G(f) = {(x, f(x)) ∈ E×F, x ∈ E}

1. Si f est continue, montrer que G(f) est fermé dans E × F .

2. Montrer que si F est compact et si G(f) est fermé , alors f est continue.

Exercice 19
Soit E un espace metrique compact et f : E → E telle que

∀(x, y) ∈ E2 (x 6= y ⇒ d(f(x), f(y)) < d(x, y))
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0.4. ESPACE DE HILBERT

1. f est elle uniformément continue ?

2. Prouver que si f admet un point fixe, celui-ci est unique.

3. En utilisant φ : E → R+ telle que φ(x) = d(f(x), x), démontrer que f admet un point fixe

Maintenant E = [0, π2 ] et f(x) = sinx.

1. Montrer que f vérifie la propriété donnée. Quel est son point fixe ?

2. L’application f est-elle contractante ?

Exercice 20
Soit f ∈ C0([a, b],R) telle que ∫ b

a
f(t)tndt = 0 ∀n ∈ N

Montrer que f = 0.

Réflexion : que se passe-t-il si l’on a∫
R
f(t)tne−t

2/2 dt√
2π

= 0 ∀n ∈ N?

Exercice 21 1. Soit k > 0 et F l’ensemble des fonctions différentiables f : [a, b] → R telles que
|f ′(t)| ≤ k pour tout t ∈ [a, b]. Montrer que F est une famille equicontinue.

2. Si L > 0 et fn : Rd → Rd est une suite d’application L-Lipschitzienne avec ‖fn(0)‖ =
√

2, alors
montrer que l’on peut extraire une sous-suite convergente de (fn)(x) pour tout x ∈ Rd.

Exercice 22
Soit K : C0([a, b])→ C0([a, b]) donné par

(Kf)(s) =

∫ b

a
k(s, t)f(t)dt, k ∈ C0([a, b]× [a, b])

et soit fn une suite borné de X =
(
C0([a, b]; ‖ · ‖∞

)
1. Rappeler pourquoi k est uniformément continue.

2. En déduire l’équicontinuité de (Kfn).

3. Montrer que (Kfn) contient une sous suite convergente dans X.

0.4 Espace de Hilbert

.

Exercice 23
Soient H un espace de Hilbert et (xn)n une suite de H qui converge faiblement vers x ∈ H : i.e.

< xn, y >→< x, y >, n→∞ ∀y ∈ H

Montrer que (xn)n est bornée.

Exercice 24
Soit f : R→ R une fonction C1, 2π périodique et de moyenne nulle.
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0.4. ESPACE DE HILBERT

1. Montrer que ∫ 2π

0
|f(t)|dt ≤

∫ 2π

0
|f ′(f)|dt (1)

2. Montrer que l’égalité a lieu dans (1) si et seulement si

f(t) = A cos t+B sin(t), A,B ∈ R

Exercice 25
Quelle est la différence entre les énoncés suivants ?

1. f ∈ L2([0, 2π[) et la série de Fourier de f converge vers f .

2. f ∈ C1 2π périodique et la série de Fourier de f converge vers f .

On définit les quantités suivantes ek(t) = eikt, k ∈ Z, t ∈ [0, 2π]. On note Pn l’ensemble des po-
lynômes trigonométriques de degré ≤ n , i.e. f ∈ Pn est de la forme f(t) =

∑
|k|≤n akek(t), ak ∈ C.

Exercice 26
Soit f ∈ L2([0, 2π]). En quel sens Sn(f) =

∑
|k|≤n < ek, f > ek est un minimiseur ?

Exercice 27
Pour f ∈ L2([0, 2π]) nous notons ses coefficients de Fourier par ck(f) =< ek, f >. Notons Ψ l’appli-
cation définie par Ψ(f) = cn(f).

1. Montrer qu’il sagit d’une application linéaire continue de L2([0, 2π]) dans l2(Z).

2. Peut-t-on en dire plus ?

Exercice 28
Soit f(z) =

∑∞
k≥0 akz

k une fonction analytique bornée sur C. Soit r > 0, en considérant fr(t) = f(reit)
sur le disque fermé D(0, r)

1. Calculer ses coefficients de Fourier ck

2. Soit F = supz∈C |f(z)|, en appliquant le Théorème de Parseval, montrer que f est constante.

Exercice 29
Soit (H, ‖·‖) un espace de Hilbert. Notons (xj)j J une famille normée de H. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes.

1. (xj)j∈J est une base Hilbertienne de H.

2. ∀x ∈ H, on a x =
∑

j < x, xj > xj.

3. ∀x ∈ H on a ‖x‖2 =
∑

j | < x, xj > |2.

Donner une base Hilbertienne de L2([0, 2π]) et de L2(R).

Exercice 30
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et B une sous tribu de A. Le but de l’exercice qui va suivre est de
construire l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire intégrable.

Théorème 1
Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,A,P), intégrable. Alors il existe une unique (p.s.) variable
aléatoire , appelée espérance conditionelle de X sachant B, notée E[X|B], telle que

1. ω 7→ E[X|B](ω) est B −mesurable.
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0.5. CONNEXITÉ

2. pour tout B ∈ B
∫
B E[X|B]dP =

∫
BXdP.

Nous admetterons l’unicité d’un tel objet et chercherons à prouver son existence.

1. Si X ∈ L2(Ω,A,P), considerer la projection orthogonale Q sur L2(Ω,B,P).

2. Si X ∈ L2(Ω,A,P) et X ≥ 0 p.s. que peut-t-on dire de E[X|B] ?

3. Si X est seulement intégrable et positive p.s., considerer Xn = min(X,n) pour construire
E[X|B] à partir de ce qui précède.

4. Conclure.

0.5 Connexité

Exercice 31
Soit (X, d) un espace métrique

1. Montrer que X est connexe si et seulement si toute application continue f : X → {0, 1} est
constante.

2. Soit A une partie connexe de X. Montrer que toute partie B ⊂ X telle que A ⊂ B ⊂ Ā est
connexe.

Exercice 32
Quels sont les parties connexes de R ? de Q de R−Q ?

Exercice 33
Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I → R une application dérivable. Notons

A = {(x, y) ∈ I2 ; x < y}.

1. Montrer que A est une partie connexe de R2.

2. Pour (x, y) ∈ A, posons g(x, y) = f(x)−f(y)
x−y . Montrer que g(A) ⊂ f ′(I) ⊂ ¯g(A).

3. Monter que f ′(I) est un intervalle.

Exercice 34
‘ Dans R2 on considère l’ensemble A = {(x, sin(1/x)) ; x > 0}.

1. Montrer que A est une partie connexe et connexe par arcs de R2.

2. Determiner Ā et justifier que Ā est connexe.

3. Monter que Ā n’est pas connexe par arcs.

Les exercices proposés dans cette feuille sont soit inventés soit tirés des ouvrages suivants :
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